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1009 


1010 


Versión: D:20240331194944+02'00' 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


XXvlil 


Número de soluciones positi- 
vas . 

Número de soluciones no ne- 

gativas acotadas in- 

feriormente 

de soluciones 


Número no 


negativas con una 


componente fija 
acotada  superior- 
mente 


19.2.8 Número de permutaciones 
Circulares .c..... 
19.3 Modelización de problemas de re- 
cuento simple 
19.3.0 Modelización I: selección o 
muestreo simple . . ... 
19.3.1 Modelización Il. Distribución, 
almacenamiento o colocación 
simple 
Distribuciones no ordenadas 
Nuevas operaciones combina- 
torias: S, *, p y II 
Distribuciones ordenadas 
Nuevas operaciones combina- 
torias: L y A 
Interpretación intermodal . 
Modelización III. 


simple de un conjunto 


19.3.2 Partición 
Partición en subconjuntos no 
ordenados . . 
Partición en subconjuntos or- 
denados 
Interpretación de las operacio- 
nes combinatorias 
menos simples . . 
Interpretación intermodal 
19.3.3  Modelización IV. Descomposi- 
ción simple de un entero posi- 
tivo 
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1042 


1043 
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1047 
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1050 


1051 


1052 
1053 


1054 
1055 


1056 


1056 


1057 


1057 
1060 


1060 
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Interpretación intermodal . 1062 

19.3.4 Abundando en la interpreta- 
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19.3.5 Laecuación diofántica x,+x,+ 
.. «+ Xp = k (Parte II) 1065 
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Modelización II 1066 
Modelización MI ...... 1066 
ModelizaciónIV ...... 1067 
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19.4 Un ejemplo de modelización no sim- 
ple 1082 
19.5 Muestra de ejemplos . ....... 1084 
19.6 Propuesta de actividades ..... 1118 
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20.2 Ecuación en diferencias (ED) 1141 
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20.2.3 Problema de valores iniciales 
A 1143 
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mentales 1143 
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(SHA) 1143 
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20.3.2 Estrategia telescópica (TEL) 1146 
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20.4 Resolución de EDL y PVI: coeficientes 
indeterminados 
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de superposición y solución 


general 
20.4.1 EDL-H-CC: polinomio carac- 
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Resolución de una EDL-H-CC 
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20.4.2 


ples 
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de orden k 
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20.4.4 Resolución de una EDL-NH- 


A 
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Notación 


Quien lee estas notas quizás quisiese echar un vistazo antes de nada a la siguiente 


notación. 


Abreviaturas 


AIC actividad intermedia de cualificación. 


CEOV cuestión cuya entrega resuelta fue optativa y voluntaria. 


aña: con respecto a; relacionado con. 
EFE examen final extraordinario. 
EFO examen final ordinario. 

EPF examen preparatorio final. 

PEP primer examen preparatorio. 


p.h.e.c. para hacer en casa. 


RUD red universal digital. 


s.a. sujeto a. 
SEP segundo examen preparatorio. 
Lógica matemática 


Sigue una lista de signos atinentes a la lógica. 


= definidor. 

ul contradicción. 
T tautología. 

5 negador. 

id afirmador. 
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V disyuntor. 

A conjuntor. 

Y contravaledor 

> implicador. 

— replicador. 

+ desimplicador. 

+ desreplicador. 

> coimplicador. 

| incompatibilizador. 


negador conjunto. 
Ls lenguaje de la lógica de juntores. 


P(Lo,,C) Conjunto de fórmulas de L¿ generada por C. 


Sá conjunto de subfórmulas de ¿. 

To árbol-fórmula de ¿. 

Vo conjunto de variables proposicionales que aparecen en d. 

q conjunto de todas las fórmulas de la lógica de juntores. 

al conjunto de los 16 juntores diádicos [1,ido,id,, 20,71 VW,0,M>,,+,+,,|,) 
TE 

V conjunto de las variables proposicionales. 

[6] valor de verdad de la fórmula ¿. 

Ip) valor de verdad de « según la interpretación w; también lo notamos [[¿] ,,. 

M(dp) conjunto de todos los modelos para la fórmula ¿. 

M(9) conjunto de todos los modelos para el conjunto de fórmulas O. 

C(—p) conjunto de todos los contramodelos para la fórmula «. 

C(D) conjunto de todos los contramodelos para el conjunto de fórmulas O. 

sen función signo de una variable proposicional. 

E deductor semántico (implicador lógico) (o sinónimamente, doble trinquete); es llama- 


da implicación tautológica en los textos en los que se denomina implicación lógica a >. 
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Notación 


xXxxll 


=E 


E 


qe 


3! 


Je 


codeductor semántico (coimplicador lógico). 
deductor (sintáctico) (o sinónimamente, trinquete). 
codeductor (sintáctico). 


generalizador (cuantor universal); en algunos textos se nota A o II; su negación (1) 


se nota a veces por Y o por V. 


particularizador (cuantor existencial); en algunos textos se nota Y o 2; su negación 


(3) se nota a veces por Ho por 3. 


singularizador (cuantor de existencia única); su negación (3) se nota a veces por Ho 


por 31. 


función cuantorial de existencia no global; su negación (230) se nota a veces 240 por 
$ 


luego; por lo tanto. 
porque. 


operación sustitución (o sinónimamente, reemplazo o asignación); x = y significa que 


el valor actual de x se reemplaza por el valor actual de y sin modificar este último. 


(o simplemente, I', sino ha lugar a confusión); siendo pla fórmula d.AH,A...AQ, => 
y, T es un conjunto decisor de dp, esto es, un conjunto tal que se satisface que w es un 


modelo para I' si, y sólo si, w es un contramodelo para q. 
árbol semántico para [.. 

tronco de un árbol semántico dado. 

rama genérica de un árbol semántico dado. 

(o < ¿) rama iésima de un árbol semántico dado. 


implicador/deductor/inferidor natural; corresponde al «si ..., entonces ...» de las len- 
guas naturales; es llamada implicación lógica en los textos en los que se denomina im- 
plicación tautológica a =. 


coimplicador/codeductor/coinferidor natural; corresponde al «...si, y sólo si ...» de las 


lenguas naturales. 
lenguaje de primer orden con identidad. 
descriptor definido. 


extensión aritmética, con las operaciones + y -, del lenguaje de primer orden con iden- 
tidad E. 
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Notación 


recuento cuantificado. 


notación de la incertidumbre en una lógica trivalente; en algunos textos se nota con el 
signo de interrogación ? 


lógica de n-valores (2 < n) de LUKASIEWICZ. 


conjunto [o,1/(n—1),2/(n—1),...,(n—1)/(n—1)) de números racionales de [o, 1] 
en el que solían valorarse las lógicas de n-valores en los años treinta. 


conjunto de todos los números racionales de [o, 1]. 


lógica infinitamente valorada en el conjunto 7..; extensión de la lógica estándar L, de 
LUKASIEWICZ. 


Teoría de conjuntos 


Sigue una lista de signos atingentes a la teoría de conjuntos. 


V 


R 
4) 


idx 


la clase universal (el universo de todos los conjuntos): V = [x : TJ. 
la clase de RUSSELL: R =[x:x É x]. 
llaves de apertura y cierre de un conjunto en su definición por extensión. 


definidor de los elementos de un conjunto; se lee «tal que»; por ejemplo, ([x 
Madre(M, x)); en algunos textos aparecen otros signos con el mismo significado: |, 


En 


pertenencia de un elemento a un conjunto, por ejemplo, —23 € Z. 
no pertenencia de un elemento a un conjunto, por ejemplo, —23 £ N. 
función indicadora de X. 


inclusión entre conjuntos; por ejemplo, N € N € Z; cuidado pues en algunos textos 


aparece el signo C con el mismo significado. 
no inclusión entre conjuntos; por ejemplo, Z É N. 


inclusión propia entre conjuntos; por ejemplo, N C Z; en algunos textos aparecen otros 
signos con el mismo significado: €, —, G. 


el conjunto vacío (asumimos que este conjunto existe; observemos que: 0.”, ninguna en- 
tidad es elemento del vacío, esto es, x £ M, sea lo que sea x, y 1.9, WC, conjunto, V) C C. 


el conjunto universal; observemos que: 0.”, toda entidad es elemento del conjunto uni- 


versal, esto es, x € 4, sea lo que sea x, y 1.?, VC, conjunto, C CU. 
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XXXIV 


P(C) el conjunto potencia de un conjunto C, es el conjunto de todos los subconjuntos de A, 


P(C) =1S: SC Ch; alternativamente lo designamos por 2“ (por ser |P(C)| = 21). 
unión de conjuntos. 
intersección de conjuntos. 


diferencia de conjuntos; XA Y designa el conjunto (x : x € Xyx E Y |; alternativa- 


mente usaremos el signo — en vez de1.. 


% producto cartesiano; X x Y designa el conjunto [(x,y):x € Xey € Y). 
_ producto cartesiano de X por sí mismo n veces. 
n 

X X Xí designa el producto cartesiano Xim X Xmy1 X -:: Xx Xp. 
ií=m 

C complemento; X' designa el conjunto complementario (en el universal) de X. 

—=  inyectividad; f : X —> Y significa que f es inyectiva de Xa Y; en algunos textos aparece 
el signo — con el mismo significado. 

—>  sobreyectividad; f : X —> Y significa que f es sobreyectiva de Xa Y. 

—>  biyectividad; f : X —> Y significa que f es biyectiva de Xa Y. 

|| cardinal; |X] designa el cardinal del conjunto X; son de utilización frecuente los signos 
alternativos +X y card X. 

S equipotencia; X = Y designa la equipotencia de X e Y. 

Relx el conjunto de todas las relaciones diádicas en X; lo designamos alternativamente por 
aa, 

B” bola unidad (cerrada) de n dimensiones, B” = [d(x,0) < 1). (Es el círculo en el plano 
euclideo). 

) disco unidad (o bola unidad abierta) de n dimensiones, D” = [d(x, 0) < 1). (En el plano 
cartesiano las bolas se suelen llamar discos). 

S esfera unidad de n dimensiones, S” = [d(x,o) = 1). (Es la circunferencia en el plano 
euclideo). 

Sistema numérico 
N conjunto de los números naturales, [o,1,2,3,...); en algunos textos, O no se 


considera un número natural y se refieren a este conjunto como Na; también 
podremos referirnos a él como el conjunto de los números enteros no negativos 


(mayores o iguales que cero) (Z7). 
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N+ 


n 


ls 


N>r, N>k 


Nx N<k 


Nao Nix 


Na. Nin.) 


Z, 


Loko Look 


Der Lex 


Lih,k)» Lip, k] 


Lin,k]» Lip, k) 


Q 


Q>k Q>% 


Qe Q<x 


Qt» Qi, 13 


Qp.x)» Qinro 


conjunto de los primeros n números naturales, N, = (0,1,...,n — 1f;en 


algunos textos se nota [n]. 


conjunto de los primeros n números naturales positivos, ([1,..., n);;enalgu- 


nos textos se nota [n]*. 
El conjunto de los números primos, P = ([2,3,5,7,...). 


respectivamente: (n € N: n > k) y [n € N : n > k); también se notan 


(k, =)n y [k, >)n. 


respectivamente: [o,1,...,k—1)yH0,1,..., k);también se notan (—, k)y y 


(=, k]n. 


respectivamente: (n EN: h<n<k)jyf[n eN: h< n< k); también se 


notan (h, k)y y [h, k]x. 


respectivamente: (n EN: h<nS<k)y([neN:h< n< k); también se 


notan (h, k]y y [h, k)y. 
conjunto de los números enteros, Z =4...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...). 


respectivamente: (n € Z:n > k)jy[n € Z: n > k); también se notan 


(k, =)z y [k, =)z. 


respectivamente: (n € Z:n< k)jy[n € Z: n < k); también se notan 


(=, k)z y (=, k]z. 


respectivamente: (n € Z:h<n<k)y([n € Z: h< n< k); también se 


notan (h, k)z y [h, k]z. 


respectivamente: (n € Z:h<nS<k)y([n € Z:h< mn < k); también se 


notan (h, k]z y [h, k)z. 


conjunto de los números racionales, Q = [p/q : p € ZA q E Z* |; también 


utilizamos las notaciones ai Play p/q). 


respectivamente: (n € Q :n > k y [n € Q : n > k); también se notan 
(k, >)0 y [K. =)0- 
respectivamente: (n € Q :n<k)y[n € Q : n < k); también se notan 
(oy (=, Ko. 


respectivamente: (n €Q:h<n<k)jy([n€Q:h<mns< k); también se 
notan (h, k)o y [h, kJo. 


respectivamente: (n € Q:h<n<k)jyf(neQ:h 


IA 


n < k); también se 


notan (h, k]o y [h, k)o. 
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R 
RNYQ 
NE, DE, Q*, R* 
N+,Z+,Q+,R+ 
Z4.01,R¿ 
Z7",Q7, RT 
Zo, Q) Ro 
A 
CNA 

Álgebra abstracta 


conjunto de los números reales, que además de incluir a Q contiene núme- 
ros como vV2 = 1,414213562373095... (constante de PITÁGORAS), vV2z NN 
1,259921049894873 ... (constante de Delos'), ( = 1,618033988749895... (nú- 
mero áureo), e = 2,718281828459045 ... (número de EULER, constante de NA- 
PIER), 1T = 3,141592653589793 .. . (constante de ARQUÍMEDES, constante de Lu- 
DOLPH), etc. 


conjunto de los números irracionales, RAQ =([x:x ERAx É Q);en algunos 


textos se nota 


respectivamente: conjunto de los números naturales no nulos, enteros no nulos, 


racionales no nulos y reales no nulos. 


respectivamente: conjunto de los números naturales positivos, enteros positivos, 
racionales positivos y reales positivos. (En algunos textos, los elementos de estos 
conjuntos se denominan «estrictamente positivos», llamándose allí positivos 
alos de que llamamos aquí no negativos). N* no es otro que N* (números na- 
turales no nulos, o sea, distintos de cero); en realidad, siempre nos referiremos 


a él como Z*. 


respectivamente: conjunto de los números enteros no negativos, racionales no ne- 


gativos y reales no negativos. 


respectivamente: conjunto de los números enteros negativos, racionales negativos 


y reales negativos. 


respectivamente: conjunto de los números enteros no positivos, racionales no po- 


sitivos y reales no positivos. 
conjunto de los números complejos. 


conjunto de los números algebraicos, subconjunto de C, que contiene a todos 


los racionales y a números como y/2, W2, Qp, i = y—1, etc. 


conjunto de los números trascendentes, que contiene números como 
212 = 2,665144142690225... (constante de GELFOND-SCHNEIDER), €, pi, 
e” = 23,140692632779269... (constante de GELFOND), etc. 


Sigue un compendio de los signos concernientes al álgebra abstracta que usamos en estas notas. 


ss 


simétrico de x en 


ordenación. 


1 El nombre hace referencia al oráculo de la isla de Delos. 
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ii indicador del conjunto de elementos positivos de un anillo ordenado; por 


ejemplo, Z* (enteros positivos) del anillo ordenado (Z; +, -) de los enteros, 


Q* (racionales positivos) del anillo ordenado (Q; +, -) de los racionales o R* 


(reales positivos) del anillo ordenado (R; +, -) de los reales. También se desig- 


na en el subíndice, esto es, _; en estos ejemplos, Z_, Q_ y R_. 


indicador del conjunto de elementos negativos de un anillo ordenado. 


cinf(B, A) conjunto de cotas inferiores de Ben A. 
csup(B, A) conjunto de cotas superiores de Ben A. 
ínf(B, A) ínfimo de Ben A. 

sup(B, A) supremo de Ben A. 

mín(B, A) mínimo de Ben A. 

máx(B, A) máximo de Ben A. 

n operación meet de un retículo. 

U operación join de un retículo. 


Teoría de números elemental 


Sigue un compendio de los signos concernientes a la teoría de números que usamos en estas 


notas. 
t 
Y xi adición reiterada X. + Xs41 +:::+Xt. 
i=s 
t 
1x producto reiterado X; - Xsy1 + *** "Xt. 
i=s 
d|n d dividea n. 
D(n) conjunto de los divisores positivos de n (n € Z%). 
M(n) conjunto de los múltiplos positivos de n (n € Z*). 
Mo(n) conjunto de los múltiplos no negativos de n (n € Z). 
div cociente de la división euclidea. 
mód resto de la división euclidea. 
med máximo común divisor. 
mcm mínimo común múltiplo. 
y Xx y es directamente proporcional a x, esto es, existe k E R* tal que y = kx. 
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Notación XxxXvlil 

= (mód m) congruencia módulo m. 

y función de MÓBIUS. 

p función indicatriz de EULER. 

Da función divisor. 

eee abreviatura de Z/ ,)z, esto es, de Z/ (mod m), es decir, de ([[0]», [1)m, .. . , [m — 1/m) 
(o, entendiendo que son clases de equivalencia, [o,1,...,m —1)). 

+n suma en Z,,; si no ha lugar a confusión, notaremos +. 

—, diferencia en Z,,; si no ha lugar a confusión, notaremos —. 

2 producto en Z,,; si no ha lugar a confusión, notaremos -. 

—a simétrico aditivo de a en (Z,,; +), esto es, si, y sólo si, a + (—a) = 0 (mód m). 

a” simétrico multiplicativo de a en (Z,,; -), esto es, si, y sólo si, a-a”* =1 (mód m). 

ZA conjunto de los elementos multiplicativamente simetrizables de Z,,,; en la litera- 
tura figuran dos designaciones más con relativa frecuencia: (Z/m2Z)* y Z;, (que 
en tales textos no debemos confundir con Z;, A [o)). 

t(m) conjunto de los enteros positivos menores que m que son coprimos con m, esto es, 


[k € Z* :1< k < m,mcd(k, m) = 1); en inglés, estos números son conocidos 


como los totatives de m. 


Razonamiento combinatorio 


[x] 
[x] 


mM K,.. 


n 


suelo de x. 

techo de x. 

redondeo de x. 

truncamiento de x. 

factorial de n. 

factorial descendente de n de orden k. 
factorial ascendente de n de orden k. 


primorial de n. 


coeficiente binomial. 


y coeficiente multinomial. 
y K 
, p 
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V(n.k) número de variaciones de k elementos de un conjunto de n elementos. 
VR(n.k) número de variaciones con repetición de k elementos de un conjunto de n 

elementos. 
P(n) número de permutaciones de los n elementos de un conjunto de n elementos. 
P(n) número de permutaciones circulares de los n elementos de un conjunto de n 
elementos. 
C(n, k) número de combinaciones de k elementos de un conjunto de n elementos. 
CR(n, k) número de combinaciones con repetición de orden k de un conjunto de n ele- 
mentos. 
$*S número de formas en que sucede el suceso S o número de formas de realizar 
la fase S. 
S(k, r) número de Stirling de 2.* especie. 
n 
X(k, n) = Y S(k, ¿);en algunos textos, X(k, n) se nota por S(k). 
í=1 
p(k,r) p(k,r) = p(k-—1,r-—1)+pl[k-—r,r)(1< r < k), con p(0o,0) = 1y 
p(k,1) =p(n,n) =1(1< k,n);p(k, r) también se nota py(r). 
n 
I1(k, n) = ») plk, i); Il(n, n) suele designarse por p(n); en algunos textos, 1(k, n) 
í=1 
se nota por p(k). 
L(k, r) número de Lah sin signo; también llamado número de Stirling de 3.* especie. 
n 
A(k, n) = Y) L(k, ¿);en algunos textos, A(k, n) se nota por L(k). 
í=1 


Ecuaciones en diferencias 


suma parcial de los n primeros términos de una sucesión. 
término no homogéneo de una ecuación en diferencias. 
enésimo número de FIBONACCI. 

enésimo número de LUCAs. 

enésimo número triangular. 

enésimo número de JACOBSTHAL. 

enésimo número de PELL. 


enésimo número unigonal central. 
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Pn enésimo número pentagonal. 
Ye enésimo segundo número pentagonal. 
Pa enésimo número pentagonal generalizado. 
3 Los , . p 
Y ln) enésimo número piramidal cuadrado. 
Ecala enésimo número de PisoT L(x, y). 
Símbolos 
3 el mochuelo de Atenea es el ave que acompaña a Atenea, diosa de la sabiduría, entre otras 


cosas (cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Mochuelo_de_ Atenea); por si alguna vez lo 


utilizo. 
[Ey indica que lo que sigue es un enlace externo: utilizo este símbolo ocasionalmente ya que 


por lo general basta con la dirección de la página web; claro que visto el número de veces 
que lo he empleado, me veo en la obligación de apostillar que esto, en realidad, no es una 
impostura, sino un acto de uso («a la SEARLE [3]) del cero, del conjunto vacío o de la clase 
vacía, según se mire. 


8 esquema argumental no válido. 


QED. 
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Duke Ellington le dijo a Tony [Bennett]: «Número uno: nunca te rindas. Número dos: siempre 
escucha a la regla número uno». 

(Stefani GERMANOTTA (LADY GAGA) (1986-), 

32.* edición anual de los American Cinematheque Awards, 29.11.2018, 

https://www.youtube.com/watch?v=fCtMV-YytR48t=1458). 


De unas primeras consideraciones y la materia que sigue. 


Matemática y sociedad 


Dicen las malas lenguas que las ocasiones de utilizar en la vida real los conocimientos matemá- 
ticos adquiridos son muy raras y que, aparte de sumar a dividir y la noción de proporcionalidad, las 
personas no tienen oportunidad de hacerlo. Por otro lado, algunas de ellas a las que les ha llegado el 


éxito social se jactan de no haber comprendido jamás la matemática. 


Y es precisamente en la formación intelectual que aporta la enseñanza y aprendizaje de la mate- 
mática en lo que deberíamos insistir de cara a la sociedad: «que nadie entre aquí si no es geómetra» 
(entiéndase si no sabe matemática) decía PLATÓN. Tampoco se trataría de formar profesionales de 
la matemática, pero la realidad es que casi sea cual sea la disciplina escogida, nos encontramos con 
el uso de ésta. Quienes se dedican a la literatura (gramática, fonética, lingúística), historia (cuanti- 
tativa), geografía, sociología, psicología, economía, física..., en algún u otro momento necesitan de 
la matemática. Todo esto dejando a un lado, aunque no desestimándolos, todos aquellos elementos 
de acción de la matemática en el área de las costumbres: orden, reflexión, prudencia, orden, ética y 


honradez. 


En principio, una formación matemática aporta a la persona un enriquecimiento conceptual. 
Los conceptos de número, operación, verdad matemática, relación, proporción, y tantos otros, for- 
man parte del bagaje intelectual personal moderno. Además, una formación matemática nos acos- 
tumbra a sobrepasar la realidad concreta para traducirla a una nueva lengua depurada, más abs- 
tracta, pero que hace aparecer las semejanzas entre situaciones aparentemente muy alejadas unas 
de otras. Esta aproximación de situaciones, este agrupamiento de problemas distantes, proporciona 


una gran potencia de razonamiento y permite descubrir las formas generales bajo las apariencias, 
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simplificando de alguna manera nuestra visión del mundo para dar a nuestra acción más fuerza y 


eficacia. 


Subyacente en muchas situaciones se esconde una estructura matemática, siendo la puesta en 
evidencia de ésta uno de los objetivos de la formación matemática. Estudiar matemática es esencial- 
mente aprender a razonar pero, sobre todo, habituarnos a tomar conciencia del propio razonamien- 
to. Así pues, no se trata únicamente de adquirir hábitos de razonamiento correcto (lo cual es de por sí 
importante), sino de habituarnos a tomar conciencia de los propios pasos de nuestro pensamiento, 
y esto sean cuales sean las enormes dificultades que ello plantea. Las reglas del razonamiento mate- 
mático no son innatas, sino que exigen un cierto aprendizaje. Si bien es posible que el razonamiento 
deductivo sea mayoritario actualmente en nuestra sociedad, ésta está abierta, junto con la tecnolo- 


gía, a todo tipo de razonamiento. 


Todo ello no se puede realizar sin un lenguaje particular capaz de conjuntar la precisión y la 
elegancia, la sobriedad y la densidad. Una buena formación matemática va acompañada automáti- 
camente de la adquisición de una lengua depurada que gana en concisión sin suprimir por ello la 
belleza. La perfección de una demostración matemática depende a la vez del rigor del razonamiento 


como de la forma en que esta demostración se expresa. 


Se comprende, pues, que una buena formación matemática es un elemento esencial de una bue- 
na adaptación a la vida actual. En nuestro mundo, prácticamente todo se reduce a cantidades, se ex- 
presa por resultados numéricos, por estadísticas. Al enseñar matemática, contribuimos a ese equi- 
pamiento intelectual necesario para que las personas participen en la vida ciudadana. Una buena 
formación matemática conlleva hacer descubrir una nueva forma de pensamiento, en proporcionar 
nuevas formas de presentar los ejemplos, cuestiones y actividades, y resolverlas. Enseñando mate- 
mática, enseñamos a descubrir la verdad oculta tras el argumento engañoso que se viste con cifras, 
distinguiendo lo que es posible afirmar con certeza y rigor de lo falso o aproximado. Reducir la en- 
señanza de la matemática a una simple técnica, supone no conocer ni reconocer toda su potencia y 


eficacia. 


Presentación 


Presento estas notas incompletas de clase (NIC) con varios temas introductorios? a la matemá- 


tica discreta y a sus aplicaciones. 


Aunque carecen de requisitos de conocimiento previo más allá de los preuniversitarios (he pre- 
tendido que los diferentes capítulos sean en gran medida autosuficientes, además de procurar que su 


presentación sea rigurosa pero sencilla*), puede que en ciertas ocasiones, habertrabajado determina- 


2 Si hemos hojeado estas NIC, habremos observado que están aún faltas de la incorporación o desarrollo de ciertos 
contenidos. Dios mediante, llegará su momento; la metalicencia + Gratuidad Cristiana con la que se publican permite su 
adopción, revisión y republicación por terceras personas. 

3 Claro que a la contra pudiésemos consultar [4], repleto de enunciados sencillos y sus demostraciones, éstas en sus 
versiones lo más complicadas que se le ocurrió al autor. 
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dos conceptos de matemáticas (principalmente de álgebra, cálculo y probabilidad) y de computación 
(principalmente de programación —una subclase del álgebra—,, facilite la enseñanza y aprendizaje 
de los enteramente nuevos. 


Constituyen una republicación corregida y aumentada de materiales que anteriormente vieron 
la luz como notas de clase, exámenes y sus soluciones. Conservando los objetivos y la estructura pro- 
funda de estas anteriores ediciones suscintas no inéditas, en ésta intento corregir deficiencias detec- 


tadas e incluir nuevos temas y actividades. 


Estas NIC, más en su volumen cero, no tienen ninguna pretensión de tratar todos los temas 
de la matemática discreta. He tenido en cuenta, entre otras y principalmente, las recomendaciones 
presentes en el informe Computer Curricula 202.0 [5] y particularmente en el Computer Engineering Cu- 
rricula 2016 [6] y en el Computer Science Curricula 2013 [7], sin olvidar las ya clásicas de Alfs BERTZISS 
(1987) [8]. 


En cuanto a matemática discreta, este último informe CSC identifica los siguientes temas como 
esenciales para las estructuras discretas (pp. 76-81): DS1) funciones, relaciones y conjuntos; DS2) ló- 
gica básica; DS3) técnicas de demostración; DS4) principios de recuento; DS5) grafos y árboles; DS6) 
probabilidad discreta. Alos cuales añadiríamos: I, matrices (MAT); II, algoritmos y complejidad (AL), 
y III, teoría básica de números (NUM). Excepto DS5, DS6, MATyAL, que aparecerán ocasionalmente, 


el resto se estudiará?*”. 


Esta selección y tratamiento de cuestiones básicas definen un marco para futuros refinamientos 
y extensiones y asientan el camino para las NIC volumen uno, en las que se estudiarán otros temas 
de la matemática discreta como: probabilidad discreta; grafos y árboles; teoría de autómatas; verifi- 


cación de programas; complejidad algorítmica; computabilidad. 
Como objetivos concretos tenemos los siguientes. 


=  Dianas.— O) Representación, €) formulación, <) abstracción, (+ modelización, O) verificación y 


E) generalización. 


4 Hemos de tener en cuenta que DS5, DS6, MAT y AL se tratan en otras asignaturas de los planes de estudio ac- 
tuales de los grados en ingeniería informática en la Escuela Politécnica: DS6, en UEX501270 Estadística (2. semestre); 
MAT, en UEX502382 Álgebra lineal (1.** semestre); AL, en UEX502304 Introducción a la programación (1.* semestre) y en 
UEX501273 Análisis y diseño de algoritmos (3.* semestre); DS5, en esta última y en UEX501271 Estructuras de datos y de 
la información (2. semestre), si bien desde un punto de vista algorítmico. 

3 La impartición que acompaña a estas NIC en la Escuela Politécnica de la Universidad de Extremadura (UEX501272 
Ampliación de matemáticas, en el 2.” semestre) incluye además unas más que brevísimas pinceladas sobre algunos mé- 
todos numéricos. Con respecto al cálculo numérico, identificamos como contenidos esenciales: 1, raíces de ecuaciones 
(RE); II, ecuaciones algebraicas lineales (EAL), y IL, ajuste de curvas (AC) (regresión e interpolación); lo cual nos propor- 
ciona una introducción suficiente a los algoritmos y métodos para la computación de aproximaciones discretas usados 
para resolver problemas continuos, tanto en el ámbito de lo lineal como de lo no lineal. Estudiamos sólo RE. Esto es así 
porque EAL y AC se tratan en otras asignaturas de los planes de estudio actuales de los grados en ingeniería informática 
en la Escuela Politécnica: EAL, en UEX502382 Álgebra lineal (1.** semestre); AC, en lo tocante a regresión, en UEX501270 
Estadística (2. semestre). Quizás algún contenido correspondiente a RE aparezca en una futura edición de estas NIC vo- 
lumen cero o en su volumen uno. Agradecido en cualquier caso ala vida pues vía esta impartición he aprendido multitud 
de ideas y técnicas. 
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Generales.— +. Adquirir cultura científica y cultura matemática en particular. » Potenciar las acti- 
tudes reflexivas y creativas. « Potenciar habilidades y destrezas de análisis, búsqueda, descubri- 
miento, verificación y generalización. « Promocionar el desarrollo y mejora de las habilidades de 
resolución de problemas y de las actitudes positivas hacia el pensamiento matemático, analíti- 
co, crítico concreto y creativo. - Mejorar la preparación para el estudio independiente y crítico 
y la capacidad de valoración de publicaciones académicas elementales y divulgativas sobre los 


contenidos tratados en la asignatura. » Desarrollar la capacidad de aprendizaje permanente. 


Comunes.— + Reconocer patrones y estructuras. « Potenciar la habilidad para elaborar estrategias 
de resolución de problemas y de toma de decisiones. « Incrementar la capacidad de interpretación de 
los resultados hallados y de obtención de conclusiones. « Aumentar el rigor en las argumentaciones y 
desarrollar las habilidades para usar la información y para la lectura y escritura y para la expo- 


sición oral o escrita de ideas y razonamientos. 


Específicos de los temas de Fundamentos y de Teoría de números.— + Potenciar la habilidad para com- 
prender y usar el lenguaje lógico-matemático. - Desarrollar la capacidad de abstracción me- 
diante la construcción y reconstrucción de argumentaciones lógico-matemáticas. » Potenciar 
la capacidad de razonamiento lógico-matemático en sus tipos deductivo, inductivo, abductivo 


y algorítmico. 


Específicos de los temas de Razonamiento combinatorio y de Ecuaciones en diferencias. — « Potenciar la 
capacidad de razonamiento lógico-matemático en sus tipos inductivo, algorítmico y recursivo. 


* Potenciar la habilidad para el recuento. 


Profundizar en el desarrollo de estos objetivos pasa necesariamente por estudiar las referencias 


en las que se basan, en líneas generales, las materias que aquí se trabajan. Tengámoslo en cuenta. 


Como contenidos tenemos los siguientes. 


Parte I.— Cimientos: lógica y análisis formal: lógica de juntores y de cuantores (cálculo; semán- 
tica; metalógica y demostraciones); lógica de clases; lógica de relaciones; lógica de funciones; 
lógica de lo infinito; lógica de conjuntos (axiomáticas); lógica de la construcción del sistema nu- 
mérico; lógica inductiva; lógica de estructuras. 


Parte II.— Teoría de números elemental: divisibilidad; aritmética modular; primos y máximo 
común divisor; resolución de congruencias lineales y sus aplicaciones; ecuaciones diofánticas. 


Parte I.— Razonamiento combinatorio: principios fundamentales de recuento; operaciones 
combinatorias básicas (variaciones, permutaciones y combinaciones, sin y con repetición); de- 
mostraciones combinatorias; modelización de cuatro problemas combinatorios de recuento 


simples y operaciones combinatorias avanzadas. 


Parte IV.— Ecuaciones en diferencias: resolución de ecuaciones en diferencias lineales y de pro- 


blemas de valores iniciales; sistemas dinámicos lineales discretos. 
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Dependiendo de la inquietud y tiempo de quien lee y estudia, podría ampliar, por su interés, con 


subtemas transversales, pues no son objeto de estudio directo en estas NIC, como los siguientes. 


= Parte I.— Lógica borrosa; conjuntos borrosos; inteligencia artificial; sucesiones y sumas y ma- 
trices, incidiendo en las particularidades de lo discreto frente a lo continuo, fundamentalmente 
desde aspectos algorítmicos de su tratamiento numérico; teoría de la decisión; teoría de códi- 


gos. 


= Parte II.—Temas de algoritmia, computabilidad, complejidad, computación simbólica, codifi- 


cación de la información, verificación y seguridad computacional. 


= Parte III.— Algún caso particular del teorema de RAMSEY; cuestiones de probabilidad discreta, 
optimización, programación entera, teoría de la información, árboles, teoría de grafos, redes, 


datos masivos, aprendizaje automático y aprendizaje profundo. 


= Parte IV.— Aspectos de recursividad; procesos estocásticos discretos; fractales; geometría 


computacional; simulación. 


Ortografía y ortotipografía 


En otro orden de cosas, por un lado, en cuanto a la ortografía, tal y como me enseñaron, escribo 
con tilde diacrítica solo sólo cuando es adverbio y sin tilde cuando es adjetivo (casi podríamos decir 
que sólo cuando va solo); con respecto a los demostrativos, los escribo sin tilde cuando son adjeti- 
vos y con tilde cuando son pronombres, salvo los neutros admitidos por el singular, esto, eso y aquello, 
que nunca llevan tilde, esto es, caso de ser pronombres, los tres, con sus formas femeninas y mas- 
culinas del singular y plural: o.?, éste, ésta, éstas, éstos; 1.*, ése, ésa, ésas, ésos, y 2.*, aquél, aquélla, 
aquéllas, aquéllos. Por otro, respecto al uso del español, defiendo la terminación “se frente a “ra' de los 
pretéritos imperfecto y pluscuamperfecto de subjuntivo, y con verbos modales como deber, poder, 
querer, saber o soler sabemos que es posible intercambiar el condicional simple y el pretérito imper- 
fecto de subjuntivo, por lo que procuraré usar éste (salvo en casos de que quisiese reflejar un matiz 
de duda o eventualidad alternativa —esa incertidumbre que inspiramos con el subjuntivo o esa pro- 
babilidad o posibilidad que expresamos con el condicional frente a la certeza que manifestamos con 
el indicativo—), incluso a veces con el presente de indicativo con cierto tono cortés, eufemístico o 


irónico (por ejemplo, debiéseis estudiar por debéis estudiar). 


Por otra parte, he intentado, por lo general, seguir las recomendaciones sobre ortotipografía de 
Javier BEZOS en texnia” (por lo general, porque todo estándar es cuestionable?, si no por la presente, 
por alguna generación venidera). La versión en .pdf de estas notas pretende representar su papel de 
ayuda hipertextual con la matemática discreta. Los cuadros, figuras, supuestos, teoremas, lemas, fórmulas 


6 Siempre que he impartido estas NIC en la Escuela Politécnica de la Universidad de Extremadura (en la asignatura 
UEX501272 Ampliación de Matemáticas, en el 2.” semestre), he procurado incluirlas, entre clases, seminarios o laborato- 
rios y un foro asíncrono de comunicación. 

7 https://www.texnia.com/. 

8 https: //xkcd.com/927/. 
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y actividades, los indico por dos números, el primero de los cuales hace referencia al capítulo y el se- 
gundo al orden de aparición en estas notas. Los ejemplos”, sin embargo, los indico por un solo número; 
en cierta manera, esto invoca la continuidad y cohesión del contenido. 


Cero es un número natural 
Finalmente, decir que estoy entre las personas para quienes 
cero es un número natural”. 


Y si hemos acudido adonde nos remite la anterior nota al pie, entendemos ya que no sólo por don- 
de he nacido”. En cuanto al ordinal de cero*”-”, si bien en inglés técnico es frecuente decir zeroth, en 
español podríamos leer «0.*» simplemente como cero, esto es, decir, por ejemplo, norma/principio/- 
regla cero; en lenguajes de programación es común hablar de que una entidad tiene un índice/valor 
ordinal de cero y en psicometría de escala (de tipo) ordinal de cero a n, entre otros ejemplos'**. Tam- 
bién podríamos considerar usar el galicismo nuliemo (de nullieme) o aventurarnos con cerésimo” o 


incluso con ceroésimo**. 


? «Más vale el ejemplo que el consejo» (Paremia anónima). En estas notas, los ejercicios, sean instrumentales o no, y 
los problemas, enunciados en lenguaje lógico-matemático o en español, todos ellos, los denomino ejemplos, porque, en de- 
finitiva, eso es lo que son (aunque otras personas asegurarían que son «actividades resueltas»). Las actividades (de las que 
tales personas dirían que son «actividades propuestas») irán transformándose en ejemplos —pertinentes a su contexto— 
a medida que vaya teniendo tiempo de integrar su solución en futuras ediciones de estas notas (lo mismo sucederá con 
las demostraciones faltantes de algunos lemas, proposiciones, teoremas y corolarios). A falta de una división explícita, 
diré que hay ejemplos y actividades que seguramente encuadraríamos en alguno de estos tres tipos: de comprobación, 
de aplicación y de ampliación. 

19 Cfr. infra $ 15 (p. 698 de esta edición). 
= Por aquí decimos planta cero o planta baja, incluso en inglés británico, ground floor, a diferencia de en Estados 
Unidos, que se dice first floor (primera planta). 

2 Cfr. v. gr. https://mdc.ulpgc.es/utils/getfile/collection/numeros/id/701/filename/701.pdf. 

B Cfr. v. gr. http://akusmatika .org/wp-content/uploads/2019/02/seudonimo.pdf. 

14 Cfr. v. gr. https://www.babab.com/noo6/fin_de_siglo.htm. 

15 Cfr. v. gr. https://diccet.com/2021/02/17/ceresimo-ceresima/. 

16 Cfr. v. gr. https://www.change.org/p/real-academia-española-que-la-rae-acepte-ceroésimo-como-el-ordinal- 
anterior-a-primero?source location=topic_page. 
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Otro caso: Compro en un pueblo una instalación de luz eléctrica con la rebaja del 10 por 100. 
—Mira, Pedro, que aquí faltan las bombillas. 

—Bien, las desquitaremos al ajustar la cuenta: son diez luces que me costaron a diez pesetas, que 
hacen cien pesetas; te rebajo diez, y quedan en noventa. 

—¿Y las bombillas? 

—Eran diez. A peseta cada una, son diez pesetas. Rebaja el 10 por 100, y quedan en nueve pesetas. 
Desquita de noventa, y me das ochenta y una, y en paz. 

—No, hombre; tú me das por noventa pesetas la instalación que tienes, y además diez bombillas que 
me cuesten nueve pesetas; y como en la tienda cuestan diez, me tienes que dar esas diez pesetas para 
que yo las compre, y una peseta más para que las compre con el 10 por 100 de ventaja. De modo que 
de noventa pesetas te desquito once. 


—Pues no lo entiendo. 


Silverio LANZA (seudónimo de Juan AMORÓS ) [9]: pp. 37-39 
—publicado previamente como parte del artículo El paletismo, en la revista Alma Española [10]; 


también lo recoge Rafael RODRÍGUEZ VIDAL [11]: p. 116 (en: $ Contabilidad rusticana)]—. 


Preámbulo. Del proceder 


No desperdiciéis el tiempo, que pronto se desvanece. El orden os enseñará a aprovecharlo. 

Os aconsejo, pues, querido amigo, que entréis primero en el Collegoium logicum. Allí os peinarán 

el espíritu como es debido, os calzarán los borceguíes de la tortura, a fin de que se deslice con más 
cuidado por el sendero del pensamiento y no se tuerza a un lado y a otro y se descarríe. 

Johann Wolfgang GOETHE (1808) Fausto, 1.* parte. 

—Traducción de Miguel Ruiz Castillo; 


Rodegar, Barcelona, 1969, p. 63). 


De cómo se imagina quien escribe la enseñanza de la materia. 


La matemática está repleta de puntos de comienzo —axiomas, postulados, definiciones, 
enunciados—, de desarrollo —principios, hipótesis, conjeturas, argumentos, premisas, demos- 
traciones, conclusiones—, de resultado —lemas, proposiciones, teoremas, corolarios— y de aplica- 
ciones en Ciencia, Tecnología y Sociedad” (CTS) y vuelta al principio, pues estas aplicaciones son 
excelentes puntos de comienzo. La transdisciplinariedad expresa impresa en la naturaleza de la 
matemática es la responsable. Si bien podríamos entretenernos en disquisiciones técnicas sobre la 
idoneidad de la salida y una supuesta llegada, nuestro objetivo está en el propio camino, en su traza 


vaga y en su recorrido personal.'* 


De hecho, a grandes rasgos, dos son las travesías que se nos presentan a la hora de enfrentar la 
resolución de cuestiones matemáticas: una, informal, dejándonos guiar en su mayor parte por nues- 
tra intuición, y la otra, formal, en la que si bien en su inicio podríamos invocar a nuestra intuición, 
deberíamos averiguar diversas formas de representar lógico-matemáticamente —lo que incluye su 
representación algebraico-computacional, siempre que sea posible— la cuestión a resolver y cómo 
modelizarla de manera ajustada a sus peculiaridades, de tal modo que una vez verificada nos provea 
de una solución que tenga hechura y que sepamos interpretar nosotras, las criaturas humanas. 


17 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Estudios_de ciencia, _tecnología_y_sociedad. 
1 «Estudia con ahínco lo que más te interese de la forma más indisciplinada, irreverente y original posible» (Richard 
FEYNMAN). 
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No debiera ser nuestra meta convertirnos en personas hábiles en el citar y recitar definiciones, 
resultados y nombres”. Sí debiera ser descubrir cómo pensar. 


Además de estudiar, meditar y enseñar, lo mejor para entender, discernir e inferir, es hacer, mos- 
trando qué se hace, cómo se hace por qué se hace y, sobre todo, para qué se hace; mas también aunque 
no se muestre. Y nada se hace sin entusiasmo —«Es un signo de mediocridad ser incapaz de entu- 
siasmarse» (C'est un signe de médiocrité que d'étre incapable d'enthousiasme) (Honoré de BALZAC, Maximes 
et pensées, 1856)—, sin embargo, es quimérico reclamar lo que no nos pertenece. Hacer las cosas con 
alma es pensar primero en los demás, si cabe en la rendición de cuentas. 


Hacer menos pero más intensa, reflexiva y eficientemente, aprendiendo qué debe priorizarse, 
o hacer más, individual o colectiva, confiada y solidariamente, simplemente porque así se desea. Sea 
como y por lo que fuere, el buen pensar y mejor hacer; que ya se dice por saberse. Perturbador anhelo, 


¿verdad? 


No son muchos los contenidos previos necesarios para el estudio de las materias que se tratan 
en estas notas. De hecho, éstas quieren ser autocontenidas en su pretensión tanto de ser una intro- 
ducción a la matemática discreta como una exposición de, y a, ciertos resultados recientes. 


Nuestro pensamiento tiene su inicio en la observación y, por eso, en su esencia, está determina- 
do empíricamente. Comenzamos con el estudio de la lógica, siguiendo así el consejo de Mefistófeles 
en el Fausto de GOETHE. Por la lógica bivalente, tantas veces denostada y sin embargo es la bivalencia 
donde colapsa el momento último de cualquier decisión humana?”. Consideramos dicho estudio una 
buena introducción a la abstracción; abre nuestras mentes y genera esquemas de pensamiento insos- 
pechados. El que las paradojas —perfectas ejemplificadoras de caminos argumentales no válidos—, 
lógicas, semánticas, puedan surgir en cualquier momento en el quehacer investigador es una bue- 
na fuente de quebraderos de cabeza. Sin embargo, la identificación de su origen y cómo evitarlas o 


reconducirlas, son objetivos muchas veces alcanzables. 


Las falacias, esas seudoargumentaciones capciosas y torticeras que eternamente aquejan a la 
clase política”, desdoro de ella, en su incesante demagogia, en su celo por la posverdad, en su per- 
manente desamparo y desmedro de la dialéctica en favor de una burda retórica, incoherente oratoria 


e infame panegírica, en su constante juego de disfraces de metáforas, eufemismos y verosimilitudes, 


19 Aunque no esté de más contar con ellas en ciertos entornos —«Y cuando la guerra haya terminado, algún día, los 
libros podrán ser escritos de nuevo. La gente será convocada una por una, para que recite lo que sabe, y lo imprimire- 
mos hasta que llegue otra Era de Oscuridad, en la que, quizá, debamos repetir toda la operación» (cfr. Farenheit 451, de 
Ray BRADBURY) —; en la misma ronda nos encontramos con los Libros Humanos (https://humanlibrary.org/meet-our- 
human-books/) de la Human Library Organisation (HLO) (https://humanlibrary.org/) —las Bibliotecas Humanas son acae- 
cimientos interactivos que brindan la oportunidad de conocer a alguien que de otra manera nunca habríamos conocido, 
seguramente debido a su origen o entorno; somos quienes «leemos», tomando «prestada» una persona con experiencia 
en prejuicios, estereotipos y discriminación, un «libro humano» cuya historia escucharemos, a quien preguntaremos, con 
quien conversaremos y contrastaremos nuestras propias ideas, experiencia y puntos de vista, propiciándose la génesis 
de una revisión de lo particular, depurada, sintética, asequible y atractiva, pudiéndose sacar a la luz, divulgarse, para que 
fructifique, lo académico en lo social, y viceversa, pura CTS—. 

22 ¿Qué uso de razón prefiere la ambivalencia? 

2 Cfr. v. gr. RUBIALES [12] y SIERRA FRANCO [13] (pp. 498s.). 
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de simplificaciones espurias y distorsiones genuinas, que afloran por doquier y salen a luz cuando 
se desarrebozan sus entramados subrepticios; las falacias, sofismas y paralogismos constituyen otra 
de tantas cuestiones sobre las que todas las personas deberíamos estar alerta —mayormente por si 
también nosotras mismas incurrimos en estas mentiras sin impostura alguna y para que subsiga el 
ejercitarnos en la frustación de la reincidencia—. Por Dios, que sin dialéctica no hay progreso cien- 
tífico?. 


Pero tampoco se salvan de ellas los acaecimientos presentes y pasados, la historia ?. 


La práctica de la construcción, reconstrucción, ratificación y corroboración de argumentos se postulan 
como piezas claves para el análisis lógico de los mismos, para su formalización y resolución —ya con- 
validación, ya invalidación—, y, por ende, en beneficio de nuestra pericia en la comprensión y análisis 


crítico de textos, discursos y relatos. Cual alegato de la memoria, la escritura y la retórica. 


Ni existe una única lógica, ni una es mejor que otra. El desarrollo de unas y otras quizás avance por 
modas y tanto aquél como su finalidad dependen de entornos y tendencias. Cada concepción de la 
lógica, cada cimentación, conduce analíticamente a sus propias conclusiones y soluciones. A pesar 
de no ser más que meras colecciones de herramientas, desde la perspectiva humana, o sea, aparente- 
mente, el pensamiento sistemático que suponen favorece sin duda el desarrollo de las humanidades, 
la ciencia, la tecnología y la sociedad. 


Haciendo mochila con la lógica, a su arrullo, iniciamos la andadura del resto de capítulos con 
paso firme por el camino del rigor en el lenguaje lógico-matemático. Es opinión de quien escribe que 
deberíamos prestar atención en todo momento a realizar la traducción de éste a nuestra lengua ma- 
terna y cómo hacer la traducción inversa, desde nuestra lengua materna al lenguaje lógico-matemático 
—cuidado en ambos sentidos, humanamente traducir demanda comprender— y que deberíamos ejer- 
citarnos constantemente en ello porque tener la capacidad de traducir en ambos sentidos y conver- 
tirnos en ambilingites es menester insoslayable para pensar y hablar las matemáticas y para ser cons- 
cientes no sólo de lo que aprendemos sino también de cómo lo aprendemos, porque, en definitiva, es 
un requisito ineludible para comprender, componer y extender las matemáticas. 


Si bien el talento está presente en la metodología, en la planificación, ejecución y verificación del 
qué y del cómo, en mucha mayor medida lo está el esfuerzo, el instinto, la emoción, el alma. Además, 
lo que del primero se sufre, lo segundo lo calma. 


Y el error, adversidad a la vez que dicha. Jean Pierre ASTOLFI [16] considera éste un medio pa- 
ra enseñar; Elena SANZ [17] destaca cómo diversos estudios parecen indicar que impulsa un apren- 
dizaje imposible sin él; más allá aún, pienso en él como un engranaje clave para la enseñanza y el 
(autoJaprendizaje (auto)correctivo; hemos de hacer hincapié en ellos, pues tras el error, mediante la 


retroalimentación, se aprende de él y, particularmente, a cómo evitarlo en el futuro, redescubriéndo- 


22Cfr. v, gr. RESCHER [14]. 
23 Cfr. v. gr. TARÍN ALONSO [15]. 
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nos, reiventándonos, adaptándonos, resurgiendo; estoy convencido de que el error puede promover 


la indagación, la creación, el perfeccionamiento. 
Error, porque el fracaso, la derrota, no existe. O lo logras, o aprendes, no más. 


Entremedias y entretejida, la práctica, o mejor, el apego a ella, con empeño, sin límites. Las acti- 
vidades, en su mayoría ejemplos, ejercicios y problemas, desde instrumentales a mayor complejidad, 
forman parte del acervo popular de entrenamiento matemático, recogidos en varios textos, a alguno 


de los cuales, siempre que me ha sido posible, he hecho referencia”, 


Dicho lo cual, así como por otra parte y en cualquier caso, los esquemas de resolución que propor- 
ciono lo son a modo de sugerencia de respuestas, sin ánimo de pronunciamiento docto ni concluyente 
alguno. Quedaré muy agradecido a aquellas personas que me hagan saber de errores que detecten en 
ellos o en el resto de las NIC. 


Tengo la seguridad de que ninguna persona sensata y mucho menos cabal piensa que pudiese 
dominar una materia científica sólo asistiendo a clases y leyendo libros de textos, artículos o ensayos. 
Dedicar tiempo a la práctica es imprescindible. Únicamente con la práctica adquirimos una correcta 
percepción de lo factible en cada situación. Con la práctica repetitiva, para afianzar lo aprendido. Con 
la práctica reflexiva, conociendo el porqué va a fracasar o triunfar una estrategia determinada en una 
realidad concreta.” 


La práctica y su análisis son esenciales para acrecentar nuestro conocimiento y engrosar nues- 
tra memoria, para superar los juicios que nos limitan y multiplicar nuestra motivación a través de 
la manifestación de lo tangible, contribuyendo a la inevitabilidad de nuestro éxito. Cuando practi- 
camos, tenemos en mente un objetivo claro, aunque sea el simple hecho de encontrar la solución, la 
respuesta a lo cuestionado. 


Lo cual, sin duda, demanda una pausa que permita una pequeña exploración. 


Una exploración de la información presente y del conocimiento del pasado. Porque con la prácti- 
ca, resolveremos cuestiones nuevas mediante su identificación a través del conocimiento con mode- 
los matemáticos y esquemas algorítmicos conocidos en virtud de la memoria, modelos y esquemas, a 
modo de bases —prototipos—, estudiados y memorizados, aún quizás esto último sin ser conscien- 


tes de ello. 


24 He hecho los imposibles para asegurar no haber infringido derechos de autoría de terceros al publicar estas activida- 
des, ya de hecho en la memoria colectiva matemática. Agradezco cualquier información que pudiese ayudarme a hacer 
un reconocimiento de autoría correcto. Nada más conocerla, la publicaré apropiadamente. 

25 «Una vez que hayas asimilado lo que aquí te he escrito, podrás resolver infinitud de problemas que yo no te he 
planteado en mi escrito, ya que te habré proporcionado una vía para solucionar la mayoría de tales problemas al haberte 
descrito un ejemplo de cada especie» (DIOFANTO, Aritméticas, IV, Introducción; vía HOULOU-GARCIA [18]). 
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Sin embargo, hemos de tener cuidado, si bien el conocimiento media en la identificación, tam- 
bién lo hace la intuición. Razonar y formar, comparativamente, por analogía, es intuitivo y, por tanto, 
arriesgado”, 


Decálogo: 


O.”, cierto es que no solemos aprender en fecha fija, sino cuando lo necesitamos para resolver un 
problema o gestionar una situación, sin embargo, creo que el siguiente decálogo puede sernos 


de ayuda; 
1.2, estudiemos la ruta para saber lo que hay que hacer, hagámonos con toda la información posible; 


2.2, planifiquemos la marcha —la ruta es larga—, horas inicial y final diarias, teniendo en cuenta 
descansos e imprevistos; 


3.”, seamos previsores, recordemos cómo nos ha ido en jornadas anteriores para hacernos una idea 


del esfuerzo que supone una sesión de estudio; 


4., equipémonos, adaptemos la cantidad de recursos y materiales de estudio —apuntes, libros, 
multimedia, etc. (nuestra caja de herramientas)— según la duración estimada y la previsión rea- 
lizada; 


5.2, «calentemos», empecemos repasando lo estudiado en días anteriores; 


6., comencemos con poca bibliografía, por ejemplo los apuntes, después, según la intensidad del 


estudio, incorporaremos más capas bibliográficas; 


7.2, sigamos un ritmo, comencemos con un vistazo general, lentamente para aumentar progresiva- 


mente el ritmo, evitando los cambios bruscos, hasta alcanzar una cadencia constante; 


8.2, descansemos regularmente, sobre todo si el horario de estudio para ese día es extenso (examen 


cercano, por ejemplo); 


9.2, elijamos una técnica adecuada, cuanto más difícil el contenido, más despacio, no saltemos ni 


demos por hecho nada, y 
10.%, adaptémonos, seamos flexibles ante cambios o situaciones inesperadas. 


Porque, la matemática es una actividad, —insistamos—de planificación, traza y recorrido de un 


camino personal, y esto requiere un aprendizaje no rutinario, consciente, crítico y reflexivo, cuestio- 


26 «La intuición es la inteligencia del inconsciente» (Carl Gustav Juna). En mi caso, la considero esencial para po- 
der andar nuevos caminos, y recomiendo atenderla. No sé si en relación, pero me viene a la memoria George DANTZIG 
y su resolución de aquella pareja de problemas abiertos que él confundió con tareas de clase (vid. v. gr. https://es.wiki- 
pedia.org/wiki/George_Dantzig), anécdota que inspiró la película El indomable Will Hunting (vid. v. gr. https://www.xa- 
taka.com/investigacion/el-indomable-george-dantzig-y-la-verdad-que-esconden-las-leyendas-urbanas), y a mí la pro- 
puesta de las cuestiones A.1 y A.2 (pp. 1265 y 1265, respectivamente, de esta edición) en los exámenes p.h.e.c. en el año del 
confinamiento por covid. 
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nando los presupuestos, discutiendo los argumentos, cometiendo errores, teniendo dudas perma- 


nentemente, y creando nuevos escenarios reales o posibles y mundos imaginarios. 


No existe mejor estímulo que disfrutar de la esencia de lo aprendido para luchar por su con- 
servación, sean las ciencias, en particular, la matemática, las humanidades —tan denostadas por la 
clase política, pero fundamentales para este pensamiento crítico demandado—, en particular, la f1- 
losofía, o la propia naturaleza. Somos conscientes de esto: quien se queda en la superficie jamás será 


partícipe de los tesoros ocultos en las profundidades. 


Y no olvidemos que debemos asentar nuestro aprendizaje, hemos de encontrar una estrategia de 


documentación y registro en previsión de futuras ocasiones en las que necesitemos lo aprendido. 


Demostración de una cuestión 
Para demostrar una cuestión, sean éstas o cualquier otra, en general, debiésemos: 
I. analizar la cuestión, esto es, estudiémosla hasta obtener una idea clara y concisa, 
es decir, que con nuestras propias palabras sepamos explicarla y sepamos qué 
teoría lógico-matemática vamos a necesitar para su resolución; 
II. diseñar la resolución, esto es, indiquemos los pasos a seguir para resolverla; 
III. codificar la resolución, esto es, a medida que desarrollamos los pasos que hemos 
determinado, utilicemos correctamente el lenguaje lógico-matemático; 
IV. interpretar la solución obtenida y evaluar su consistencia con el enunciado y la 
solución perseguida; 
V. documentar la resolución de manera que pueda ser entendida por parte de otra 
persona, incuida por la nuestra pasado un tiempo; 


VI. hacer la demostración por diferentes vías, estrategias, métodos, técnicas. 


Los problemas que desaparecen por sí mismos vuelven por sí mismos. 


(Paul DICKSON (1980), The Official Explanations). 
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lvi 


Leamos, estudiemos, preguntemos, 
profundicemos, contrastemos, reflexionemos, 
debatamos, entrenemos, enseñemos, 
hilvanemos, interioricemos, 

que brote nuestra curiosidad insaciable, 
resolvamos ejercicios, 

reescribamos demostraciones y ejemplos, 
busquemos éstos, negativos y positivos, 
tratemos de explicarlos 

en términos de conceptos fundamentales, 
y también de descubrir 


nuevas formas de demostrar lo propuesto, 


¿Para qué llamar caminos 
a los surcos del azar?... 
Todo el que camina anda, 


como Jesús, sobre el mar. 


tranquilidad, 

no todo se comprende de primeras, 

releamos, repensemos, 

papel, lápiz y paciencia, 

así, y sólo así, 

podremos finalmente enfrentarnos 

a la resolución de nuevas situaciones, 

y «robar»”” la matemática. 

No prosigamos hasta ser conscientes y firmes. 
Impidamos la entrada a la procrastinación y al 
abotargamiento. 


(Antonio MACHADO , Campos de Castilla, Proverbios y Cantares, ID). 


27 Me refiero a la aplicación de la matemática en la vida ordinaria; la metáfora es de Raúl IBÁÑEZ TORRES [19]. 
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La historia enseña 

que la desigualdad social proviene 

de la desigualdad cultural 

y ésta de la desigualdad en la educación. 


Una sociedad desinformada 

y, en particular, científicamente ignorante 

(el ideal de algunas personas ocupantes de la política), 
es incapaz de intervenir conscientemente 

en la toma de decisiones de calado 

y de discriminar entre lo seudocientífico 


y la verdadera ciencia. 


Compartamos conocimiento 
con las menos trabas posibles, 


o sin ninguna. 


Compartamos conocimiento 

colaborando en su construcción, 

sin atesorar lo que sabemos, 

y no sólo en los quehaceres discente y docente 

ni únicamente en lo que se refiera a unos saberes concretos, 


sino en todo y siempre. 
Esto debería enseñarse desde la infancia”*. 


Promovamos el valor de colaborar, cooperar y compartir, 
mas sin esperar recompensa alguna. 

Fomentémoslo incluso en los exámenes, 

cuyo valor formativo alcanzaría todo su esplendor. 


El conocimiento libre, abierto y gratuito 
es un pilar fundamental para combatir 
la propagación de la ignorancia, 

el oscurantismo 

y la estulticia 

en la sociedad. 


Cambiemos la realidad social. 


28 «Educar desde la raíz para cambiar el mundo. Educar es urgente y lo tenemos que hacer hoy para garantizar un 
mañana que no deje a nadie atrás. Porque el mundo tiene mucho que sanar, pero sobre todo mucho que aprender» (Educo, 


https: //www.educo.org/). 
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¡Ojalá vinieseis todos henchidos de frescura, sin la huella que os han dejado quince o veinte 
exámenes, y trayendo a estos claustros no ansia de notas sino sed de verdad y anhelo de saber para 
la vida, y con ellos aire de la plaza, del campo, del pueblo, de la gran escuela de la vida espontánea 
y libre!» 

(Miguel de UNAMUNO Y JUGO , Discurso leído en la solemne apertura del curso académico de 
1900 a 1901 en la Universidad de Salamanca (ordenado y dispuesto para la imprenta por Adolfo 
Sotelo Vázquez), Analecta Malacitana, Vol. XXI, 1998, pp. 257-272: 


http://www.anmal.uma.es/Numero9/Discurso_ Unamuno_I1.htm). 
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El programa docente perfecto 


¿Existe el programa docente cerrado perfecto? No. Se trata de una realidad variable que 
alumnado y profesorado descubre y ajusta en el día a día, aprendiendo y enseñando, aportándose 
mutuamente experiencia y conocimiento, tratando de realizar un trabajo realista, huyendo de 
especulaciones alejadas de la realidad y del conformismo y fatalismo que supondría la renuncia 
a mejorar lo existente. En sí, un programa docente no deja de ser una panoplia de ideas fundadas 
y buenas intenciones cuya realización está sujeta a la lealtad en el ejercicio y a la interpretación 
recta del, aún inédito, código de práctica ética. 


Con todo esto en mente, recomiendo el desarrollo dinámico de la materia, a partir de una 
programación inicial, dúctil y abierta, no limitada por nada predeterminado, como debe ser pa- 
ra poder ser utilizada de manera flexible y creativa, permitiendo así a quienes la enseñen adap- 
tarla para cumplir los objetivos del proceso de enseñanza (dinámico en su esencia) —teniendo 
presente no sólo su labor docente sino también su obligación de estudiar, investigar y transferir 
conocimiento a la sociedad—, una enseñanza basada en la evidencia, adaptada al ritmo al que 
quienes aprenden descubren y examinan ideas de manera autónoma, de forma que, de acuerdo 
a sus intereses particulares, puedan relacionar significativamente entre sí los diferentes con- 
ceptos estudiados con nuevos conocimientos encontrados, nuevas habilidades adquiridas o en 


desarrollo y nuevos caminos de exploración, surgidos de la práctica y experiencia. 


No a las zonas de confort ni a las impuestas externamente. Trabajar libremente, y en los már- 
genes, cuanto más si limitan, es esencial para que éstos no se contraigan sino que se expandan. 


Esto permite y contribuye al autodescubrimiento, al crecimiento y al avance. 


Que sí, que la ciencia y el conocimiento, en general, ni se busca ni se descubre ni se encuen- 


tra, se construye con voluntad y compromiso, en libertad.” 


29 Cfr. v. gr. LEÓN ROJas [20], [21], [22], [23], y las obras que refieren éstas. 
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Prefacio 1: del lenguaje lógico-matemático 


Verba volant, scripta manent. 


(Cayo TITO). 


Donde advertimos del uso de variantes del lenguaje lógico-matemático. 


Estoy convencido de que en todo fenómeno empírico subyace un modelo lógico-matemático que 
permite su descripción y su interpretación humanística y científica. Que esto ocurra en toda concep- 
ción abstracta, aún es tema de discusión. 


En cualquier caso, lo que parece indudable es que tanto para proponer tal modelo como para 
entender, hacer y comunicar matemáticas es necesario conocer el lenguaje lógico-matemático. Éste 


se manifiesta al menos en tres grados principales que incluso podríamos llamar variantes: 


o.*, una puramente sintáctica, un juego de signos y símbolos, dado un contexto y unas reglas de 
juego determinados, con diferentes grados de rigor, a veces usando abreviaturas para facilitar 
dicho juego sintáctico; por ejemplo, las tres expresiones 


(19) Vy zx y)A (uz) => (VE (Fy «e Fz))), 
= (1)Wy 2 y) A (x,2) > y=2), 
(1) y)), 

son (meta)lógicamente equivalentes; 


1.*, una en la que incluimos una interpretación concreta del contexto, en este caso nuestro conoci- 


miento de X, Y, Ry F y de su naturaleza, por ejemplo, las mismas expresiones anteriores: 


= (VWxeXCU)WVy,z € Y CU) 
(xy) EREXxV)A((x,7) ERCXxY) > ((VF € Pred) (Fy e Fz))), 


= (VWxeEXCU)Vy,z € Y CU) 
((x y) EREXxV)A((x 7) ERCXxY)>y=2), 


= (VWxEXCU(ly E YEUM((x y) ERCEXxY); 


2.*, una más natural, más próxima a nuestra lengua ordinaria, también en diferentes grados, por 
ejemplo, la última expresión anterior: 


02024, prof. dr. Juan Miguel León ROJAs; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


lxi Prefacio 1: del lenguaje lógico-matemático 


=  paracualquierx € X existe como mucho un y € Y tal que (x, y) € R; 
= paracualquier x de X existe como mucho un y en Y tal que x está relacionado con y por R; 


= paracualquier elemento x del conjunto de nombre X existe como mucho un elemento y en 


el conjunto de nombre Y tal que x está relacionado con y por la relación diádica de nombre 
R; 


= dado un referencial de nombre 14, para cualquier elemento x del conjunto de nombre X 
(que, como sabemos, es un subconjunto del referencial de nombre 11) existe un único ele- 
mento y en el conjunto de nombre Y (que, como sabemos, es un subconjunto del referencial 
de nombre 11) tal que x está relacionado con y por la relación diádica de nombre R (que, 


como sabemos, es un subconjunto del producto cartesiano de los conjuntos de nombre X 
e Y). 


En nuestro estudio emplearemos las tres variantes, en sus diferentes grados, dependiendo del 


contexto. 


Resta advertir que en estas notas, siempre que no se trate de lenguaje lógico-matemático y dado 
el significado concreto en dicho lenguaje de determinadas palabras y expresiones, nos referimos a 


un agregado de objetos como una colección de entidades: 


=  colecciónenvez de acervo, agregación, agregado, agrupación, clase, conglomerado, conjunto, cú- 


mulo, familia, grupo, montón, pluralidad, reunión; 


= entidad, por englobar a colectividades, en vez de elemento, ente, individuo, objeto, unidad. 
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Prefacio II: de la definición 


Como es el pan será la sopa. 
(Refrán). 


Donde se intenta aclarar el concepto de definición, sus componentes, tipos y 


utilización. 


El concepto de definición, entendida como la totalidad de atributos que caracterizan una co- 
lección determinada de entidades, tiene su origen en ARISTÓTELES. En toda definición se distingue 
entre lo definido (definiendum) y la expresión que lo define, el definiente (definiens). Los términos de- 
finientes, como delimitadores y, por tanto, determinadores, ya sea con funcionalidad de explicación 
(definición explicativa o analítica) o de conveniencia (definición regulativa o sintética), en cualquier caso 
deben ser inequívocos y preexistentes a la definición, bien porque hayan sido definidos ellos mismos 
con anterioridad por otros definientes, bien por haber sido admitidos como primitivas del sistema. 
Además, la definición debe ser consistente internamente, en sí misma, y con el sistema donde se 


realiza. 


En una definición explicativa, caso particular de explicación, el definiendum se corresponde con 
el explanandum, el objeto de la explicación, y el definiens con el explanans, lo aducido a título de ex- 
plicación. Por ejemplo, la explicación de explanandum 4 + 1 = 6 y explanans +1 denota a la función 
«siguiente entidad en el orden» y se trabaja en el conjunto de los números naturales pares no negati- 
vos ordenados por el orden habitual (o, 2,4, 6,8,...). 


En el lenguaje lógico-matemático, es frecuente el uso de definiciones regulativas para introducir 
abreviaturas o signos que designen conceptos o palabras o complejos de signos mayores; en este caso, 
lo definiente (el definiens) es lo que hay que abreviar y lo definido (el definiendum), lo ya abreviado. Se 
distinguen dos tipos de definiciones regulativas, las explícitas y las implícitas. 


En una definición explícita, definido y definiente están claramente separados por un signo espe- 
cial, metalingúístico, un definidor o igualador semiótico. Si notamos D al definiendum y d al definiens, 
en los textos aparece 


D=dD£ D=dfd,DDd,D=d,DÉd,D sr d,DEdoD:=d, 
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para expresar explícitamente que D es «igual por definición a» (o simplemente, es) dl, aunque en mu- 
chos encontraremos la simple igualdad D = d como medio de su expresión implícita —una notación 
similar se emplea en el caso de la «equivalencia por definición», D := d, D :S d—. Por nuestra parte 


y por comodidad de quien lee, utilizaremos cuando se requiera: 

= D= d(Dese define como dy”, 

=  D:=d(Desiguala d, pordefinición, esto es, como consecuencia de que D = d), 

= D:<S d(Desequivalente a dl por definición, esto es, como consecuencia de que D = d), 


= D:= d(Dimplica d por definición, esto es, como consecuencia de que D = d). 


Por ejemplo, la derivada de una función f en un punto x, € R, 


f(x) = lím 0) — fo) 
Xx>Xo Xx — Xo 
En una definición implícita, el definiendum y el defimniens, aunque distinguibles, son inseparables. 
Por ejemplo, 


y =logÍx= a =x, 


para la que una definición explícita” podría ser 


log. = 10, UY) =X1k 


Un caso particular de definición implícita, lo constituye la definición inductiva o recursiva. Son de- 
finiciones compuestas. En primer lugar se definen explícitamente uno o más casos y ulteriormente 
se definen casos posteriores supuesto conocidas las definiciones explícitas primeras o anteriores. Por 


ejemplo, la función potencia, Va € RÁ [0f, Vn E N, 


1 sin=0, 


n 
a 
n—1 


ara sin>o, 


en la que apreciamos que primero se define explícitamente la potencia O, esto es, 


as 


, 


y después, para n > o, suponiendo que ya ha sido definida la potencia n — 1, se define la potencia n 
explícitamente a partir de la n — 1, osea, 


a” ara. 


30 Paul LORENZEN, Einfúhrung in die operative Logik und Mathematik [Introducción a la Lógica Operativa y las Matemáticas], 
Springer-Verlag, Berlín, 1955. 

3l La Lógica de primer orden —vid. infra el capítulo 4 (p. 330 de esta edición) — satisface el teorema de definibilidad de 
BETH, esto es, cualquier definición implícita formulada en el lenguaje de la lógica de primer orden, puede formularse en 
forma explícita, y recíprocamente. 
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Frecuentemente, en ausencia de interés metalingúístico, metalógico o metamatemático explí- 
cito”, se relaja la notación anterior y se expresan las definiciones por simples igualdades. Así hemos 
procedido y procederemos. Por ejemplo, la función de pertenencia a un conjunto, tal que así: 


Sea mx : X — [o,1), definida Vx € X pormx(x) =0,six £ Xypormx(x) =1,six € X. 


Aún más, se usa la definición para permitir la introducción de signos nuevos, disminuyendo la 
complejidad notacional; por ejemplo, es frecuente usar «x < y» (o sinónimamente, «x < y») como 
abreviatura de «x < y ox = y», cuestión que queda reflejada al ser escrita la definición del nuevo 
signo: 

Ey =lx<yV(=yy) 


Es viable usar variadamente esta funcionalidad. Así, por ejemplo, es posible expresar con el 
igualador semiótico la formalización lógica de proposiciones auténticas? con variables o funciones pro- 


posicionales; por ejemplo, 


p < Piedra movediza, moho no cobija, 


Px = xes un número primo, 
y también la de constantes, por ejemplo, 
a *=añil, 


si bien, en muchos textos, ya aparece el signo =, ya dos puntos (:), ya nada, como igualador semiótico 


y, a veces, la constante o proposición, entrecomillada. 


En otras ocasiones utilizaremos, bien el signo —> para resaltar la traducción que se realiza desde 
las constantes, variables o funciones proposicionales a las proposiciones auténticas, enunciadas en 
lenguaje ordinario, bien el signo — para resaltar la traducción inversa, desde las proposiciones autén- 
ticas a las constantes, variables o funciones proposicionales?*; por ejemplo, 


MARÍA => a, 
a <— María, 
Ala cama no te irás sin saber una cosa más —> p, 


p =Ala cama no te irás sin saber una cosa más, 


32 Meta-lingúístico/lógico/matemático con el sentido de hablar acerca del lenguaje, de la lógica o de la matemática. 

3 Vid. infra $ 0.4.1 (p. 28 de esta edición). 

3* Las proposiciones auténticas están enunciadas en lenguaje ordinario, en nuestro caso, nuestra lengua materna, 
el español (Lo). Las constantes, variables y funciones proposicionales están formuladas en lenguaje lógico-matemático 
(Lp. La traducción se refiere a ir de los aductos en lenguaje lógico-matemático a nuestra lengua materna (de L1 a Lo; 
por ejemplo, a traducir 3 como «existe») y la traducción inversa a que nuestros eductos en lenguaje lógico-matemático 
correspondan fehacientemente a lo afirmado en nuestra lengua materna (de Lo a L1; por ejemplo, a que si escribimos 3, 
sea porque es la traducción de «existe»). 
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x es un número par > Px, 


Px > xes un número par. 
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Prefacio III: de ciertos preliminares 


Cuando reanudamos la marcha, la noche caía, y como Paco pensara y pusiera por obra que 


“quien caminando lleva priesa, en camino llano tropieza”, ya había cerrado con foscas nubes, 


cuando llegamos a Argamasilla de Alba, donde lo primero y último que vimos, paseando por la 


plaza, fue el triunvirato del médico titular, el bachiller Angel Pereyra (con y) y el licenciado Gómez. 


(Augusto D'HALMAR, La Mancha de Don Quijote. En: Obras escogidas. Editorial Andrés Bello. 


Santiago de Chile, Región Metropolitana de Santiago (CL-RM), Chile, 1970, p. 704). 


Donde proporcionamos un sucinto esquema que contiene algunas notaciones, ideas 


yenunciaciones iniciales de las que aparecen en estas notas. De la O a la 6 se estudian 


por extenso en la parte dedicada a la cimentación. Nos concedemos la prerrogativa de 


marchar directamente al capítulo cero o al que nos interese en particular o volver aquí 


siempre que lo consideremos necesario, en definitiva, tanto ex ante (desde antes), in 


itinere (en camino) y ex post (desde después). 


A NI 


1  Delosconjuntos, «ingenuamente» ............. 


VD 0 JJ DU au p 


hi 
0) 


Dela TEÍSCIOnóS: e el ed 
Delas funciones y aplicaciones ................ 
Delas estructuras algebraicas . ............... 
Dela caminalidad 0 50 ¿he ra as 
Dela CO mbIRabOna. le dere e ae e a 
Delos alfabetos y lenguajes . . ............... 
Dearboles errado. lbddrsos ias 
Truth Tree, PSelnty SageMath ............... 
Bibllograla y iros ed a 
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So Dela lógica 


Una proposición p, q,r,..., es una oración declarativa de la que puede afirmarse sin lugar 
a dudas que es verdadera o falsa?” pero no ambas cosas a la vez. La negación de p (no p; =p) es la 
proposición que es verdadera si p es falsa y, recíprocamente, falsa si p es verdadera, en otras palabras, 
p es verdadera si, y sólo si, no p es falsa. La conjunción de p y q (py q oambas; pA q) es verdadera si, 
y sólo si, lo son p y q. Decimos que p [implicación]implica q es verdadera (si p, entonces q; p => Q) 
si, y sólo si, q es verdadera siempre que lo sea p; decimos, entonces, que pes condición suficiente 
para q y que q es condición necesaria para p. Decimos que p y q son equivalentes (p si, y sólo 


si, q; p > q)si, y sólo si, p implica q y q implica p. 


Enmarcadas en un universo de entidades x, y, z,...:0.”, la expresión Vxp(x) significa que para 
todo x se satisface la propiedad p (se trata del cuantor universal W);1.%, la expresión Jxp(x) signi- 
fica que la propiedad p es satisfecha por al menos una x (se trata del cuantor existencial 3),y2.", 
la expresión 3!xp(x) significa que la propiedad p es satisfecha por una única entidad x (se trata del 
cuantor de existencia única J!). Hemos de tener cuidado con el anidamiento cuantorial y 
con las variables alcanzadas por cada cuantor; en general, Vx3yp(x, Y), Vy3xp(x, Y), IXVyp(x, Y) 


y IyVxp(x, y) no son equivalentes. 


$1 Delos conjuntos, «ingenuamente» 


Como noción primitiva entendemos por conjunto un agregado, una totalidad (vacía, finita o 
infinita) de entidades. Es claramente una definición vaga y, por tanto, no correcta, pero suficien- 
te para comenzar nuestro trabajo. Algo más precisa es la definición de CANTOR, un conjunto es la 
reunión en un todo de determinadas entidades bien definidas y diferenciables las unas de las otras. 
Decimos de cualquiera de ellas que es un elemento (o sinónimamente, miembro) del conjunto y que 
está O pertenece a él. En la teoría «ingenua» de conjuntos, éstos suelen notarse con letras mayús- 
culas del alfabeto y sus elementos con minúsculas. En estas notas comenzaremos designándolos con 
minúsculas, aunque a partir de un cierto momento los notaremos con mayúsculas. Hemos de estar 


centrados y pendientes del contexto. 


La afirmación x € y, escrita en lenguaje lógico-matemático, representa la afirmación «x es un 
elemento de y» (o sinónimamente, «y contiene a x»). Escribiremos la negación dex € y porx É y. 
Mediante «x C y» entenderemos que todo elemento de x lo es también de y (y diremos que x está 
incluido en y o que x es un subconjunto de 4) (o sinónimamente, que y incluye a x o que y es un 


35 En el fondo, si bien con matices particulares de uso, se trata de una afirmación, afirmativa, aserción, aserto, aseve- 
ración, atestiguación, atestiguamiento, declaración, deposición, enunciación, manifestación, testimonio, testificación, 
sentencia. Además debe tener una formulación correcta (esto es, debe estar enunciada en términos claros y precisos). 
Por otro lado, puede estar acompañada por una confirmación (aducción de pruebas) o incluso por una demostración 
(argumentación que hace patente e indiscutible la verdad de la proposición). 
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superconjunto de x,eindependientemente usar la notación explícita«y > x» para ello). Notaremos 
que dos entidades u y v son iguales por u = v y que son distintas por u + v. Diremos así que dos 
conjuntos son iguales, x = y si, y sólo si, x € yyy C x, esto es, precisamente si x e y tienen los 
mismos elementos (x € y: todo elemento de x lo es de y; y C x: todo elemento de y lo es de x). 
Decimos que un conjunto x es un subconjunto propio de un conjunto y y se escribimos x C y (o 
xXGyYyoxEyox = y), precisamente six EC yyx+F y. 


Definimos nuevos conjuntos. Dado un conjunto x, su conjunto potencia, que notamos P(x) 
(o sinónimamente, 2*), es el conjunto de todos los subconjuntos de x. La intersección de xe y, que 
notamos x N y, es el conjunto de todas las entidades que son elementos de x e y a la vez. La unión 
de x e y, que notamos x U y, como el conjunto de todos los elementos de x o de y o de ambos. El 
complemento relativo L,(y) es el conjunto de elementos de x que no son de y. En cada situación 
concreta puede definirse un conjunto universal 4l como el conjunto de todas las entidades que 
intervienen en la situación. El complemento de un conjunto x es el conjunto de entidades que no son 
elementos de x, esto es, Cy(x), aunque lo notamos simplemente por x'. El conjunto diferencia 
de x e y, que notamos x 1 y (o x — y), es el conjunto de entidades que son elementos de x y no lo 
son de y, esto es, el conjunto x N y”. Postulamos la existencia del conjunto vacío f, un conjunto sin 
elementos. SixMy = M, decimos que xe y son conjuntos disjuntos. Destacan varias propiedades, 
entre otras: x NM x = x (en particular, x N V0=0D,xUx= x (en particular, x U VB=x),xN y=ynx, 
Uy =yUX AG Mz =xX UGAZ) (UG UZ=UGUAAMN(GUz)=(x09) UNE) 
xU(ynz)=(xUy)N(xUz)xYx=B, 18 =x,8 x =8, 0% = 41, 4 =84, (xn y) =xPu yl, 
Uy =xPn yl, (A = x. 


$2 Delas relaciones 


Un conjunto [x, y), conx + y, también se denomina par no ordenado. Adoptamos la defini- 
ción de KURATOWSKI de par ordenado (x, y) = (1x3, fx, y). Llamamos producto cartesiano 
de Xe Y yse nota X x Y al conjunto de todos los pares ordenados (x, y) tales quex € Xe y € Y. 
SiX = Y, X x Y lo notamos X?. Observemos que six + y, entonces (x,y) = ([y,x) pe- 
ro (x,y) € (y,x). Six = y, se tienen, respectivamente, el conjunto unitario [x) y la tupla 
unitaria (o sinónimamente, tupla monádica) (x). Dos pares ordenados son iguales si, y sólo si, 
son iguales elemento ordenado a elemento ordenado, esto es, (x, y) = (U,V) S<Xx=UNAyY = v. 
Extendemos el concepto de par ordenado como caso particular de tupla**; en particular, hablaremos 
de tupla enádica (o sinónimamente, enetupla o n-tupla)” (xo, X1, .. . , Xn—1), Satisfaciéndose que 
Mais a) = WU Una) >= Ya = Un + a E UY» Llamamos producto 


cartesiano de Xo, Xi, .. ., Xn-2 y Xn-1 y notamos Xy x XX... x X,-, al conjunto de todas las enetu- 


36 Entendemos por tupla una hilera ordenada de entidades (cfr. v. gr. https://www.rae.es/dpd/tupla). 

37 Evitamos usar «nupla» ya que en ciertos lenguajes de programación este término indica una tupla cuyos elementos 
son accesibles por nombre en vez, o además, de por índice. Sí usaremos tupla kádica, o simplemente, katupla, en vez 
de k-tupla, y tupla emádica, o simplemente, emetupla, en vez de m-tupla. 
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plas <a) TEQUES E o E A E Mr LAS E a A 


Xo XXX... Xx AG, lo notamos X”. 


Una relación enádica (o sinónimamente, relación n-ádica, relación enaria, 
relación n-aria o relación poliádica de n argumentos) es un subconjunto de enetuplas 
de un producto cartesiano X. x XX... Xx Xp. Sin = 2la llamamos relación diádica (o si- 
nónimamente, relación binaria) (esto es, es un subconjunto de pares ordenados de un producto 


cartesiano de dos conjuntos). Si X, = X; sad Xn1 = X, la llamamos relación enádica en X y 


para el caso n = 2 la llamamos relación diádica en X (es decir, no es más que un subconjunto de pares 
ordenados de X?) y para el caso n = 1, propiedad del conjunto X (o sea, es un subconjunto de X). 


Sean / y A dos conjuntos; una familia de elementos de A con conjunto de índices | es 
una relación funcional de l en A con dominio /. Es habitual representar dicha relación funcio- 
nal por (a;);., Dado un conjunto /, una familia de conjuntos con conjunto de índices | es una 
relación funcional con dominio /. Dado un conjunto A y un conjunto / + M, llamamos familia de 
subconjuntos de A con conjunto de índices / a toda relación funcional de / en 2? con dominio /. Co- 
mo para el caso de elementos se usan paréntesis, así es habitual representar esta relación funcional 


por (4;);¡., (observemos su vista como sucesión indizada). 


Destacamos el hecho de que una relación pueda ser: una relación de equivalencia (reflexi- 
va, simétrica y transitiva), una relación de tolerancia (reflexiva y simétrica), una relación de 
orden parcial (reflexiva, antisimétrica y transitiva) y una relación de preferencia (reflexiva y 


transitiva). 


$3 Delas funciones y aplicaciones 


A una relación diádica cualquiera £ € X x Y también la llamamos correspondencia de X 
en Y (o sinónimamente, en X de valor o valorada en Y). Decimos que f es una relación funcional 
precisamente si es tal que para cualquier x € X existe como mucho un y € Y talque(x, y) € f,esto 
es, (Vx € X)(VWy,z € V(x,y) EFNA(x,Z) Ef > y =2).Aunarelación funcional también se la 
conoce como función parcial de X en Y. En este ámbito, en vez de escribir f EC Xx Y y(x, y) € f, 
escribimos f: X —> Y y f(x) = y, respectivamente. Así destacamos la posible dependencia de y 
(la variable dependiente) de x (la variable independiente). De una relación funcional tal que 


dom f = X (todo el conjunto origen) decimos que es una función total o aplicación de X en Y. 


Dados X, Y, V, W conjuntos, con Y € V,yf : X — Y yg : V —> W funciones tales que 
im(f) C€ dom(g), la composición yg of : X — W,x +— (g o f)(x) = g(f(x)) es una función: la 


función compuesta de f y q. 
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$ 4 Delas estructuras algebraicas 


$ 4.0 Leyes de composición 


Sean tres conjuntos no vacíos X, Y, Z. Una ley de composición es una aplicación de X x Y 
en Z,(x,y) — z = f(x, y) (los elementos x e y se componen dando lugar a otro elemento 2). 
Llamamos ley de composición interna (l.c.i.) u operación en X (o entre los elementos de X) a 
toda aplicación x de X x Xen X, (x, y) — x x y, llamando a x x y la composición de x con y (el 
resultado de operar x con y). Lamamos ley de composición externa (l.c.e.)en Xatoda aplicación 
f:SxX — X,(a,x) — f(a,x), siendo habitual notar f(a, x) simplemente por ax (suele 


denominarse conjunto de escalares a S). 


Dada la 1.c.i. * en X, decimos que: O.*, * satisface la propiedad conmutativa (o, simplemen- 
te, que es conmutativa) en X si, y sólo si, (Vx, y € X) (xx y = y x x);1.2, * satisface la propiedad 
asociativa en X si, y sólo si, (Vx, y,z E X)((xx*y)*z=xx(yx*Zz)); 2., X tiene elemento 
neutro respecto de * si, y sólo si, (Je € X)(Vx E X)(exx = x*.e = x) (de existir el neu- 
tro, es Único); 3.?, existe el elemento simétrico dex € X en X respecto de x si, y sólo si, + tie- 
ne elemento neutro e en X y (Ax” € Xx" *x = xxx! = e) (decimos que x' es el simé- 
trico de x en X) (si x es asociativa en X, de existir el simétrico de un elemento, es único), y 4.*, 
decimos que x € X es un elemento simplificable en X respecto de x si, y sólo si, (Vy,z € 
X)(xx*xy=xx*z>y=Z)A(y*x=zxx > y=2)) (si x tiene simétrico en X, entonces es 


simplificable en X). 


Dadas dos l.c.i. * y o en X, decimos que x satisface la propiedad distributiva respecto de o 


en X si, y sólo si, (Wx,y,z E X) (x* (y 0z) =(xx* y) o (xx z)). 


El conceptovisto del.c.i.uoperación diádica(osinónimamente, operación diargumental), 
actuando sobre dos elementos, puede extenderse al caso general de n elementos. Una l.c.i. u 
operación enádica (o sinónimamente, operación n-ádica, operación enaria, operación 
n-aria, operación n-argumental u operación poliádica con n argumentos) es una aplica- 
ciónf : X” — X (XxX, xX2..1X9) E FX X21 >. 1Xn). Si se define con más de un argumento 
pero no especificamos su número decimos que es una operación poliádica (o sinónimamente, 


operación poliargumental). 


Decimos que un conjunto X + f posee una estructura algebraica si, y sólo si, sobre él 
se define un número finito de leyes de composición, internas o externas. Suele decirse que X es el 


conjunto soporte de la estructura. 
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$ 4.1 Homomorfismos 


Dadas dos estructuras algebraicas (X; x) e (Y; 0), decimos que una aplicación f : X — Y es 
un homomorfismo de (X; x) en (Y; o) si, y sólo si, (Wx, y € X) (Fx x* y) = f(x) o f(y)). Un homo- 
morfismo f se denomina: monomorfismo si, y sólo si, f es inyectiva; epimorfismo si, y sólo si, f es 
sobreyectiva; isomorfismo si, y sólo si, f es biyectiva; endomorfismo si, y sólo si, Xe Y son el mismo 
conjunto y x y o son la misma operación; automorfismo si, y sólo si, f es endomorfismo e isomorfis- 


mo. 


Siendo f un homomorfismo de (X; x) en (Y; 0), llamamos imagen homomorfa de (X; x) a la 
estructura algebraica (f(X); 0). 


$ 4.2 Magma, semigrupo, monoide y grupo 


Estas cuatro son estructuras con una sola 1.c.i. Sean X un conjunto no vacío y * una ley de com- 
posición en X. Decimos que: 0.*%, (X; x) es un magma si, y sólo si, x una l.c.i. en X; 1.2, (Xx) es un 
semigrupo si, y sólo si, * es asociativa en X; 2.%, (X; x) es un monoide si, y sólo si, (X; x) es un se- 
migrupo unitario (esto es, un semigrupo con elemento neutro), y 3.2, (X; x*) es un grupo si, y sólo si, 
(X; x) es un monoide en el que todo elemento tiene simétrico. Con frecuencia se utiliza la letra G 
para los grupos, por ejemplo: «sea (CG; x*) un grupo en el que...». 


En general, una estructura (X; x) tal que x tiene elemento neutro en X, decimos que es una 
estructura unitaria. Aveces se indica en la propia notación utilizando una tripleta (X; x, 1). Una 
estructura (X; x) tal que x* es conmutativa en X, decimos que es una estructura abeliana (o sinó- 
nimamente, estructura conmutativa); así, por ejemplo, podríamos decir: «sea (M; x, 1) un mag- 
ma unitario abeliano tal que...». 


$ 4.3 Anillo, anillo unitario, dominio de integridad y cuerpo 


Estas cuatro son estructuras con dos leyes de composición internas. 


Decimos que la estructura (X; O, 9) es un anillo si, y sólo si, X es un conjunto no vacío y O y 
8 son dos l.c.i. (frecuentemente llamadas adición y multiplicación —o sinónima y respectivamente, 
suma y producto—) tal que se satisface: 0.”, (X; 9) es un grupo abeliano;1.*, (X; 9) es un semigrupo, 
y 2.*, 8 es distributiva respecto de 9. 


Decimos que un anillo (X; 9, 9) esun anillo unitario si, y sólo si, (X; 8) es un monoide. 


Es costumbre relajar la notación utilizando los signos habituales de suma y producto, + y -, 
a la par que o designe el elemento neutro de + (en vez de, digamos, € si siguiésemos utilizando 
O) y 1 el de - (en vez de, digamos, eg si siguiésemos utilizando Y) —a veces se indica en la propia 
notación utilizando una cuaterna (X; +, -, 1) —; por otro lado, es frecuente utilizar las letras A o R 
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(del inglés ring) para el conjunto soporte de un anillo; así, por ejemplo, diríamos: «sea (A; +, -,1) un 


anillo unitario en el que...». 
Un anillo (4; +, -)esunanillo abeliano o conmutativo si, y sólo si, - es conmutativa en A. 


Llamamos anillo íntegro (o sinónimamente, dominio de integridad) a todo anillo unita- 


rio abeliano sin divisores de cero, esto es, tal que (Vx, y € A(x-y =0=>x=0Vy=0). 


Ejemplo o 


(Z; +, +), (Q; +, -), (R; +, -) y (C; +, -) son anillos íntegros. 


Un cuerpo es un anillo unitario (4; +, -) con1 + o en el que (A1 [o]; -) es un grupo (todo ele- 
mento no nulo —distinto del neutro de +— tiene simétrico). Es frecuente utilizar las letras K (del 
alemán kórper) o F (del inglés field) para el conjunto soporte de un cuerpo. Decimos que un cuerpo 
(K;+,-) esun cuerpo abeliano (o sinónimamente, cuerpo conmutativo) si, y sólo si, - es conmu- 


tativa en K. 


Ejemplo 1 


(Q; +, -), (R;+, -) y (C; +, -) son cuerpos conmutativos. 


$ 4.4 Retículo, retículo distributivo, retículo acotado, retículo complementado y 


álgebra de Boole 


Un retículo es un conjunto X provisto de dos operaciones U y M asociativas y conmutativas y 
ambas satisfaciendo las leyes simplificativas: (Vx, y € X) (xU (x M y) = x), de U respecto de Ml, y 
(Vx, y € X) (x MT (xU y) = x), de M respecto de L. Suele utilizarse la letra L (del inglés lattice) para 
el conjunto soporte de un retículo. 


En todo retículo (L;1, M) puede definirse el orden parcial <:x < y SxUy = y (o equiva- 
lentemente, x < y S<x My = Xx). Es por esto por lo que una definición alternativa de retículo es la 
siguiente: un retículo es un conjunto parcialmente ordenado en el que cada dos elementos tienen un 
único supremo y un único infimo. 


Ejemplo 2 
Los números naturales ordenados parcialmente por divisibilidad, donde el supremo es el mí- 


nimo común múltiplo y el ínfimo el máximo común divisor, presentan estructura de retículo. 


Un retículo (L; LU, M)esun retículo distributivo precisamente si se satisfacen (bastaría con 
que se satisficiese una de las dos) las leyes distributivas: (Vx, y, z € L) (xU(yMz) = (xUy)n(xuz)), 
de LU respecto de M, y (Vx, y,z € L) (xM(yUz) = (xM y) U (xM z)), de M respecto de LU. 
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Un retículo (1; LI, M) es un retículo acotado precisamente si existe el elemento neutro de LI, 
o tal que (Vx € L) (oUx = x) (resultando que O es cota inferior para el orden anterior) y el elemento 
neutro de M, 1 tal que (Vx € L) (111 x = x) (resultando que 1 es cota superior para el orden anterior). 


Un retículo acotado (1; LI, M)esun retículo complementado precisamente si se satisfacen las 
leyes de complementación, esto es, (Vx E L) (3x' € L) ((xUx'=1) A(xNM x= 0)). 


Llamamos álgebra de Boole a todo retículo distributivo y complementado. Es frecuente uti- 


lizar la letra B para el conjunto soporte de un álgebra de Boole. 


$5 Dela cardinalidad 


Decimos que dos conjuntos son equinumerosos, notado X Y Y, precisamente si existe una 
aplicación biyectiva entre X e Y. En este caso también decimos que X e Y tienen el mismo (número) 
cardinal, cardinalidad o potencia. Caso de ser X equinumeroso con algún subconjunto de Y pero no 
exista ningún subconjunto de X equinumeroso con Y decimos que el cardinal de X es menor que el 


cardinal de Y. La relación de equinumerosidad es de equivalencia y de orden parcial. 


Decimos que X es un conjunto finito si, y sólo si, es vacío o, equivalentemente, si, y sólo si, 
es equinumeroso con el conjunto [o,1,...,n—1), para algún n € N. Un conjunto infinitoesun 
conjunto que no es finito. Se satisface que un conjunto es infinito si, y sólo si, es equinumeroso con 


alguna parte propia suya. 


Decimos que un conjunto infinito X es un conjunto numerable si N y X son equinumerosos. 
N, Z y Q son numerables. Decimos que el (número) cardinal o potencia de un conjunto numerable 


es No. El cardinal de 22 es 2%. Se satisface que R 2% N y que ¡R = 2%. El cardinal de R (y de 25), 


notado c (que no es otro que 2*), lo llamamos el cardinal del continuo. De cualquier conjunto 


equinumeroso con R (y por tanto, con 2), decimos que su cardinal es c (o sea, 2%) y que tiene la 


potencia del continuo. 


Decimos que un conjunto es contable si es finito o numerable”*. Se satisface que cualquier sub- 
conjunto de un conjunto numerable es contable. 


Una sucesión indizada de elementos de un conjunto X es una aplicación s : / —> X donde 
l es un conjunto preordenado; por lo general, notamos s(i) por s; y llamamos sucesión al rango de 
esta función, esto es, a [S;, S;¡,Sx,...). El conjunto de índices / puede ser infinito o finito. Una 
sucesión (numerable) de elementos de un conjunto X es una aplicación s : N —> X. Una sucesión 
finita de elementos de Xesuna aplicación deVode [o,1,..., n—1)en X que, en definitiva, equivale 


a una tupla enádica. Por esto último, también es habitual notar una sucesión por una tupla infinita 


38 Existen textos en los que los conjuntos que en estas notas llamamos numerables y contables, se denominan infinitos 
numerables y numerables, respectivamente. 
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(So, Si, . . .) —o simple y sinónimamente, por (s¡);>.—y una sucesión finita por una tupla finita, por 


ejemplo, (So, Si, ...,Sn-1)- 


$6 Dela combinatoria 


Estudiadas en la educación secundaria, recordamos aquí las nociones de variación, permuta- 


ción y combinación. 


Una variación de k elementos de un conjunto no vacío X es cualquier aplicación inyectiva de 
[1,2,...,kj en X. Una permutación de los elementos de un conjunto finito X es cualquier aplica- 
ción biyectiva de X en X. Una combinación de k elementos de un conjunto no vacío X es cualquier 


subconjunto de X de k elementos. 


Aprendimos a distinguir ingenuamente entre ellas haciéndonos un par de preguntas. 


combinación permutación 


¿intervienen 
todos los variación 
elementos? 


¿Interviene 
el orden? 


Ejemplo 3 


Dado el conjunto C = (a, b, c], proporcionemos ejemplos de combinación, varia- 


ción y permutación. 


Resolución. Dado el conjunto C = [a, b, cy, ejemplo de combinación de dos elementos 
de C es cualquier subconjunto de C (recordemos, [a, cf = ([c, ay), ejemplo de variación de 
dos elementos de C es cualquier par ordenado de elementos de C (recordemos, (a, c) H+ (c, a)) 
y ejemplo de permutación de los elementos de C es cualquier terna (observemos que una per- 


mutación de los elementos de un conjunto de n elementos es una variación de n elementos de 


dicho conjunto). 
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$7 Delos alfabetos y lenguajes 


Suele definirse un alfabeto como un conjunto finito no vacío >, cuyos elementos son sig- 
nos, frecuentemente llamados letras sujetas a la restricción de que 2 no puede contener letras que 
sean hileras que comienzan con otras letras de 2. Así, permitiríamos X = [a,b,cj, £ = fa, b,caj, 
Y = [a, b, Ab], pero no, por ejemplo, 2 = [a, b, c, ca). 


Dado un alfabeto 2, una palabra (o sinónimamente, cadena) es cualquier hilera finita de le- 
tras de 2, esto es, cualquier sucesión finita de letras de 2 indizada por un conjunto finito ordenado, 
por ejemplo, [o,1,...,n —1).SiX = [a, b, cy, una palabra es (a, b, b,c,c, c, a, a) (indizada por 
[o,1,...,7), esto es, por ejemplo, la letra 0.* es a, la letra 1.*es b,..., la letra 7.*es a). Es habitual no 
explicitar el formato de tupla en las palabras; por ejemplo, la anterior se abrevia abbcccaa. Por ey o 
simplemente e, designamos la palabra vacía (o sinónimamente, nula) (que si es necesario podría 


interpretarse como una sucesión finita indizada por (). 


Un segundo conjunto destacado es el conjunto de todas las palabras que usan exclusiva- 
mente letras de >; este nuevo conjunto lo designamos **. Por ejemplo, si Y = [a,b], ** = 


fe,a,b, ab, ba, aba, abb,baa, bab, abaa,...). 


Es habitual representar las palabras por las letras s, t, y, v, w, x, y, z, o también por letras del 
alfabeto griego. 


Definimos la longitud de una palabra wde 2* y notamos long(w) (o sinónimamente, |wl), 
como el número de letras de 2 en w, contando cada letra que aparezca; le] = O. La longitud de una 
letra de 2 es 1. La longitud de abbcccaa es 8. 


Igual que dos letras se yuxtaponen y forman una palabra, pueden yuxtaponerse dos palabras 


para dar lugar a una nueva. En general, llamamos concatenar palabras a esto. 


Dadas dos palabras u, v € 2*, definimos la concatenación de u, de longitud h y v, de longitud 


k, como la palabra w, de longitud h + k, definida por 


u(i) sio<i<h-1, 


v(i=h) sih<i<h+k-=1. 


No existe una notación estándar para la concatenación de palabras; es habitual expresar la con- 
catenación de u y v sin ningún signo uv, aunque también con alguno, por ejemplo, u + v, u ++ v, 
uT vo ul|v, entre otras formas. Designamos por w! la concatenación de la palabra w consigo misma 


k veces; wo = ey w* = ww", 


Diremos que la concatenación genera compuestos de palabras. 
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Una palabra v es un elemento de un compuesto u (o sinónimamente, una subpalabra de u) 
precisamente si existen dos palabras s y t tales que u = svt, en cuyo caso, si u + v (esto es, si ni 
s ni t son la palabra vacía), decimos que v es un elemento compositivo propio del compuesto u. 
Los elementos s y t se conocen como (sub) (palabra) prefijo y (sub) (palabra) sufijo de u, 
respectivamente. Designamos por v¡x] el prefijo de v de longitud k y por v'“! el sufijo de v de longitud 


k.> 


Ejemplo 4 


Desglosemos el compuesto «correveidile» en español. 


Resolución. Siendo » el alfabeto del idioma español, en la palabra u =«correveidile» pue- 
den considerarse, por ejemplo, el elemento compositivo propio v=«ve», el prefijo p =«corre» y 
el sufijo p =«idile» compuesto a su vez, por ejemplo, por el prefijo «i», el sufijo «le» y el elemento 


compositivo propio «di». 


Se demuestra que (2*; ++) es un monoide (e es el elemento neutro, es decir, satisface que para 


toda u de =*, eu = ue = 4). Dicho monoide no es abeliano si |2| > 2. 
Definida la concatenación, es posible definir la longitud recursivamente: 

O. le] =05 

1. dada wen **, si |w| ha sido definida y x está en 2, entonces |wx| = |w| + 1. 
Un tercer conjunto destacado es el de todas las palabras de longitud k, que notamos »*. 
También es posible definir >* recursivamente: 

O. la palabra vacía está en »*; 

1. siwestáen»*yxestá en 2, entonces wx está en =*. 


Un lenguaje de alfabeto = es cualquier subconjunto de 2*. A X* se le conoce como el 
lenguaje universal de alfabeto *. Por ejemplo, si Z = ([o,1), el lenguaje universal es X* = 
[e, 0, 1, 01, 10, O10, 011, 100, 101, 0100, ...) y ejemplos de lenguajes son (10, 11, 101, 111, 1011, 1100101) 
(un lenguaje finito) y (10, 11, 101, 111, 1011, 1101, 10001, 10011, ...) (un lenguaje infinito), ambos sub- 


conjuntos propios de >*. 


32 En ingeniería de la computación es habitual hablar de cadenas en vez de palabras, por lo que este párrafo podría 
leerse como reza a continuación. Una cadena v es una subcadena de una cadena u precisamente si existen dos cadenas 
s y t tales que u = svt, en cuyo caso, si u + v (esto es, si ni s ni t son la cadena vacía), decimos que v es una subcadena 
propia de la cadena ú. Las subcadenas s y t se conocen como la subcadena prefijo y la subcadena sufijo de u, 
respectivamente. 
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$8 Deárboles enraizados 


$8.0 Definiciones 


Por árbol enraizado no ordenado entendemos una colección formada por: 


o. unconjunto $ de elementos denominados nodos (o sinónimamente, vértices o puntos); 

1.  unafunción l que asigna a cada nodo un número natural positivo !(x) que llamamos nivel de 
x,Y 

2. una relación < definida en S —Vx, y E S, leemos x < y como «x es un ascendiente (o si- 


nónimamente, ancestro o predecesor) de y» o «y es un descendiente (o sinónimamente, 


sucesor) de x»*"*— que satisface: 

o.”, existe un único nodo de nivel o, que llamamos origen (o sinónimamente, raíz del árbol; 
1.2, todo nodo distinto del origen tiene un único predecesor, y 

2., para cualesquiera nodos x e y, si y es descendiente de x, entonces l(x) = l(x) + 1. 
Designamos por 0(x) el conjunto de descendientes de un nodo x. 

Decimos de un nodo x que: 


esunnodo final,nodo terminal onodo hoja si no tiene descendientes, esto es, si, y sólo si, 


es un nodo interno o nodo propio si tiene al menos un descendiente, esto es, si, y sólo si, 
9(x) Fl; 


es un nodo simple si sólo tiene un descendiente, esto es, si, y sólo si, 0(x) es un subconjunto 


unitario de S; 


esunnodo complejoonodo unión sitiene más de un descendiente, esto es, si, y sólo si, 0(x) + 


Y y no unitario. 


Para un nodo, llamamos grado de entrada (o sinónimamente, invalencia a su núme- 
ro de ancestros inmediatos y grado de salida (o sinónimamente, exvalencia o grado de 
ramificación) a su número de descendientes inmediatos. El nodo raíz es el único nodo con grado 
de entrada cero y los nodos hoja son los únicos nodos con grado de salida cero. Llamamos grado (o 


sinónimamente, valencia) de un nodo la suma de sus grados de entrada y de ramificación. 


4 Si la representación incluye herencia de características entre nodos podría distinguirse incluso entre descendiente 
y sucesor, considerando un sucesor un caso particular de descendiente que hereda determinadas características de nodos 
ancestros suyos. 
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Un camino es cualquier sucesión finita o infinita numerable de nodos tal que cualquier término 
de la sucesión es predecesor del siguiente, esto es cualquier conjunto totalmente ordenado de no- 
dos ([xiHiercn; <). Si el camino es finito, hablamos de nodo inicial, nodo terminal (o sinónima- 
mente, nodo final) del camino y de su longitud, siendo ésta el número de nodos menos uno. Si el 


camino es infinito sólo hablamos de su nodo inicial y de su longitud (infinita numerable). 


Un camino enraizado es cualquier camino que comience en el nodo raíz. De la definición de 
< se sigue que para todo nodo x existe un único camino enraizado C, cuyo último término es x. Si 
y € C, decimos que y domina a x (o sinónimamente, que xestá dominado por y). Si y dominaa x e 
y + x decimos que y está por encima de x (o sinónimamente, que y es de nivel superiorax)—o 
que x está por debajo de y (o sinónimamente, que xes de nivel inferior a y)—. Decimos que x 
e y son comparables si x domina a y o viceversa. Decimos que un nodo z está entre dos nodos x e y 
si z está por encima de uno de ellos y por debajo del otro. Decimos que x es el ancestro inmediato 


de y o que yes el descendiente inmediato de x si no existe ningún nodo entre x e y. 


Un árbol enraizado finito es un árbol enraizado que tiene un número finito de nodos. Un 
árbol con un solo nodo lo llamamos árbol hoja (o sinónimamente, árbol degenerado). 


Una rama (o sinónimamente, camino maximal) es un camino enraizado infinito o un camino 
enraizado que termina en un nodo hoja. En un árbol enraizado finito, todas las ramas son finitas y el 


número total de ellas es el número de hojas. 


Llamamos profundidad (o sinónimamente, nivel) de un nodo, a la longitud de la rama de la 
que es nodo terminal. Por ejemplo, si y es el descendiente inmediato de x, el nivel de y es igual al 
nivel de x más uno. Llamamos altura de un árbol enraizado al mayor nivel, que será finita si el árbol 


enraizado es finito. Así, la altura de un árbol hoja es cero y la de un árbol infinito, infinita. 


Un árbol enraizado finitamente generado es aquél en el que cada nodo tiene sólo un nú- 


mero finito de descendientes. Un árbol enraizado finitamente generado puede ser infinito. 


Llamamos árbol enraizado de ramificación finitaatodo árbol enraizado tal que el gra- 


do de ramificación de cualquiera de sus nodos es un número natural. 


La siguiente es una condición suficiente par la existencia de ramas infinitas. 


Teorema -1.0 (Lema de KONIG) 


Todo árbol infinito de ramificación finita contiene al menos una rama infinita. 


Un árbol enraizado enario (o sinónimamente, árbol enraizado n-ario o n-árbol 
enraizado) (2 < n) es un árbol enraizado en el que todo nodo propio tiene como máximo n descen- 
dientes inmediatos. Sitodo nodo propio tiene exactamente n descendientes inmediatos decimos que 
es un árbol enraizado enario completo (o sinónimamente, n-árbol enraizado completo). 


Cuando un un árbol enraizado enario completo es tal que todos sus nodos hoja son del mismo nivel 
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decimos que es un árbol enraizado enario totalmente completo (o sinónimamente, árbol 
regular. Si h es la altura de un árbol enraizado enario y todos sus nodos hoja son de nivel ho h — 1 


decimos que es un árbol enario equilibrado. 


Actividad -1.0 
Sea T(S, l, <) un árbol enraizado enario completo, entonces: 
O.”, si tiene p nodos propios, entonces tiene 
"= np+1inodosy 
=  (n—1)p+1hojas; 
1.?, sitiene v nodos, entonces tiene 
=  (v—1)/nnodos propios y 
=  ((n—1)v=+1)/n hojas, y 
2.”, sitiene j hojas, entonces tiene 
=  (nj—-1)/(n—1)nodosy 
=  (j—1)/(n—1) nodos propios. 


Un árbol enraizado ordenado es un árbol enraizado no ordenado junto a una función d que 
asigna a cada nodo unión x la tupla o sucesión 0(x) de nodos descendientes de x; en otras palabras, 


un árbol enraizado no ordenado tal que (0(x); <) es un conjunto totalmente ordenado. 


Del árbol enraizado ordenado que es tal que cada uno de sus nodos unión sólo tiene dos descen- 
dientes inmediatos decimos que es un árbol enraizado (ordenado) diádico (o sinónimamen- 
te, a veces, árbol enraizado binario). Dado un nodo unión en un árbol enraizado diádico, el primer 
descendiente inmediato lo denominamos descendiente izquierdo y el segundo, descendiente 


derecho. 


Tenemos dos árboles enraizados isomorfos, To = (So, lo, <o), de raíz ro y T, = (S,, L,, <), 
de raíz r,, precisamente cuando existe una biyección f : S¿ —> S), tal que: 


o.”, f(r,) es el nodo raíz de T, (transforma el nodo raíz de 7, en el nodo raíz de T,), y 


1., Vx E So, tal que 0(x) = [xihies, entonces f(0(x)) = ([F(x¡) hier (transforma el conjunto de 
descendientes de x € S, en el conjunto de descendientes de f(x) € S,). 


En el caso de árboles enraizados ordenados isomorfos, f es un isomorfismo de orden* 
entre los conjuntos totalmente ordenados (0(x); <,) y (F(0(x)); <,), esto es, si, y sólo si, Vi, j E l, 
Xi SXo X¡ f(x;) Si FO): 


+ Cfr. infra ejemplo 6 (p. 617 de esta edición). 
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$ 8.1 Árboles sintácticos 


Un árbol sintáctico” es un árbol enraizado diádico que se compone de varios nodos inte- 
grados en una estructura jerárquica y representa una expresión bien formada de un campo sintáctico 


determinado. 


Ejemplo 5 


Dibujemos el árbol sintáctico que representa la expresión aritmética (o + (1— 2))- 


(3/4)? y expliquemos por qué la representa. 


Resolución. La representación de la expresión aritmética (o + (1— 2)) - (3/4)? mediante 
un árbol sintáctico, construido ascendentemente, con las operaciones situadas en los nodos 


raíz de los diferentes subárboles y los operandos en los nodos hoja: 
A 
/ 


+ 
o) = 5 
1 Ye 3 4 
El primer nodo del árbol sintáctico etiquetado «-» es un producto e indica el tipo de la 
expresión, en este caso, aritmética. Esta expresión tiene dos ramas correspondientes a las dos 
subexpresiones argumentos del producto. Las etiquetas «+» e «A» de los nodos de cada rama 


nos dicen el tipo de dichas subexpresiones, en este caso, la primera, aritmética y la segunda, 


lógica. Y así sucesivamente hasta llegar a las hojas del árbol, que en este ejemplo son números 


enteros. 


Es posible recuperar la expresión representada a partir del árbol sintáctico invirtiendo el proceso 
de construcción. Tal y como lo hemos construido, la forma de proceder se le conoce como recorrido 


en orden del árbol*. Recorrer en orden es recorrer de izquierda a derecha y de abajo arriba. 


Ejemplo 6 


Recorramos en orden el árbol del ejemplo anterior. 


4 En inglés también se conoce por expression tree. 
4 Hay más formas de recorrer un árbol diádico (vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Arbol_binario*Recorridos_so- 
bre_árboles binarios). 
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Resolución. El recorrido en orden del árbol diádico anterior es 


( 
o) --> + --> 
( 


pen 
I 
I 
y 
I 
| 
y 
N 
I 
I 
y 


( 

( 

3. --> Ho==> 4] --> 
) 

alo [5 


Del recorrido en orden del árbol obtenemos una expresión en forma infija; en este 


ejemplo: 


(o + (1—2)) - (G3/4)%5). 


Observación 8.0.— También podríamos utilizar un árbol triádico, construido similarmente. Cues- 
tión distinta es por y para qué, pues es posible demostrar que todo árbol enraizado ordenado es 


isomorfo a un árbol enraizado diádico**. 
A A 


/ 


w 
ul 


+ 

o) - 5 
1 2 1 4 

De su recorrido en orden obtenemos la expresión en forma infija 


(o + (1 2)) - (5%) - ((1/4)*5), 


equivalente aritméticamente a la anterior. 


44 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Binary_tree*Encoding general_trees_as binary_trees. 
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$9 Truth Tree, PSelnt y SageMath 


Para algunos de los ejemplos y varias de las actividades estudiamos determinadas realizacio- 
nes en varios artefactos en línea, genéricos o específicos, con herramientas o con programas lógico- 


matemáticos; a modo de ejemplo, Truth Tree*, PSeInt* y SageMath”, respectivamente. 


Truth Tree es un artefacto en línea específico de construcción automática de tablas semánticas 


que usaremos cuando estudiemos éstas en $ 3.3 (p. 244 de esta edición). 


PSeInt es una herramienta que nos asiste en el aprendizaje de la programación: permite escribir 
algoritmos en pseudocódigo en español; permite generar el diagrama de GOLDSTINE y NEUMANN (el 
diagrama de flujo «clásico») y el de NASSI y SHNEIDERMAN; puede traducir el algoritmo en pseudo- 
código a C, C++, Cf, Java, JavaScript, MatLab, Pascal, PHP, Python 2, Python 3 o QBasic Visual Basic. 


SageMath es un programa lógico-matemático del que la misión de su equipo es crear una alter- 
nativa viable, libre y abierta a Magma, Maple, Mathematica y Matlab; además, utiliza un amplio aba- 
nico de software existente como NumPy, SimPy o Maxima, admitiendo directamente código escrito 
en otros lenguajes como Sage, Gap**, GP, HTML, Macaulay2, Maxima, Octave, Python, R o Singu- 
lar. Acerca de SageMath es posible consultar, en español, por ejemplo, [24] (aportes documentales en 
español de la comunidad) y [25] (que aunque verse sobre grafos, también está muy bien para apren- 
der), y en inglés, [26] (aportes documentales de la comunidad) y [27], original en francés, traduci- 
do al alemán y al inglés, que además es conocimiento libre, con licencia Atribución-Compartirlgual 
4.0 Internacional*” —más bibliografía en $ 17.20 (pág. 832)—. Es posible realizar la interpretación 
(ejecución) de los códigos escritos en SageMathCell (https://sagecell.sagemath.org/), la celda libre de 
computación en línea, e incrustable en páginas web, de SageMath, donde una vez escrito el código, 
pulsando [Evaluate], nos devolverá el resultado. Si bien, si queremos disfrutar de toda la potencia de 


SageMath es necesaria su instalación (https://www.sagemath.org/)). 
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(Más bibliografía sobre SageMath en $ 17.20 [pág. 832]). 
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Parte 1 


Cimientos: lógica y análisis formal 


Cuenta la leyenda que un día Verdad y Mentira se cruzaron. 

—Buenos días, dijo Mentira. 

—Buenos días, dijo Verdad. 

—Bonito día, continuó Mentira. Entonces Verdad fue a comprobar si era verdad. 
Lo era. 

—Hermoso día, dijo Verdad. 

—El lago está aún más bello, dijo Mentira con una bonita sonrisa. 

Entonces Verdad miró hacia el lago y vio que Mentira decía la verdad y asintió. 

Mentira corrió hacia el agua y dijo... 

—El agua es aún más hermosa y cálida. ¡Vamos a nadar! 

Verdad tocó el agua con los dedos y estaba realmente agradable y cálida. 

Entonces Verdad confió en Mentira. Ambas se quitaron la ropa y nadaron tran- 
quilamente. 

Un poco más tarde, Mentira salió, se vistió con la ropa de Verdad y se fue. 

Verdad, incapaz de ponerse la ropa de Mentira, comenzó a caminar sin ropa y 
todo el mundo se apartaba al verla desnuda. 

Entristecida, abandonada, Verdad se refugió en el fondo de un pozo”**. 

Así, desde entonces, la gente prefiere aceptar la Mentira disfrazada de verdad 
que la Verdad desnuda. 


(Autoría desconocida). 


50 Hasta que salga y reine —cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/La_verdad_saliendo_del_pozo. 


SECCIÓN A 


Lógica matemática 
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CAPITULO 


Del lenguaje 


[...] en la práctica, el pensamiento del matemático no es jamás un pensamiento formalizado: 
el matemático da un sentido a todas las proposiciones, lo que le permite olvidarse de la expresión 
de dichas proposiciones dentro de cualquier formalización de la teoría, si es que existe alguna. 

(René THom). 


Con este capítulo inicial intentamos ilustrar lo crucial de la elección del tipo de lógica 
y del lenguaje formal en la representación semántica del conocimiento así como de 
la traducción inversa, es decir, que nuestros eductos en lenguaje lógico-matemático 
—una lengua no materna (11) y no natural, en este caso— correspondan fehaciente- 
mente a lo afirmado en nuestra lengua materna (Lo) y recíprocamente, la traducción 
de los aductos en lenguaje lógico-matemático a nuestra lengua materna. Nos limitare- 
mos a representaciones semánticas basadas en la lógica de juntores como parte de la 
lógica de primer orden, exponiendo algunas extensiones de esta última que incluyen 


nociones no incorporadas en la misma. 


2 Digamos que me atreví con el prólogo, el preámbulo y los prefacios, pero con éste no osé. Me refiero a que bien 
pudiese haberlo denominado Prefacio IV o Introducción, a riesgo y ventura de que quien estudie estas notas lo conside- 
rase materia primordial y tuviese a bien leerlo, al menos. Sea lo que fuere, su contenido es parte de la basa sostén de los 
capítulos siguientes; de aquí que no me aventurase. 
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$o.o El concepto 


Aunque son ya pocos los textos que distinguen entre concepto y término y juicio y proposición, 
sería absurdo menospreciar lo esencial de la psicología en el desarrollo de las humanidades y las cien- 
cias'. Desde antaño se consideran tres las formas lógicas elementales puramente mentales: el con- 
cepto, el juicio y el razonamiento. Veámoslas, y también sus correspondientes aproximaciones como 


expresiones verbales: el término, la proposición y la argumentación. 


Comencemos con el concepto. 


$ 0.0.0 De su definición y estructura 


La lógica clásica define un concepto como la representación mental de una entidad abstracta, 
de una cosa, sin que se afirme ni niegue nada de ella?. La realidad a la que se refiere el concepto la 


llamamos objeto del concepto. 


Es costumbre en las obras lingiísticas enmarcar los significados con comillas simples; lo mismo 
haremos cuando nos refiramos a conceptos para destacar así que aludimos a dicha representación 


mental. 


El concepto, por lo general, posee una estructura constituida por partes o notas conceptuales esen- 
ciales, algunas constitutivas y otras consecutivas o derivadas de las primeras, estructura posiblemente 
aderezada con otras notas accidentales, no esenciales. En cualquier caso, el concepto proviene natural- 
mente de nuestra actividad mental mientras que su expresión verbal, a la que llamaremos término”, 


* Por ejemplo, no tenemos más que pensar en John Forbes NAsH Jr., la teoría de juegos y la economía. 
2 La simplex apprehensio rei —la mera aprehensión de la cosa—. 
3 Cfr. infra S 0.3 (p. 25 de esta edición). 
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proviene artificialmente de un lenguaje, además, el término es particular para las criaturas humanas 


que comparten dicho lenguaje, mientras que en este sentido el concepto gozaría de universalidad. 
Ejemplo 7 
Del concepto de número natural: 
=  losaxiomas de Peano son sus notas constitutivas; 
= “infinitos en número es una nota consecutiva o derivada de aquéllas; 
= “primo y compuesto son notas accidentales respecto de la divisibilidad*. 


Llamamos comprensión o intensión del concepto a la colección de notas o rasgos que lo integran y 
extensión a la colección de entidades concretas que abarca. 


$ 0.0.1 De sus clases y relaciones 


En cuanto a su comprensión, el concepto se distingue como: 
= simple, una representación mental de la esencia o naturaleza de su objeto, o 


= compuesto, en el que en dicha representación mental, a la esencia le acompaña una cualidad. 


Ejemplo 8 


o. “Hombre es un concepto simple. 


1. “Científica es un concepto complejo: 'mujer' y profesional de la cienciz. 


En cuanto a su extensión, el concepto se distingue como: 
= singular, precisamente si su objeto se reduce a una única entidad, o 


= universal, precisamente si su objeto es una pluralidad de entidades. 


Ejemplo 9 


O. Tierra y verdad son conceptos singulares. 


1. “Criatura human es un concepto universal. 


4 En algunos textos se considera que cuando todas las notas accidentales respecto de una misma cualidad o razón se 
yuxtaponen disyuntivamente conforman una nota consecutiva; en el ejemplo anterior, primo o compuesto. 
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Hablamos de diversidad entre conceptos cuando su contenido difiere. Según el monto en que difie- 
ran, distinguimos desde conceptos homogéneos (o emparentados) hasta conceptos heterogéneos (o dispares), 
todo ello en menor o mayor grado. 


Con respecto a la homogeneidad o emparentamiento, destacamos dos relaciones entre concep- 
tos: 


= lasubordinación entre conceptos se da cuando uno, el subordinado, procede del otro, el subordinan- 
te; 


= la coordinación entre conceptos ocurre cuando ninguno se deriva del otro, estando subordinados 
ambos a un tercero. 


Estas relaciones de subordinación y coordinación suelen representarse en forma de árbol enrai- 


zado”. 
Ejemplo 10 


El concepto de número natural es subordinado al de número, coordinado al de número en- 
tero' y subordinante respecto al de número primo. 


Con respecto a la heterogeneidad, dividimos los conceptos en: 
= compatibles, cuando sus objetos pueden coexistir en una misma realidad, e 


= incompatibles, cuando no es posible dicha coexistencia, donde a su vez se distingue entre con- 
ceptos: 


*  enoposición contradictoria, uno representa una realidad y el otro su negación; 
*  enoposición contraria, de cualidades incompatibles pero pertenecientes a un género común; 
*  enoposición privativa, uno representa una cualidad y el otro su privación, y 


*  enoposición relativa, cuyas realidades son términos de una relación determinada. 


Ejemplo 11 


o. Los conceptos de mujer y profesional de la ciencia” son compatibles. 
1.  Losconceptos de “ser” y nada son un ejemplo de conceptos en oposición contradictoria. 


2. Los conceptos *—2' y 2' están en oposición contraria pues son incompatibles con respecto 
a la cualidad de signo, pero pertenecen al género común de número. 


5 Cfr. supra S 8 (p. lxxvii de esta edición). 
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0.1. El juicio 


00 


3. Los conceptos de 'infinitud' y finitud”, definida la primera como carencia de la segunda, 
son conceptos en oposición privativa. 


4.  Dosconceptos en relación de subordinación están en oposición relativa, por ejemplo nú- 
mero natura! y número primo'; también lo están dos conceptos cuya relación sea «se- 
cuencial», como la de los conceptos “causa y “efecto. 


$0.1 Eljuicio 


$ 0.1.0 De su definición y clases 


De acuerdo con Aristóteles, un juicio es una representación mental consistente en la afirmación 
o negación de algo sobre algo. 


Por esto, lo que caracteriza al juicio es su función predicativa, es decir, el afirmar o negar algo 


sobre algo. Así, las partes materiales del contenido representativo del juicio son dos: 
= larepresentación del objeto, el sujeto del juicio, y 
=  larepresentación de lo atribuido al sujeto, el predicado del juicio. 
En definitiva, en el juicio, los conceptos pueden desempeñar el papel de sujeto o de predicado. 


Según incluya explícitamente sujeto o predicado y no el otro, el juicio se distingue como exis- 
tencial o impersonal. 


=  Unjuicioexistencial es aquél que aparentemente carece de predicado, aunque podría reescribirse 
con predicado. 


=  Unjuicio impersonal es aquél que representa una acción o suceso que, en principio, no puede 
atribuirse a una entidad determinada, aunque es posible que la causa de tal imposibilidad sea 
nuestra ignorancia o desconocimiento de quién o qué origina la acción o el suceso, por lo que sí 
que tendría sujeto. 


Ejemplo 12 
o.  Eljuicio “se tienen veintitrés situaciones” es existencial al estar explícito el sujeto y no el 


predicado; observemos que pudiésemos reescribirlo como las veintitrés situaciones son 


reales”, siendo las veintitrés situaciones el sujeto y “son reales' el predicado. 


1.  Losjuicios'“se dice” 'nieva' son impersonales por estar explícito el predicado y no el sujeto. 
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Observación 0.1.0.— Suele llamarse juicio de inherencia aquél en que al objeto de un concepto le 
es atribuido o negado algo, sea, por ejemplo, una acción, una cualidad, un modo de ser; entonces, 
como cualquier característica o relación comparativa de tal objeto puede ser tratada como inhe- 
rente a dicho objeto, pudiésemos aceptar que, supuestos los objetos, todo juicio puede reducirse 
a un juicio de inherencia y que, en definitiva, todos los juicios tengan la forma sujeto-predicado 
defendida por Aristóteles. 


Ejemplo 13 


O. Eneljuicio la verdad es para ser dich2, la verdad es sujeto y “para ser dicha es predicado. 


1.  Eneljuicio el número 3 es el siguiente al número 2, que es posible reescribir 3 = 2 + 1, 
el sujeto es “el número 3, esto es, 3', y el predicado es “es el siguiente al número 2, esto es, 
=2+1. 

Según su extensión, esto es, su cantidad, distinguimos entre: 


= juicio universal, en el que el sujeto actúa en toda su extensión, es decir, el sujeto está tomado 
universalmente; 


= juicio particular, en el que el sujeto se toma sólo en una parte de su extensión, o sea, el sujeto está 
tomado particularmente, y 


= juicio singular, en el que el sujeto es un objeto singular, a saber, el sujeto está tomado singular- 
mente. 


Ejemplo 14 


O. Todas las verdades son para ser dichas' es un juicio universal. 
1. Algunas verdades son para ser dichas' es un juicio particular. 


2. “Esta verdad es para ser dicha' es un juicio singular. 


Según su comprensión, esto es, su cualidad, distinguimos entre: 


=  juicioafirmativo, (o sinónimamente, juicio positivo), en el que el predicado está incluido en la com- 
prensión del sujeto, es decir, el predicado está tomado partiular o singularmente, sólo en parte 
de su extensión, y 


=  juicionegativo, en el que el sujeto no incluye en su comprensión al predicado, estando este último 
tomado universalmente, o sea, en la totalidad de su extensión. 
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Ejemplo 15 


O.  “Laverdad es para ser dich2' es un juicio afirmativo. 


1.  'Laverdad no es para ser dicha es un juicio negativo. 


Según la naturaleza de la unión entre el sujeto y el predicado, sea un vínculo sencillo o exprese éste 
una dependencia, suelen dividirse los juicios en categóricos, hipotéticos y disyuntivos. 


=  Unjuicio categórico es el que afirma o niega un predicado de un sujeto, una enunciación sin más, 


en particular sin estar el predicado supeditado a ninguna condición. 


=  Unjuicio hipotético (o sinónimamente, juicio condicional), es aquél que la verdad o falsedad de una 
enunciación, lo condicionado o tesis, depende de la verdad o falsedad de una situación, la con- 
dición o hipótesis. 

=  Unpuicio disyuntivo es el que enuncia varios predicados, en realidad alternativas, acerca de un 
sujeto; se sobreentiende que una de ellas es verdadera y las otras falsas, es decir, que se exclu- 
yen mutuamente, por lo que la condición se encuentra dentro de la predicación: para que una 


alternativa sea verdadera es necesario que las otras sean falsas. 


Ejemplo 16 


=  “Laverdad es para ser dicha' es un juicio categórico. 


=  “Noexiste el mayor de los números naturales”, que es posible reescribir como “el conjunto 


de los números naturales no tiene máximo, también es un juicio categórico. 
=  “Silaética es nuestra guía, la verdad es para ser dicha es un juicio hipotético. 


= Eljuicio la verdad es para ser dicha, reservada u oculta es disyuntivo [trabajamos por y 


para que la primera alternativa ser la verdadera, ¿verdad?]. 


Observación 0.1.1.— Quizás pudiesen distinguirse más tipos de juicio; por ejemplo, pudiésemos 
llamar juicios conjuntivos a aquéllos que enuncian simultáneamente varios predicados simples, si 
bien no sería más que un caso particular de juicio categórico. De hecho, una vez que nos centremos 
en las expresiones verbales de los juicios, las proposiciones (auténticas), distinguiremos todas las 


posibles conexiones. 


Observación 0.1.2.— Por otra parte, cómo no mencionar en este punto las tres visiones de la es- 
tructura de la norma jurídica que, según Hans KELSEN, no es más que un juicio hipotético, según 
Carlos Cossio, un juicio disyuntivo, y según Eduardo GARCÍA MÁYNEZ, es un juicio categórico o hi- 


potético dependiendo del momento que se considere. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


11 O. Del lenguaje 


Es de interés una división metalógica de los juicios según la modalidad, atendiendo a la cual se dividen 


en apodícticos, asertóricos y problemáticos. 


=  Unjuicio apodíctico es en el que lo enunciado por el predicado respecto del sujeto es incondicio- 
nalmente verdadero. Distinguimos, a su vez, los juicios de necesidad, en los que dicha relación de 


predicado a sujeto es inclusiva y los juicios de imposibilidad en los que es exclusiva. 


=  Unjuicio asertórico enuncia un hecho confirmado. A veces se le denomina juicio de hecho (en opo- 
sición al juicio de necesidad o imposibilidad) y juicio contingente (indicando que podría haber 
sucedido en forma distinta). 


=  Unjuicio problemático enuncia un hecho posible pero aún no confirmado. 


Ejemplo 17 
O. “oesun número es un juicio apodíctico de necesidad. El juicio o no es un número irra- 
cional' es apodíctico de imposibilidad. 


1. “Eratóstenes calculó el diámetro de la Tierra' es un juicio asertórico, bien de hecho, ya que 
puede pensarse una relación distinta —imaginó, trazó, etc.—, bien contingente —porque 


bien pudo haber sido calculado por otra persona—. 
2. “Se evitará el enfriamiento del núcleo terrestre es un juicio problemático. 
Finalmente, también es importante la división epistemológica de los juicios en analíticos y sintéticos 
(Immanuel KANT). 
=  Unjuicio analítico es aquél en el que la noción del sujeto incluye al predicado. 


= Unpuicio sintético es aquél en el que el predicado constituye un agregado a la noción del sujeto, 
por ejemplo, una peculiaridad de éste. 


Ejemplo 18 


O. “El conjunto vacío es el conjunto sin elementos' es un juicio analítico. 


1.  “oeselelemento neutro de la suma entre números enteros' es un juicio sintético. 


$ 0.1.1 De su relación por oposición 


Decimos que dos juicios son heterogéneos (o sinónimamente, diversos), cuando no coinciden en 


sujeto o predicado; homogéneos, en caso contrario. 


Decimos que dos juicios son opuestos precisamente si siendo homogéneos lo que enuncian es 
distinto. 
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Dos juicios opuestos lo son en cualidad precisamente si uno de ellos es afirmativo y el otro ne- 
gativo, esto es, que de un mismo sujeto, un mismo predicado sea en uno afirmado y negado en el 


otro. 


Dos juicios opuestos lo son en cantidad precisamente si uno de ellos es universal y el otro parti- 
cular, es decir, que de un mismo sujeto, un mismo predicado afirme o niegue universalmente en uno 
y particularmente en el otro. 


Los juicios se relacionan por oposición de tres formas: 


= oposición contradictoria es la que media entre juicios que se oponen tanto en cualidad como en 
cantidad; son parejas de juicios en oposición contradictoria, 


« AO, formada por el juicio universal afirmativo (A) y el juicio particular negativo (O), y 
+ EL formada por el juicio universal negativo (E) y el juicio particular afirmativo (D; 


= oposición contraria es la que media entre juicios universales que se oponen en cualidad; es pareja 


de juicios en oposición contraria, 


AE, formada por el juicio universal afirmativo (A) y el juicio universal negativo (E); 


= oposición subcontraria es la que media entre juicios particulares que se oponen en cualidad; es 
pareja de juicios en oposición subcontraria, 


« IO, formada por el juicio particular afirmativo (1) y el juicio particular negativo (O); 


= oposición de subalternación es la que media entre juicios que se oponen en cantidad; son parejas 
de juicios en oposición de subalternación, 


« AL, formada por el juicio universal afirmativo (A) y el juicio particular afirmativo (D), y 
+ FEO, formada por el juicio universal negativo (E) y el juicio particular negativo (O). 
Estas interrelaciones suelen representarse mediante el que se conoce como cuadro de oposición: 


Toda S es P Ninguna S es P 
A contrarios E 


DO 


subalternos contradictorios subalternos 


E 


| subcontrarios O 


Alguna S es P Alguna S no es P 


Ejemplo 19 


Proporcionemos ejemplos de parejas de juicios AO, El, AE, IO, Aly EO, comentando 
sus relaciones de oposición. 
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Resolución. 

o. AOsoncontradictorios, y El, también; es decir, Ay O se oponen tanto en cualidad (univer- 
sal frente a particular) como en cantidad (afirmativo frente a negativo); similar oposición 
sucede entre E e I; por ejemplo: 


= «todas las verdades son para ser dichas» (A) frente a «algunas verdades no son para 
ser dichas» (O); 


= «ninguna verdad es para ser dicha» (E) frente a «alguna verdad es para ser dicha» (D); 


1.  AEson contrarios, esto es, A y E son juicios universales que se oponen en cualidad (afir- 
mativo frente a negativo); por ejemplo: 


= «todas las verdades son para ser dichas» (A) frente a «ninguna verdad es para ser 
dicha» (E); 


2. IO son subcontrarios, esto es, 1 y O son juicios particulares que se oponen en cualidad 
(afirmativo frente a negativo); por ejemplo: 


= «alguna verdad es para ser dicha» (1) frente a «algunas verdades no son para ser di- 
chas» (O); 


3.  Alestánenrelación de subalternancia, y EO, también, esto es, Ae I se oponen en cantidad 
(universal frente a particular); similar oposición sucede entre E y O; a los universales, A 
y E, los llamamos subalternantes; a los particulares, I y O, los llamamos subalternados (o 
sinónimamente, juicios subalternos) —; por ejemplo: 


= «todaslas verdades son para ser dichas» (A) frente a «alguna verdad es para ser dicha» 


0; 


= «ninguna verdad es para ser dicha» (E) frente a «algunas verdades no son para ser 
dichas» (O). 


Observación 0.1.3.— Un enunciado popular de la paremia relacionada con los ejemplos anterio- 


res es «No todas las verdades son para ser dichas»*. 


$ 0.1.2 Dela verdad y falsedad por oposición 


La verdad y falsedad de los juicios cuando éstos se relacionan por oposición se expresa de la 
siguiente forma, dependiendo de la forma de dicha oposición. 


6 Vid. v. gr. [33]. 
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Oposición contradictoria 


Sucede de dos juicios contradictorios que no pueden ser ambos verdaderos, de donde si uno es 


verdadero, su contradictorio es falso. 


Dado que hemos avanzado el lenguaje lógico-matemático en $ (p. lxvi de esta edición) y a falta 
de presentarlo en profundidad en $ 0.7 (p. 42 de esta edición), $ 4.0 (p. 331 de esta edición) y capítulos 


posteriores, comenzamos a utilizarlo para familiarizarnos con él. 


Teorema 0.0 
Se satisface: 
A= 0; 


O > A; 
Ss >= 
> AE, 


Ejemplo 20 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. Dosjuicios contradictorios, no pueden ser ambos verdaderos; por ejemplo: 


o. A= 0: siesverdad que «de noche, todos los gatos son pardos», entonces es falso que 


«de noche, algún gato no es pardo»; 


1. 0O-—=-4: sies verdad que «de noche, algún gato no es pardo», entonces es falso que «de 


noche, todos los gatos son pardos»; 


2. E —= ul: siesverdad que «nadie escarmienta en cabeza ajena», entonces es falso que 
«alguien escarmienta en cabeza ajena»; 


3. 1=- E: siesverdad que «alguien escarmienta en cabeza ajena», entonces es falso que 


«nadie escarmienta en cabeza ajena». 


Tampoco dos juicios contradictorios pueden ser ambos falsos, de donde si uno es falso, su con- 
tradictorio es verdadero. 
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Teorema 0.1 
Se satisface: 
o. A>0; 


1. 20 > A; 
=E > Í; 
21> E. 


Ejemplo 21 


Proporcionemos algún ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema an- 


terior. 


Resolución. Dosjuicios contradictorios, no pueden ser ambos falsos; por ejemplo: 


o. A> 0: sies falso que «todas [las personas] escarmientan en cabeza ajena», entonces 
es verdad que «alguien no escarmienta en cabeza ajena»; 


1. 0->A: siesfalso que «de noche, algún gato no es pardo», entonces es verdad que «de 
noche, todos los gatos son pardos»; 


2. JE->=l: siesfalso que «de noche, ningún gato es pardo», entonces es verdad que «de 


noche, algún gato es pardo»; 


3. "1=>E: siesfalso que «alguien escarmienta en cabeza ajena», entonces es verdad que 


«nadie escarmienta en cabeza ajena». 


Oposición contraria 


Sucede de dos juicios contrarios que no pueden ser ambos verdaderos, de donde si uno es ver- 
dadero, su contrario es falso. 


Teorema 0.2 
Se satisface: 
O (A A EJ 


y, por lo tanto: 
Jo A=> JE; 
2. E => 4. 
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Ejemplo 22 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. Dosjuicios contrarios no pueden ser ambos verdaderos, por ejemplo, 


o. (AMÉ): no puede suceder que sea verdad que «de noche, todos los gatos son pardos» 


y que también sea verdad que «de noche, ningún gato es pardo»; 
lo que sí sucede es que si uno es verdadero, su contrario es falso: 


1. AE: siesverdad que «de noche, todos los gatos son pardos», entonces es falso que 


«de noche, ningún gato es pardo»; 


2. E -—= A: sies verdad que «nadie escarmienta en cabeza ajena», entonces es falso que 


«todas [las personas] escarmientan en cabeza ajena». 


Teorema 0.3 


Dos juicios contrarios pueden ser ambos falsos. 


Ejemplo 23 


Proporcionemos un ejemplo de dos juicios falsos y contrarios. 


Resolución. 
=  AAME: puede suceder que sea falso que «de noche, todos los gatos son pardos» y que 


también sea falso que «de noche, ningún gato es pardo» [como de hecho así es, ni ninguno 


ni todos son pardos, sólo algunos]. 


Actividad o.o 
Propongamos un ejemplo que corrobore que dado un juicio universal falso, su contrario puede 
ser verdadero o falso. 


Oposición subcontraria 


Sucede de dos juicios subcontrarios no pueden ser ambos falsos, de donde si uno es falso su 


subcontrario es verdadero: 
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Teorema 0.4 
Se satisface que 
0, (SLA=0), 


y, por lo tanto: 


1. I1>0; 
2. 0O= 1. 


Ejemplo 24 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. Dos juicios subcontrarios no pueden ser ambos falsos: 
o. (=1A 50): un par de ejemplos: 


=  nopuedesuceder que sea falso que «alguien escarmienta en cabeza ajena» y que tam- 


bién sea falso que «alguien no escarmienta en cabeza ajena»; 


= no puede suceder que sea falso que «de noche, algún gato es pardo» y que también 


sea falso que «de noche, algún gato no es pardo»; 
lo que sí sucede es que si uno es verdadero, su subcontrario es falso: 


1. 1 >= 0O:sies falso que «alguien escarmienta en cabeza ajena», entonces es verdad que 


«alguien no escarmienta en cabeza ajena»; 


2. 0 = l:sies falso que «de noche, algún gato no es pardo», entonces es verdad que «de 


noche, algún gato es pardo». 


Teorema 0.5 


Dos sucesos subcontrarios pueden ser ambos verdaderos. 


Ejemplo 25 


Proporcionemos dos ejemplos de dos juicios verdaderos y subcontrarios. 


Resolución. 
o. 1/0: puede suceder que sea verdad que «alguien escarmienta en cabeza ajena» y que 
también sea verdad que «alguien no escarmienta en cabeza ajena»; 
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1.  //A O: puede suceder que sea verdad que «de noche, algún gato es pardo» y que también 


sea verdad que «de noche, algún gato no es pardo». 


Actividad 0.1 
Propongamos un ejemplo que corrobore que dado un juicio particular verdadero, su subcon- 


trario puede ser verdadero o falso. 


Oposición de subalternación 


Teorema 0.6 


La verdad del juicio universal implica la verdad del particular, es decir: 


o. A=l; 
1. E->0O0. 


Ejemplo 26 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. 
o. A l:sies verdad que «de noche, todos los gatos son pardos», entonces es verdad que 


«de noche, algún gato es pardo»; 


1. [E = O:sies verdad que «nadie escarmienta en cabeza ajena», entonces es verdad que 


«alguien no escarmienta en cabeza ajena». 


Teorema 0.7 


La falsedad del universal no implica la falsedad del particular, esto es: 


O. A + al; 
1. E+s+»-0. 


Ejemplo 27 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. 
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o. A == l:la falsedad del universal «toda persona es buena» no implica la falsedad del 
particular «alguna persona es buena» (pues, de hecho, hay personas buenas); 


1. E +0: la falsedad del universal «ninguna persona es buena» no implica la falsedad 


del particular «alguna persona no es buena» (pues, de hecho, hay personas no buenas). 


Teorema 0.8 


La falsedad del particular conlleva la falsedad del universal, esto es: 


O. al => A; 
l. 20 > E. 


Ejemplo 28 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. 
o. 1 = 4: sies falso que «alguna persona tiene páginas», entonces es falso que «toda 
persona tiene páginas»; 


1. 0 -E:siesfalso que «alguna persona no es buena», entonces es falso que «ninguna 


persona es buena». 


Teorema 0.9 


La verdad del particular no implica la verdad del universal, es decir: 


0. IA; 
1. OE. 


Ejemplo 29 


Proporcionemos un ejemplo para cada una de las afirmaciones del teorema ante- 


rior. 


Resolución. 
o. 1 A:la verdad de «de noche, algún gato es pardo» no implica la verdad de «de noche, 


todos los gatos son pardos»; 
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1. O + E:la verdad de «alguien no escarmienta en cabeza ajena» no implica la verdad de 


«nadie escarmienta en cabeza ajena». 


$ 0.1.3 De su relación por conversión 


Los juicios se relacionan por conversión de tres formas: 


= conversión simple (simpliciter convertitur), la que sucede cuando se intercambian sujeto y predicado 
sin alterar ni la cualidad ni la cantidad del juicio; la admiten los juicios universales negativos (E) 


y los particulares afirmativos (D; 


= conversión accidental (peraccidens), la que sucede cuando además de intercambiar sujeto y predica- 
do se altera la cantidad al particularizar lo universal; la admiten los juicios universales afirmatios 


(A) y negativos (E); 


= conversión por contraposición (per contra: sic fit conversio tota), la que sucede cuando además de inter- 
cambiar sujeto y predicado se altera la cualidad; la admiten los juicios universales afirmativos 


(A) y los particulares negativos (O); 


Ejemplo 30 


o.  Deconversión simple: 


(E): de ninguna verdad es para ser dicha obtenemos por conversión simple “nada de lo 


que es para ser dicho es verdad”; 


(D): de “alguna verdad es para ser dicha obtenemos por conversión simple “algo de lo que 


es para ser dicho es verdad”; 
1.  Deconversión accidental: 


(A): de toda verdad es para ser dicha obtenemos por conversión accidental “algo de lo que 


es para ser dicho es verdad”; 


(E): de ninguna verdad es para ser dicha' obtenemos por conversión accidental “algo de 


lo que es para ser dicho no es verdad”; 
2.  Deconversión por contraposición: 


(A): de “toda verdad es para ser dicha obtenemos su juicio contrapuesto “todo lo que no 
es para ser dicho no es verdad”; 


(O): de “alguna verdad no es para ser dicha obtenemos su juicio contrapuesto “algo de lo 


que no es para ser dicho es verdad. 
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$ 0.1.4 De su relación por equivalencia 


Los juicios se relacionan por equivalencia precisamente si tienen igual sentido, igual valor, igual 


significación. 
Ejemplo 31 


Los juicios “toda verdad es para ser dicha y no hay ninguna verdad que no sea para ser dicha 


son equivalentes (aequipollent). 


En el ejemplo 4.1.7 (p. 344 de esta edición) vemos los juicios del ejemplo anterior como proposi- 


ciones y también su equivalencia, en la lógica de primer orden. 


$ 0.1.5 De disyuntivo a categórico pasando por hipotético 


Mediando esta relación de equivalencia, es posible transformar un juicio disyuntivo en uno ca- 


tegórico vía su transformación primera en uno hipotético. 
Ejemplo 32 
Tres ejemplos; los juicios disyuntivos: 
=  “elaguaestá en movimiento o en calma, 
= “septiembre, o lleva los puentes, o seca las fuentes”, 
=  “onotodoquieres otodo perderás, 
se transforman en sus equivalentes hipotéticos: 
=  “sielaguano está en movimiento, entonces está en calmz, 
= “septiembre, si no lleva los puentes, seca las fuentes, 
= “sitodo quieres, todo perderás, 
y finalmente en sus equivalentes categóricos: 
=  “elaguaestá en calma en caso de no estar en movimiento, 
= “septiembre, seca las fuentes en caso de que no lleve los puentes, 


= “todo perderás en caso de que todo quieras”. 


7 Es disyuntivo en el sentido de que ambas cosas no pueden suceder simultáneamente (aunque sí a lo largo de la 
extensión del mismo septiembre). 
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$ 0.1.6 Transformaciones por negación entre opuestos 


Mediante sencillas «operaciones», en realidad con la negación, es posible transformar un juicio 
en otro equivalente a su opuesto. Tres son las transformaciones correspondientes, en su contradic- 
torio, contrario y subalternante. Veámoslo con un ejemplo. 


Ejemplo 33 


Oo. Transformación en su contradictorio (prae contradic); así se transforma A en su opuesto 
contradictorio O: de «toda verdad es para ser dicha» (A) obtenemos «no toda verdad es 
para ser dicha» que es equivalente a «alguna verdad no es para ser dicha» (O). Observemos 


que se ha negado el universal. 


1. Transformación en su contrario (post contra); así se transforma A en su opuesto contrario 
E: de «toda verdad es para ser dicha» (A) obtenemos «toda verdad no es para ser dicha» que 
es equivalente a «ninguna verdad es para ser dicha» (E). Observemos que se ha negado lo 


afirmado. 


2. Transformación en su subalternante (prae-post-que subalter); así se transforma I en su 
opuesto subalternante A: de «alguna verdad es para ser dicha» obtenemos «no hay verdad 
que no sea para ser dicha» que es equivalente a «toda verdad es para ser dicha». Observe- 


mos que se ha negado simultáneamente el existencial y lo afirmado. 


Para el caso de la subcontrariedad, con la negación no es posible, esto es, en el ejemplo preceden- 
te, de «alguna verdad es para ser dicha» (D), ¿qué juicio obtendríamos que fuese equivalente a «alguna 


verdad no es para ser dicha» (O)? 


En el ejemplo 4.1.6 (p. 343 de esta edición) vemos las transformaciones de los juicios del ejemplo 
anterior como transformaciones entre proposiciones de la lógica de primer orden; en dicho ejemplo 


también nos formulamos la pregunta sobre la subcontrariedad en esta lógica. 


$0.2 El razonamiento 


$ 0.2.0 Desu definición y estructura 


Definición 0.0.—  Elrazonamiento es aquella representación mental en que un juicio se nos presenta 
en conexión necesaria con otro u otros de los cuales se deriva. 


Un razonamiento se descompone en juicios: el antecedente del razonamiento consta de uno o 
más juicios de los que se deriva el consiguiente o conclusión del razonamiento, el juicio derivado, que se 


obtiene por necesidad de los del antecedente. 
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$ 0.2.1 De sus clases 


Distinguimos entre razonamiento: 
= inmediato, caso de que el antecedente conste de un único juicio, y 
= mediato, caso de que el antecedente conste de una pluralidad de juicios, distinguiéndose entre: 


* deductivo, en cuyo antecedente hay un juicio universal y cuya conclusión es un juicio parti- 
cular, que a su vez se subdivide en: 


o categórico, en cuyo antecedente y conclusión sólo hay juicios categóricos; 


o hipotético, en cuyo antecedente hay un juicio hipotético y cuya conclusión suele ser un 
juicio categórico, y 


o  disyuntivo, en cuyo antecedente hay un juicio disyuntivo y cuya conclusión suele ser un 


juicio categórico. 


* inductivo, en cuyo antecedente hay juicios particulares o singulares y cuya conclusión es un 


juicio universal, 
*  poranalogía, que de juicios particulares concluye un juicio particular, y 


*  conejemplos, a veces partícipes éstos de una inducción como los casos singulares de los 
que parte —ejemplos reveladores de una verdad general—, otras muy parecida a la analo- 
gía —ejemplos ilustrativos de una verdad general—. 


Ejemplo 34 


o. Este razonamiento es inmediato: 
“Los números enteros son números racionales”. 
Luego: “Un número que no es racional no es un número entero. 
1. Este razonamiento es (mediato deductivo) categórico: 
“La verdad es para ser dich”. 
“Esta conclusión no es para ser dichz. 
Luego: “Esta conclusión no es verdad. 
2. Este razonamiento es (mediato deductivo) hipotético, en modalidad positiva: 
“Si la ética es nuestra guía, la verdad es para ser dich. 


“La ética es nuestra guía. 
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Luego: “La verdad es para ser dichz. 
y éste lo es en modalidad negativa: 
“Si nuestro grado ético baja, la maldad sube. 
“La maldad no sube. 
Luego: Nuestro grado ético no baja. 
3. Este razonamiento es (mediato deductivo) disyuntivo, en modalidad positivo-negativa: 
“La verdad es para ser dicha, reservada u oculta. 
“Esta verdad es para ser dichz. 
Luego: “Esta verdad no es para ser reservada ni para ser oculta. 
y éste lo es en modalidad negativo-positiva: 
“La verdad es para ser dicha, reservada u oculta. 
“Esta verdad no es para ser reservada ni para ser oculta. 
Luego: “Esta verdad es para ser dich”. 
4. Este razonamiento es (mediato) inductivo: 


“Dadas las condiciones X, en los sucesos A, B, C, etc., se ha observado el 


mismo fenómeno Y”. 
“El fenómeno Y es indicio de una verdad general en las condiciones X”. 


Luego: “Enlos sucesos A, B, C, etc., se ha descubierto una verdad general en las 
condiciones X'. 


“Las verdades generales en las condiciones X permanecen válidas siempre 


que no cambien dichas condiciones X”. 


Luego: La verdad general que genera los sucesos A, B, C, etc., seguirá así por 


siempre (es universal) (en las condiciones X. 


Por ejemplo: como estos gatos [A, B, C, etc.] los hemos observado de noche [condicio- 
nes X] y todos estos gatos son pardos [fenómeno Y], entonces [inducimos] que de noche 
[condiciones X], todos los gatos —sin excepción— son pardos [ésta es la verdad general 
en las condiciones X]. 


5. Este razonamiento es (mediato) por analogía: 


“La entidad A tiene la propiedad P”. 
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“La entidad A posee la característica C”. 
Luego: Todas las entidades que posean la característica C tienen la propiedad P”. 
[Hasta aquí, una inducción (incorrecta)]. 
“La entidad B posee la característica C”. 
Luego: Laentidad B tiene la propiedad P”. 


[Esto último ha sido una deducción (correcta)]. 


A la expresión verbal del razonamiento (mediato deductivo) categórico la llamamos silogismo? . 


En $ 5.6 (p. 384 de esta edición), repasaremos alguna de estas clases de razonamiento y estu- 
diaremos alguna más; por el camino, estudiaremos varias técnicas y estrategias para demostrar la 


validez o invalidez de un razonamiento. 


$ 0.3 Expresión verbal del concepto: el término 


Definición 0.1.—  Untérmino (o sinónimamente, signo lingúístico), es una unidad mínima lingúística, 
una palabra o colección de palabras, que expresa un sentido, conocimiento o idea, en definitiva, que 
expresa un concepto, por ejemplo, «número» o «cualquier número natural es mayor o igual que cero». 


Definición 0.2.— El significante de un signo lingúístico es la hilera de grafías que lo componen o en 
el caso hablado, la hilera de sonidos (la imagen gráfica/visual o la imagen acústica, respectivamente); 


por ejemplo, en el caso de «número», seis letras, una con tilde, del alfabeto español. 


Definición 0.3.— El significado, también llamado significación o acepción, de un signo lingiístico es 
la representación mental asociada al significante, esto es, el concepto que representa este último —la 


idea de número en el ejemplo con el que comenzamos este subcapítulo—. 


Suelen clasificarse los términos, 
= respecto de la polisemia y sinonimia, en: 
* unívocos, también llamados monosignificativos, aquéllos que poseen una única significación; 


«  multívocos, también llamados polisignificativos o polisémicos, que poseen una pluralidad de 
significaciones, y suele distinguirse en éstos entre una acepción primaria y acepciones secun- 


darias, y 


8 Cfr. infra S 5.0 (p. 355 de esta edición). 
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* decimos que dos términos son términos sinónimos precisamente si siendo distintos corres- 


ponden a un mismo concepto. 

= respecto de su independencia, en: 

*  categoremáticos, con significado por sí mismos, y 

*  sincategoremáticos, con significado sólo cuando acompañan a los anteriores. 
= respecto de su universalidad, en: 

+ concretos, que designan una peculiaridad de un sujeto particular, y 

* abstractos, que designan una peculiaridad de un sujeto genérico. 
= respecto de su aplicabilidad, en: 

*  distributivos, aplicable a todas las entidades de la pluralidad que designa, y 


* colectivos, no aplicable a ninguna de las entidades de la pluralidad que designa. 


Ejemplo 35 


o.  Eltérmino «conjunto de los números primos» es unívoco. 


1.  Lostérminos «árbol», «raíz», «hoja» son polisémicos, todos con una acepción primaria, la 


referida a la naturaleza y con una acepción secundaria matemática. 
2.  Lostérminos «árbol diádico» y «árbol binario» son sinónimos. 


3. El término «número primo» es categoremático, mientras que «algunos», «todos», «bas- 


tantes», «sólo dos», «ninguno», son términos sincategoremáticos. 


4. Los términos «necio», «asociativo», «conmutativo» son concretos, mientras que «nece- 


dad», «asociatividad», «conmutatividad», son términos abstractos. 


5.  Eltérmino «número primo» es distributivo, mientras que «conjunto de los números pri- 


mos» es un término colectivo. 


En el lenguaje ordinario y en el lógico-matemático, el término presenta varias propiedades, en- 


tre ellas las de apelación y suposición (suppositio): 


=  untérmino tiene la propiedad de apelación precisamente si es posible su aplicación a otro tér- 


mino; 


= la propiedad de suposición se refiere al uso del término en lugar del concepto, del objeto o de la 


palabra, y se distingue entre: 
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* suposición real —ocurre con frecuencia en el lenguaje ordinario—, que sucede precisamente 


si se usa el término en lugar del objeto y no del concepto ni de la palabra; 


* suposición material —ocurre con frecuencia en lingitística—, que sucede precisamente si se 
usa el término en lugar de la palabra y no del concepto ni del objeto, y 


* suposición formal —ocurre con frecuencia en el lenguaje lógico-matemático—, que sucede 
precisamente si se usa el término en lugar del concepto y no del objeto ni de la palabra. 


Ejemplo 36 


O. Eltérmino«conmutativo» tiene la propiedad de apelación; por ejemplo, en «(N; +) es con- 
mutativo», el término «conmutativo» (término apelante) se aplica al término «(N; +)» (tér- 
mino apelado). 


1.  En«esta taza es tuya», el término «taza» supone el objeto (una taza real —esta taza—,) y 
no el concepto ni la palabra (suposición real). 


2.  En«“número primo” es una expresión verbal escrita que consta de dos palabras», el tér- 
mino «número primo» supone esas dos palabras (representamos mentalmente ambas pa- 
labras conformando dicha expresión verbal) y no el concepto ni el objeto (suposición ma- 
terial). 


3.  En«todo número primo es mayor que uno», el término «número primo» supone un con- 
cepto, el de número primo, y no el objeto ni la palabra (suposición formal). 


El estudio de los términos, su adopción preferente frente alos conceptos y la de las formas verba- 
les frente a las formas lógicas —mentales—, abocó en la línea innovadora de investigación y desarrollo 
en la lógica medieval, la lógica terminista. Esta lógica centra su estudio en la validez de las inferencias, 


lo más formal posible. Y así hasta nuestros días. 


$ 0.4 Expresión verbal del juicio: la proposición 


$ 0.4.0 Oración declarativa, enunciado y frase 


Manteniendo porjuicio la definición anterior, esto es, una representación mental consistente en 
la afirmación o negación de algo sobre algo, admitimos la siguiente de oración declarativa como ex- 
presión verbal de un juicio —si bien, la proposición, como más adelante se desprenderá sin esfuerzo, 
la envolverá— y sus emparentadas de oración, enunciado y frase. 


Definición 0.4.—  Unaoración (o sinónimamente, sentencia), es una secuencia significativa de signos 
lingitísticos. 
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Definición 0.5.— Una oración declarativa (o sinónimamente, oración enunciativa u oración aseverativa), 
es una oración compuesta por un sujeto y un verbo, cuya significación comporta siempre una pre- 
tensión de verdad o falsedad, de afirmar o negar algo, pretensión que constituye el valor lógico de la 


oración declarativa?. 


Esta pretensión de afirmación o negación, la expresamos mediante una relación lógica entre con- 
ceptos mediante la que afirmamos o negamos uno del otro. De aquí que una oración declarativa sea 
la expresión verbal de un juicio”. 


Así, la oración declarativa es al juicio más o menos lo que el término al concepto. 


Definición 0.6.— Un enunciado (o sinónimamente, expresión declarativa), es una unidad mínima co- 


municativa con sentido completo pragmático, posiblemente dependiente de factores contextuales. 


Un enunciado puede ser una palabra o una secuencia de palabras; en cualquier caso, insistimos, 
es una oración declarativa o una parte de una oración declarativa en algún contexto, y como tal, tiene 
valor de verdad en dicho contexto. 


Ejemplo 37 


La expresión «múltiplo de 12» es un enunciado que es una oración declarativa en un contexto 
determinado, esto es, para un sujeto y verbo concretos; por ejemplo, para el sujeto «36» y el 
verbo «ser», la expresión verbal «36 es múltiplo de 12» corresponde al juicio 36 es múltiplo de 
12 —concepción puramente mental—. 


Observación 0.4.0.— Es cada vez más frecuente el uso de 'oración declarativa' y 'enunciado' 


—Que se sobreentiende contextualizado— como sinónimos. 


Definición 0.7.— La colección de palabras componentes de un enunciado se denomina frase. 


$ 0.4.1 La proposición 


Llegamos en este punto a la concreción de la representación verbal equivalente a un juicio 
—representación puramente mental—, la proposición. 


Definición 0.8.— Una proposición (o sinónimamente, proposición auténtica o proposición enunciativa), 
es una clase de equivalencia de oraciones declarativas equivalentes lógicamente, es decir, semánti- 


camente. 


? Una oración tiene sentido, aunque puede carecer de valor de verdad; la existencia de este último caracteriza la 
oración declarativa. 

12 Como expresión verbal de un juicio, podríamos distinguir entre su expresión oral y su expresión escrita, la primera 
quizás más natural en el sentido de obedecer a reglas menos rígidas. 
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Una proposición se presenta así como el contenido semántico de cualquier oración declarativa o 


enunciado contextualizado que la expresa. 


Un concepto, varios términos: términos sinónimos. Un juicio, varias oraciones declarativas; to- 
das ellas con la misma significación, el mismo juicio. Un juicio, una proposición. Así, el juicio es a la 
proposición aproximadamente lo que el concepto a la colección de términos sinónimos correspon- 


diente. 


Es por englobar la proposición a la oración declarativa, por lo que también decimos de la pro- 


posición que es la expresión verbal del juicio. 


Ejemplo 38 


Proporcionemos ejemplos de oraciones declarativas equivalentes lógica y semánti- 


camente a «36 es múltiplo de 12». 


Resolución. Oraciones declarativas equivalentes lógica y semánticamente a «36 es múlti- 
plo de 12» son, por ejemplo, «12 es divisible por 36», «36 = 12», «12 | 36», «existe un número natu- 
ral k tal que 36 = 12: k». Todas ellas pertenecen a la misma clase de equivalencia —proposición 


auténtica—, sirviendo cualquiera de ellas como representante de dicha clase, por ejemplo, 


[36 es múltiplo de 12] = [36 es múltiplo de 12, 
12 es divisible por 36, 
36 = 12, 
12136, 


existe un número natural k tal que 36 = 12 - k, 


Ñ 


Observación 0.4.1.— De aquí en adelante designaremos la proposición sin los corchetes indica- 


dores de clase de equivalencia, esto es, mediante cualquiera de sus representantes. 
Ejemplo 39 


Proporcionemos un ejemplo de: o., una proposición; 1., una proposición verdadera; 


2., úuna proposición falsa, y 3., una oración que no sea proposición. 


Resolución. 
o.  «Estabola es verde» es una proposición, pues si la bola es verde es verdadera y si es de otro 


color, falsa. 
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1. «Esta frase es verdadera» es una proposición verdadera. 
2. «Esta bola roja es verde» es una proposición falsa. 


3. «Esta frase es falsa» no es una proposición, pues si es cierta entonces es falsa, y si es falsa, 


entonces es cierta. 


Observación 0.4.2.— Enel lenguaje ordinario es frecuente utilizar sinoniímicamente los nombres 
oración declarativa, proposición, enunciado, juicio y frase. ¡Cuidado con ello! No es lo mismo el len- 


guaje ordinario que el lenguaje lógico-matemático. 


$ 0.4.2 Sujeto, predicado y su representación 


Aunque podríamos continuar la exposición en términos de los juicios —representaciones pura- 
mente mentales—, preferimos trabajar de aquí en adelante con sus expresiones verbales, las propo- 
siciones. En otras palabras, hacemos una suposición formal, empleamos proposición en vez de juicio 


(análogamente a la suposición formal de término en lugar de concepto”. 


De acuerdo con la lógica aristotélica, una proposición se representa esquemáticamente por «S 
es P» siendo el sujeto (S), la cópula («es») y el predicado (P) las tres componentes constituyentes de 
la proposición. De hecho, en una lengua humana natural, la mayoría de las expresiones declarativas 


constan de un sujeto y un predicado. 


Definición 0.9.— Grosso modo, 


= el sujeto es la parte de la proposición que representa una entidad o noción acerca de la cual la 


proposición afirma o niega algo, y 


= el predicado es la parte de la proposición que representa lo que se afirma o niega del sujeto, una 


peculiaridad —una propiedad o una no-propiedad, en menor o mayor grado— del sujeto”. 


Según afecte sólo a una, dos, tres, cuatro..., o más entidades, decimos que es, respectivamente, 
un predicado monádico (o sinónimamente, predicado absoluto), diádico, triádico, tetrádico..., o un predicado 


poliádico (o sinónimamente, predicado relativo). 


Para representar entidades concretas utilizaremos las primeras letras minúsculas latinas a, b, 
c, dl... anotadas o no por subíndices, a,, a,..., que llamaremos constantes individuales. Para represen- 


tar entidades arbitrarias utilizaremos las últimas letras minúsculas latinas x, y, z, anotadas o no por 


= Cfr. supra p. 27 de esta edición. 

2 En la construcción —análisis, diseño, implementación, implantación y explotación— de sistemas informáticos se 
utiliza el análisis entidad-relación (CHEN[34]). En este análisis se distingue entre entidades —cosas distinguibles—, rela- 
ciones —interacciones entre entidades— y atributos —propiedades de las entidades y relaciones— (cfr. v. gr. HAWRYSZ- 
KIEWYCZ [35] (pp. 110ss.) [acerca de la persona, vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Igor_Hawryszkiewycz]). 
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subíndices, Xo, X;..., que llamaremos variables individuales. Para cada variable debería conocerse la cla- 
se de entidades a la que representa, su rango o universo de discurso. De cada entidad que pertenece a la 
clase representada por una variable decimos que es un valor o instancia de dicha variable. Para repre- 
sentar predicados utilizaremos las letras mayúsculas latinas P, Q, R..., anotadas o no por subíndices, 


Po, P,..., que llamaremos letras predicativas. 


Con respecto al orden de constituyentes en la proposición, son frecuentes tres notaciones para 
los predicados diádicos en función de la posición de la letra predicativa respecto de las variables o 
constantes: 


=  prefija: PxyoP(x, y), 
=  infija:xPy, 
=  sufijaopostfija: xyP o (x, y)P, 


siendo la primera la habitual para las funciones —P como función—, la segunda para las relaciones 
—P es una relación y vía ella, x está relacionado con y, p. ej., x < y— y operaciones —P es una 


operación y vía ella, x opera con y, p. ej., x + y—y estructural —p. ej., «x e y son P»—*, 

Para el caso de un predicado poliádico y k + 1entidades, Xo, X;, . . . , Xx, la notación es similar: 
== Preia Ps 0 PO), 
=  infja*:x.Px,P---Pxi,y 


A a e E A A 


Ejemplo 40 


Formalicemos la proposición «36 es múltiplo de 12» en notación prefija. 


Resolución. En la proposición «36 es múltiplo de 12», identificamos 
=  elpredicado diádico «ser múltiplo de» que designamos por Pxy, y 
=  dosentidades, 36 y 12, 
tras lo que conviniendo en las representaciones: 


d. 36, 


B No quisiésemos que se nos olvidase mencionar la teoría autopoiética y cómo en ella se distingue en un sistema entre su 
organización —<conjunto de propiedades relacionales de los componentes»— y su estructura —«conjunto de propiedades 
materiales contingentes respecto de la organización»— (vid. FERNÁNDEZ OSTALAZA y MORENO BERGARECHE [36], pp. 
31ss.). 

14 Un ejemplo notable de notación prefija es la notación polaca —vid. actividad 1.9 (p. 155 de esta edición) —. 
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1, 
P <= ser mayor que, 


podríamos formalizar dicha proposición en notación prefija: 


Pasa,. 


$ 0.4.3 Proposiciones categóricas 


En la sección anterior hemos tratado precisamente con las que se conocen como proposiciones 
categóricas, las proposiciones de la lógica aristotélica. 


Definición 0.10.— Una proposición categórica es aquélla que afirma o niega que un sujeto satisface un 


predicado, esto es, esquemáticamente, 
SesP. 


Como decíamos, el sujeto puede ser singular o plural, esto es, puede haber uno o varios sujetos y 
esto hace que se hable de predicados monádicos, también llamados singulares o unitarios, que son aqué- 
llos que representan una afirmación o negación acerca de un solo sujeto —p. ej., «x es un número» 
(un único sujeto: x)—, diádicos, también llamados binarios, que representan una afirmación o nega- 
ción sobre dos sujetos —p. ej., «x es un número menor o igual que 1» (dos sujetos: x y 1)—, triádicos, 
también llamados ternarios —p. ej., «x es un número mayor o igual que o y menor o igual que 1» (tres 
sujetos: Xx, O y 1)—, y así sucesivamente. 


Observación 0.4.3.— La x que hemos usado en los ejemplos anteriores es una variable lógica y 


o y 1son instancias de dicha variable, esto es, constantes. 


Aristóteles clasificó las proposiciones categóricas atendiendo no sólo a la cualidad, según sean 
afirmativas o negativas, sino también a la cantidad, esto es, teniendo en cuenta si el sujeto se toma 
universal, particular o singularmente, es decir, si se consideraban todas, algunas o una concreta de 
las entidades del universo —que también llamaremos ámbito/contexto/dominio/región/territorio (de dis- 
curso/de interpretación/de referencia) o referencial— que lo circunscriba. De esta manera, distinguió cua- 


tro naturalezas básicas en ellas, A, L, afirmativas, y E, O, negativas: 

= proposiciones categóricas aftrmativas: 
A: toda xes y; (universal afirmativa) 
I: alguna xes y; (particular afirmativa) 


= proposiciones categóricas negativas: 
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E: ninguna x es y; (universal negativa) 

O:  algunaxnoesy. (particular negativa) 
Consideró, además, la concreción a entidades (términos singulares): 

ares y; (singular afirmativa) 

anoes y. (singular negativa) 
Observación 0.4.4.— Para Aristóteles, la formalización lógica de cualquier expresión verbal tenía 
la estructura S es P. Esimportante saber que para él, las partículas «todo», «ningún», «algún» eran 


sujetos de predicación en una proposición. No será hasta 1879 cuando Friedrich Ludwig Gottlob 


FREGE considera los cuantores como entidades lógicamente independientes'”. 


Observación 0.4.5.— La figura O.O (p. 33 de esta edición) muestra la representación diagramática 


con diagramas lógicos de Venn de A, |, Ey O. 


S a F S P 
LD 
Toda Ses P Alguna S es P 
(a) A. (b) 1. 
S P S P 
Ninguna Ses P Alguna S es no-P 
() E. (d) O. 


Figura 0.0.— Representación con diagramas de Venn de las proposiciones categóricas A, l, 
E y O. Un área rayada designa que no hay entidades en ella, que está vacía; un 
área con el signo + designa la existencia de entidades en el área, esto es, que 


no está vacía; un área blanca designa que no sabemos si está vacía o no. 


$ 0.4.4 Principios lógicos 


Tres son los principios generales que propuso la lógica tradicional y que siguen formando parte 


de la lógica bivalente de primer orden. Son: 


15 Cfr. infra $ 4 (p. 330 de esta edición). 
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0.”, Principio de identidad: toda proposición se identifica consigo misma; 
1.2, Principio de la no contradicción: ninguna proposición puede ser afirmada y negada a la vez, y 


2.2, Principio del tercio excluso: toda proposición debe ser afirmada o negada. 


Observación 0.4.6.— Otras lógicas puede que no acepten estos principios. Por ejemplo, el prin- 
cipio del tercio excluso no se satisface cuando se consideran más de dos posibilidades. Así ocurriría 
para la formalización lógica de una encuesta cuyas respuestas fuesen «sí», «no», «no sabe/no con- 
testa», para lo que deberíamos utilizar la lógica trivalente; similarmente, para la formalización ló- 
gica de un proceso de votación que incluye las posibilidades «voto a favor», «voto en contra», «voto 


en blanco» y «voto nulo», deberíamos acudir a la lógica tetravalente. 


$ 0.4.5 La coordinación: proposiciones simples y compuestas 


Definición 0.11.— Una proposición simple (o sinónimamente, proposición atómica) es aquélla que no 
puede dividirse en proposiciones más pequeñas. 


Definición 0.12.— Una proposición compuesta (o sinónimamente, proposición molecular) es aquélla que 
es combinación de varias proposiciones simples, enlazadas entre sí mediante enlaces extraproposicio- 
nales —o extraoracionales en el caso de oraciones—, esto es poseyendo una estructura sintáctica coordi- 
nada?*. 


Ejemplo 41 


La proposición «hoy es miércoles y mañana viernes» es una proposición (auténtica) 


compuesta. 


Resolución. En efecto, está compuesta por dos: «hoy es miércoles» y «mañana es vier- 
nes», enlazadas por la partícula «y». Parece que esta proposición debería ser falsa, pues, in- 
dependientemente del día en que la consideremos, al menos una de ellas es falsa. Si bien po- 
dríamos argumentar que podría depender del ámbito semántico, es decir, de los significados 
acordados, imaginemos que sólo estamos hablando de días de trabajo y el jueves es fiesta, en- 
tonces, en efecto, hoy, día de trabajo, es miércoles y mañana, el siguiente día de trabajo, es 
viernes. Dicho de otro modo, conocer el contexto en el que se interpreta, es decir, en el que se 


determina su significado, es esencial para poder evaluar la veracidad de una proposición. 


16 A primeras, podríamos concebir esta estructura sintáctica coordinada como una estructura «superficial» en opo- 
sición a las estructuras algebraicas que estudiaremos más adelante (cfr. infra $ 17 [p. 738 de esta edición]), sin embargo, 
estudiaremos que no es así pues tiene la estructura algebraica de álgebra de Boole (cfr. infra $ 3.7 [p. 319 de esta edición). 
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Representamos las proposiciones por variables semánticas que designaremos por letras latinas 


mayúsculas en itálica A, B, C, etc., afectadas o no por subíndices, Ao, A, etc. 


Estas composiciones suceden de dos formas básicas, que aquí sólo pincelaremos y más adelante 


analizaremos: 


o.*, por conexión mediante juntores, también llamados conectores o conectivas””, ejemplos de los cuales 
son el negador («no A»), el disyuntor («A o B o ambas») y el conjuntor («A y B»), juntores que se 
representan formalmente por signos sentenciales conectivos, que en el caso de los tres anteriores 
son 2, Vy A, quedando pues, 4, AV ByAA B, respectivamente, y 


1.?, poranexión de cuantores, también llamados cuantificadores'*, en cuyo caso interesa distinguir en- 
tre proposiciones particulares y generales, ejemplos de los cuales son el particularizador («al menos 
uno») y el generalizador («todos»), que en lenguaje lógico-matemático se representan formalmen- 
te por signos sentenciales cuantificativos, que en el caso de los dos anteriores son Y y V, respectiva- 


mente. 


Ejemplo 42 


La composición que muestra la proposición «hoy es miércoles y mañana viernes», 
¿lo es por conexión o por anexión? 


Resolución. Por conexión. En efecto, si A es «hoy es miércoles» y B es «mañana es vier- 
nes», la proposición compuesta del ejemplo anterior es 


Ay B. 


Del estudio de las primeras formas de composición se encarga la lógica de juntores, también lla- 
mada lógica de conectores, lógica de conectivas, lógica proposicional, lógica de proposiciones o lógica de enuncia- 
dos”; de las segundas, la lógica de cuantores, también llamada lógica de cuantificadores, lógica predicativa, 
lógica de términos o lógica de predicados?”. Como el estudio de las segundas incluye el de las primeras, 
a la lógica de cuantores se la conoce como lógica de primer orden o lógica de cuantores/cuantificadores de 
primer orden o, a veces, simplemente —y confusamente— como lógica elemental. Es la lógica de primer 
orden un capítulo inicial de la lógica formal, la que, por su tratamiento simbólico actual, suele tam- 
bién llamarse lógica simbólica, y concretamente cuando centra su interés, como es nuestro caso, en su 


aplicación a cuestiones matemáticas, lógica matemática. 


17 Vid. infra S 1.3 (p. 66 de esta edición). 

18 Vid. infra $ 4.1.2 (p. 340 de esta edición). 

1 Debemos tener cuidado con la expresión «lógica de enunciados» pues son muchos los textos en los que por enun- 
ciado se entiende una proposición simple o compuesta y tanto lo sea ésta por conexión de juntores como por anexión de 
cuantores. 

20 También debemos tener cuidado con la expresión «lógica de predicados» ya que, como hemos dicho, entendemos 
por predicado la colección de palabras de una proposición que representa lo que se afirma o niega del sujeto. 
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$ 0.4.6 Proposiciones hipotéticas y disyuntivas 


La lógica medieval consideró, además de las categóricas, las proposiciones hipotéticas y las dis- 


yuntivas. 


Definición 0.13.— Una proposición hipotética (también llamada proposición condicional), es aquélla que 
afirma o niega un hecho condicionado; en su forma general, tanto la proposición condicionante, la con- 
dición, como la proposición condicionada, el hecho condicionado, son proposiciones categóricas, esto 
es, esquemáticamente, 


si Res O, entonces $ es P. 


Definición 0.14.— Una proposición disyuntiva (también llamada proposición excluyente) es aquélla que 
afirma o niega del sujeto uno o más predicados que se excluyen mutuamente, esto es, esquemática- 
mente, 

Ses Po Q (y no ambos). 


$ 0.4.7 Argumentos de enunciado y funtores 


En las expresiones declarativas (enunciados) distinguimos funtores y argumentos de enuncia- 
do (participantes seleccionados por un funtor). Un argumento de un enunciado es una expresión que 
puede o necesita ser esclarecida o incluso determinada. Un funtor es una expresión aclaratoria o de- 
terminadora de uno o más argumentos de enunciado. Un funtor puede anotarse con un subíndice 
que indique el número de sus argumentos de enunciado. Dicho número puede indicarse, redundan- 
temente, mediante lugares vacíos, señalados mediante letras, llamadas variables, en contraposición 


a aquellas otras letras que representan entidades concretas, denominadas constantes. 
Ejemplo 43 


Sea la expresión declarativa (que pretende ser una proposición, aunque aún es incompleta e 
imprecisa), 


estos dos números son mayores que 0; 


en ella distinguimos, a su vez, la expresión «estos dos números», en la que parece necesario 
esclarecer cuáles son tales números, y la expresión «son mayores que 0» que, en este ejemplo, 
si bien aclara no determina, pues existen infinitos números que satisfacen lo expresado por el 


funtor. 


Su esquema o forma descompositiva o estructural es: 


[son mayores que 0), (este número) (este otro número), 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


37 O. Del lenguaje 


que es posible expresar, por ejemplo, con lugares vacíos por argumentos de enunciado, 
[son mayores que OP, ( )( ), 
o con variables por argumentos de enunciado, 


[son mayores que 0), (x) (y). 


Ejemplo 44 


La expresión declarativa «este número y el 2 son mayores que 0», ¿podríamos repre- 


sentarla con una variable y una constante? 


Resolución. Sí: 


[son mayores que 0),(x)(2). 


Algo similar podría hacerse con el funtor; por ejemplo, un esquema con variables por funtor y 


por argumentos de enunciado es 


1H 0)(y). 


Observación 0.4.7.— Este esquema de variables por funtor y por argumentos de enunciado se 


asemeja a la notación elemental para la definición de una función, la correspondiente a este ejem- 


plo sería una de dos variables, f(x, y); de hecho hablaremos de función proposicional”. 


Notemos también que cuando todos los lugares vacíos y todos los provistos de variables se 
llenan o sustituyen con argumentos de enunciado, la expresión declarativa se convierte en ora- 
ción declarativa y por tanto en proposición, al quedar completada y precisada, y poder determinar 
su verdad o falsedad. Por ejemplo, [son mayores que o),(0)(1), falsa, y [son mayores que 0), (1)(2), 


verdadera. Trataremos esto en mayor profundidad cuando estudiemos la semántica. 


Ejemplo 45 


Un ejemplo más complejo es el silogismo hipotético, de la lógica de primer orden, que en pa- 


labras, podría expresarse así: 
Si toda x es y y toda y es z, entonces toda x es z; 


mientras, su estructura constructiva podría expresarse, por ejemplo, así: 


(Si_entonces _),((_y_),(ftoda _es _ J2(x)(y)) (toda _es _ J,(y)(z)))(ttoda _es _ p2(x)(2)), 


2 Cfr. infra $ 1.2 (p. 65 de esta edición). 
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en esta ocasión incluyendo en el funtor, además del número de argumentos de enunciado, su 


posición, lo cual complica, seguramente en exceso, la notación. 


$ 0.4.8 Facetas de la proposición 


En la proposición pueden distinguirse dos facetas: 


O. la una, vista desde la lógica de juntores, como una expresión declarativa en sí (sintaxis), con 
un valor lógico (semántica) y una posible relación descriptiva o explicativa, una teoría del sig- 
nificado, con la realidad o mundo posible, con las personas que usan la lengua y los contextos 
(pragmática”); 

1. la otra, vista desde la lógica de clases”, como una composición estructurada. 


La verdad de las proposiciones obtenidas por la lógica y las matemáticas, a las que llamaremos 
proposiciones formales o teoremas, no depende de los hechos. La verdad de las proposiciones obtenidas 
por otras ciencias y humanidades —física, química, biología, historia, sociología, etc.— y por la f1- 
losofía, a las que llamaremos proposiciones informativas, depende de la experiencia sensible, nuestra 


como humanos y de nuestra tecnología y en último lugar de lo que acontece, de los hechos. 


Para poder hablar de la veracidad o falsedad de una expresión declarativa, es decir, de que sea 
proposición, dicha expresión debe tener significado. El significado y la verdad tautológica de las pro- 
posiciones formales es consecuencia de una demostración formal. Sin embargo, para una proposi- 
ción informativa, ha de establecerse su significado y verificarse su verdad. ¿Cómo? Sigue siendo un 


problema abierto. 


$ 0.5 Expresión verbal del razonamiento: la argumentación 


Definición 0.15.— Una argumentación es un encadenamiento de oraciones declarativas en el que la 


colección de unas primeras justifica una última; como tal, es la expresión verbal de un razonamiento. 


En efecto, llamamos argumentación a la expresión verbal de un razonamiento, si bien no existe 
un nombre comúnmente aceptado y suele usarse el mismo nombre de razonamiento para designar 
tanto el proceso puramente mental como su expresión verbal. Una denominación alternativa para 


dicha expresión verbal, quizás más centrada en la conclusión, es inferencia. 


Definición 0.16.— Un argumento es lo expresado por una argumentación en un lenguaje y estruc- 


tura más cercanos a la lógica-matemática; un argumento suele expresarse como un encadenamiento 


22 Cfr. v. gr. REYES [37]. 
23 Vid. infra S 10 (p. 458 de esta edición). 
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de proposiciones en el que la colección de unas primeras —premisas (también llamadas hipótesis)— 
justifica una última —conclusión (también llamada tesis)—*, 


Definición 0.17.— Un esquema argumental es el correlato de un argumento en lenguaje lógico- 


matemático, habitualmente en su variante más natural”. 
Ejemplo 46 


Sea la argumentación: «Esta persona no tiene el pelo rizado y se sabe que la per- 
sona que diseñó el plan tiene el pelo rizado; total, que esta persona no diseñó el plan». 
Hallemos el argumento correspondiente y la formalización (variables proposicionales, 


esquema argumental y forma lógica). 


Resolución. 
O. Argumento (A): Esta persona no tiene el pelo rizado. Si esta persona es la que diseñó el 


plan, entonces tiene el pelo rizado. Luego, esta persona no diseñó el plan. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, las variables pro- 
posicionales son: 


A = Esta persona tiene el pelo rizado; 
B = Esta persona diseña el plan. 


= Esquema argumental: 
Se tiene A. 


Si se supone B, se sigue A. 


Se sigue 2B. 


que también podría expresarse mediante la coordinación de proposiciones 


si C y D, entonces E, 


donde: 


24 La argumentación y el argumento deben ser equivalentes semánticamente. De hecho, asegurar dicha equivalencia 
es el escollo primario en la formalización. A falta de conocer un algoritmo automático eficiente para determinar la equi- 
valencia semántica entre dos oraciones declarativas en español, un camino es la reescritura y nuestro convencimiento. 
Debemos razonar reescribiendo la argumentación para intentar aclarar su significado y su estructura, su descomposi- 
ción en premisas simples y conclusión, acercando a la vez lo afirmado a patrones más sencillos de traducción a la lógica 
de juntores. La búsqueda de este acercamiento, en definitiva, es la esencia de la conformación del argumento. 

25 Cfr. supra p. lx de esta edición. 
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C < Sucede que se tiene 54; 
D <= Sucede que si se supone B, se sigue A; 
E <= Sucede que se sigue B. 

= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas $ = (do, $,) = (A, B => Aj y la conclu- 
sión y, a saber, 2B. 


La fórmula en lógica de juntores que hemos hallado para A es 


SAM(B => A) > AB. 


$ 0.6 Representación del conocimiento y lógica 


Parece poco discutible que el aprendizaje humano —responsable, sin duda, de su evolución y 
progreso y de su involución y retroceso— está fuertemente influenciado por el conocimiento pre- 
vio poseído. Los sistemas de representación de conocimiento prestan una ayuda empírica razonable a 
los estudios sobre cambio conceptual, al permitir simular las interferencias que se producen entre 
los conocimientos nuevos con los que se poseían de antemano, así como el proceso de desarrollo y 


evolución conceptual. 


Como formalismo de representación del conocimiento, o sea, como la forma en la que el cono- 
cimiento se describe para un grado determinado de abstracción, elegimos un formalismo basado en 


el lenguaje”. 


Ejemplo 47 


Sea el universo U = [o,1,2,3). Eligiendo como lenguaje el sistema binario (sis- 
tema de numeración en el que los números se representan con dos cifras, O y 1), ¿cómo 


podríamos representar la ocurrencia de las entidades de dicho universo en la reunión 
A 


26 Además de lo dicho en el subcapítulo preliminar dedicado a los alfabetos y lenguajes —vid. supra $ 7 (p. lxxv de esta 
edición) —, pensemos en «otros» lenguajes, por ejemplo, la notación Laban (https://en.wikipedia.org/wiki/Labanotation), 
un sistema de notación del movimiento del cuerpo creado por Rudolf LABAN, ampliamente utilizada en danza —vid. v. gr. 
HUTCHINSON[38]—, la notación siteswap, utilizada para describir patrones malabarísticos (https://es.wikipedia.org/wiki/- 
Siteswap), o el Lenguaje de Expresión de Derechos o REL (Rights Expression Language), un lenguaje procesable por máquina 
que se utiliza para expresar los derechos de propiedad intelectual —como el derecho de autoría— y otras condiciones de 
uso sobre el contenido (https://en.wikipedia.org/wiki/Rights_Expression_Language). 
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Resolución. Grosso modo, sin entrar en más formalismos, utilizando sólo dos entidades de 
U, mediante el cuarteto* 0011, ya que sus bits*, leídos de izquierda a derecha, representarían 


el conocimiento siguiente: el primer o, que o no está en A; el segundo o, que 1 no está en A; el 


primer 1, que 2 está en A, y el segundo 1, que 3 está en A. 


* palabra binaria de cuatro bits (nibble, en inglés). Las posiciones son 3210 (esto se debe 


ala expresión polinómica del número). La palabra binaria de ocho bits se llama octeto (byte, en 
inglés). Un octeto lo conforman dos cuartetos, el de los bits en las posiciones O — 3 (cuarteto 
inferior) y el de las posiciones 4 — 7 (cuarteto superior). 

* Dígito binario o bitio (bit, como inglesismo) —en teoría de la información, la unidad 
de información es el shannon, que es la cantidad de información contenida en un bit (equiva- 
lentemente, la cantidad de información contenida en un suceso de probabilidad 1/2)—. 


Ejemplo 48 


¿Y si fuese a futuro y supiésemos que la entidad o sí estará presente, la 1 está en 
duda, y no estarán ni la 2 ni la 3? 


Resolución. Podríamos utilizar una nueva asociación de signos. Por ejemplo, eligiendo 
como lenguaje el sistema ternario””. La palabra ternaria 1200, al ser sus trits leídos de izquierda 


a derecha, representarían el conocimiento siguiente: el 1, que o estará en la reunión; el 2, que 


la 1 está en duda; el primer o, que 2 no estará, y el segundo O, que 3 no estará. 


Según lo presentado y discutido en artículos anteriores, podríamos concretar que para que un 
lenguaje de representación del conocimiento pueda considerarse una lógica, debería tener al menos 


las siguientes características: 
=  segúnJohn Florian SOWwA [39] (pp. 39-40): 
o. unvocabulario, que contiene como vocablos: 
o. signos lógicos comolos juntores (p. ej., V —«0»—3 o los cuantores (p. ej., 3 —<existe»—); 


1. variables, que representan cualesquiera entidades —objetos, conceptos, propiedades, 


relaciones—en el universo de aplicación y cuyo rango está definido por los cuantores; 


2. constantes, instancias de las variables, esto es, identifican entidades —objetos, concep- 


tos, propiedades, relaciones— particulares en el universo de aplicación; 
3. signos de puntuación para agrupar o separar los otros signos; 


1. unasintaxis —que estudie las relaciones entre los vocablos independientemente de lo de- 
signado y que determine cómo construir fórmulas correctas a partir de fórmulas correctas 
dadas— y en particular una teoría de la demostración; 


27 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_ternario. 
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2. una semántica —esto es, el estudio de las relaciones entre los vocablos y su significado (las 
entidades y conceptos que designan) — y en particular una teoría de modelos; dicha semántica 
consiste en 


o. una teoría de referencia que determine cómo se asocian las constantes y variables a las 
entidades del universo de discurso y 


1.  unateoría de la verdad que determine cómo distinguir los enunciados verdaderos de los 
falsos; 


3.  unasreglas de inferencia, esto es, unas normas que determinen cómo se infiere una fórmula a 
partir de otras, lo que nos servirá para caracterizar la validez de un argumento —si además 


el argumento preserva la verdad, decimos que es sólido—, 


= aloque debiésemos añadir la pragmática”*, esto es, el estudio profundo de las conexiones y re- 
laciones entre los vocablos, su uso y las personas que los usan —interrelaciones entre el cómo, 


porqué y para qué—”. 


Todo ello conforma la que podríamos llamar una teoría formal de una lógica. 


$ 0.7 El lenguaje £, de la lógica de juntores 


$ 0.7.0 El vocabulario 


La colección de signos componentes de una proposición se denomina sentencia y los propios sig- 
nos, signos sentenciales. En particular, los signos sentenciales que representan proposiciones simples 
de la lógica de juntores se denominan variables proposicionales, que se simbolizan por letras latinas 
minúsculas p, q,r,S,...,p',Q!,r”,S”,...,p",Q",r”,S",..., Po, P1 Pz, - - también se las conoce co- 
mo variables de enunciado, letras sentenciales enunciativas, símbolos proposicionales o símbolos de enunciado. 


Notaremos una variable proposicional genérica por v. 


Definición 0.18.—  Formalmente, el lenguaje L. —o simplemente L—” de la lógica de juntores se 
define mediante un alfabeto” compuesto por: 


o. unacolección infinita numerable Y de variables proposicionales, es decir, tantas como números 
naturales, 


pen 


una colección finita J de símbolos lógicos de enlace entre dichas letras, Y = [1,id,=, TP U 


[1,ido,id,, 20,1 W,A,4,>,+,+,%,402,1,J, Th según la notación que estableceremos 


más adelante, conocidos como términos de enlace, conectores o conectivas y que nosotros llama- 


28 Cfr. v. gr. REYES [37]. 

29 Cfr. v. gr. PUTNAM [40]. 

30 La razón del subíndice o es porque a veces la lógica de juntores se refiere como una lógica de orden cero. 
3 Vid. supra $ 7 (p. Ixxv de esta edición). 
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remos juntores, denominación que se debe a LORENZEN. Observemos que los juntores son un 
tipo particular de funtores””. Dichos juntores pueden ser monádicos —también llamados mo- 
noargumentales, monarios o unitarios—, caso de que afecten a una única proposición, o diádicos 
—también llamados biargumentales o binarios—, caso de que enlacen dos proposiciones, exis- 
tiendo cuatro juntores monádicos y dieciséis juntores diádicos —si bien también insistiremos 
en que dos de esos juntores pueden considerarse medádicos, esto es, no afectan a ninguna 


proposición, y son la tautología (T) y la contradicción (1)]—, y 


2. una colección finita de signos ortográficos”, de puntuación y auxiliares, con funciones orga- 
nizativas, de delimitación, determinación o aclaración, entre otras; algunos ejemplos son: () 
(paréntesis —redondos—, [] (corchetes —paréntesis cuadrados]), [] (llaves —paréntesis aqui- 


llados o aballestados—,, () (corchetes angulares), etc. 


$ 0.7.1 La fórmula 


Definición 0.19.— Decimos de una variable proposicional que es una fórmula atómica de Lo. 


Definición 0.20.— SeaJ C J.Una fórmula —de L.— generada por J es toda fila de signos que satis- 


faga alguna de las siguientes condiciones: 
Fo. las variables proposicionales, p, q, r..., son fórmulas; 
FI. si-esunjuntor de /, entonces una fórmula precedida de = es una fórmula; 


F2. una fórmula, seguida de un juntor de / distinta de =, seguida de una fórmula, y habiendo hecho 


buen uso de los paréntesis, es una fórmula. 


Pues bien, si = [,A,V,>,+)] € J, entonces llamamos a dicha fórmula generada por /, sim- 
plemente fórmula (o sinónimamente, fórmula bien formada, expresión proposicional significativa, expresión 


bien formada, forma proposicional, forma enunciativa o forma lógica). 


La anterior es una definición inductiva. El paso base es el primero y el paso inductivo lo confor- 
man los dos siguientes. Así, partiendo de J = [=,A, V, >, +), únicamente son fórmulas las filas de 
signos obtenidas aplicando alguna de las tres condiciones. En otras palabras, para J = (=,A,V, => 
, >), mediante la definición anterior, obtenemos el conjunto de todas las fórmulas de la lógica de 


juntores. Notaremos este conjunto por F.. 


Aún más, por suceder precisamente esto decimos que [=, A, V, >, +) es una base de juntores. 


Definición 0.21.— Decimos que un conjunto / de juntores es una base de juntores (baj) (o sinónima- 
mente, conjunto adecuado de conectores/juntores [cac], conjunto completamente expresivo de conectores/junto- 


32 Vid. supra $ 0.4.7 (p. 36 de esta edición). 
3 Cfr. v. gr. https://www.rae.es/dpd/signos ortográficos. 
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res, conjunto completo de conectores/juntores o conjunto funcionalmente completo de conectores/juntores) preci- 
samente si mediante la definición 0.20 (p. 43 de esta edición) obtenemos el conjunto F, de todas las 
fórmulas de la lógica de juntores. 


Observación 0.7.0.— En lostextos en inglés, en vez de Fo, se usa con frecuencia W, W, o Wp, para 


designar al conjunto de todas las fórmulas; esto proviene del inglés «well-formed formula (w.ff)». 


Teorema 0.10 


Un conjunto de juntores es una base de juntores si, y sólo si, todos los demás juntores pueden 


definirse en función únicamente de los del conjunto. 


Estudiaremos las bases de juntores en el ámbito semántico en $ 1.15 (p. 142 de esta edición). 
Ejemplo 49 


La traducción literal a £, del silogismo hipotético —cfr. ejemplo 45 (p. 37 de esta edición) — es 


tt) (NE) +0b0(2)), 


que, relajando un poco la notación, queda 


2 MM MY) A) (6), 


o, alternativamente, 
(MS 0) (9,2), > 062)), 


en la que se conoce como notación prefijo —cfr. notación polaca, actividad 1.9 (p. 155 de esta edi- 
ción) —; similarmente, en notación postfijo, 


(0 y) >, (y 2) 2), (x,2) 2) >, 


y, definitivamente, en notación infijo, con la que seguramente tengamos y tendremos más ma- 
nejo en estas notas, 


(== y) A (y = z)) = (x= 2), 


por ser precisamente la que corresponde a la definición 0.20 (p. 43 de esta edición) —siendo 
J = (=,A,V, >, +), «una fórmula, seguida de un juntor de / distinto de =, seguida de una 


fórmula, y habiendo hecho buen uso de los paréntesis»>—. 


Observación 0.7.1.— Una definición más formal de fórmula precisa de la definición de conjunto 


inductivo** y clausura inductiva**, resultando el conjunto Fo de todas las fórmulas de la lógica de 


34 Vid. infra $ 16.3.0 (p. 724 de esta edición). 
35 Cid. infra $ 16.3.1 (p. 725 de esta edición). 
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juntores ser la clausura inductiva del conjunto Y de las variables proposicionales, para el conjunto 
de constructores que corresponden a definir los juntores implicados —por ejemplo, el constructor 
correspondiente al conjuntor sería 0,(p, q) = p A q, siendo p y q dos palabras cualesquiera del 


alfabeto—. Esta clausura inductiva es, además, una clausura libremente generada”. 
Notaremos las fórmulas con letras griegas minúsculas” (, Y, x, T.. ., ocasionalmente con sub- 
índices numéricos, Po, 1, Pp... .;se denominan variables sintácticas. 


Para notar una colección de fórmulas —o una secuencia, vacía o no de ellas— utilizaremos letras 
griegas mayúsculas T', A, D, W.... 


Ejemplo 50 
=  p> (q > p)esuna fórmula de Lo; 
=  -p=>(p => q)esuna fórmula de Lo; 


=  lafilade signos p)qgA = (r= V q no es una fórmula de Lo. 


Actividad 0.2 


¿Es (p > q) Y (q > p) una fórmula de L, generada por la base de juntores J = (Y, =P? 


$ 0.7.2 La subfórmula 


Definición 0.22.— Llamamos subfórmula de una fórmula q a toda fila de signos consecutivos de Q 
que sea a su vez una fórmula. Y designa el hecho de ser yy una subfórmula de fp. S¿ designará el 
conjunto de las subfórmulas de q», esto es, Sy = [y : $). 


Ejemplo 51 


¿Por qué q no es subfórmula de p)gA => (r=V q? 


Resolución. Porque aunque q es una fórmula de Lo, p)gA > (r= V q nolo es. 


Definición 0.23.— SeaJ C J y q una fórmula de L, generada por /. Una subfórmula de q es toda 
fila de signos que satisfaga alguna de las siguientes condiciones: 


So. toda variable proposicional, p, q, r.... que aparezca en dp es subfórmula de q»; 


36 Vid. infra $ 16.3.2 (p. 726 de esta edición). 

37 El alfabeto griego: a, A (alfa); B, B (beta); y, T (gamma); 0, A (delta); e, e, E (épsilon); €, Z (dseta); 1, H (eta); O, O 
(zeta); 1, | (iota); k, K (kappa); A, A (lambda); 1, M (mi/mu); v, N (ni/nu); , E (xD); o, O (ómicron); 7, 0, (pi); p, o, P 
(ro); O, q, Y (sigma), 7, T (tau); v, Y Gipsilon); d, p, DE); x, X Gi/chi); y, Y (psi); w, Q (omega). 
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S1. si-esunjuntor de /, entonces una subfórmula de q) precedida de = es una subfórmula de q»; 


S2. si una subfórmula de q es de la forma x * T, con x un juntor de J distinto de =, entonces x y T 
son subfórmulas de «. 


Teorema 0.1 


Sóxy = Sy U Sy U [q x yy, para cualesquiera q y y fórmulas de Lo. 


Ejemplo 52 


Sid <= p > (q > p), hallemos S¿. 


Resolución. 
So = Sp U Syrp U lp — (q — p)) [por el teorema 0.11] 
= Sy US¿US, U [q => ppU1p > (q > p)) [por el teorema 0.11] 


=1p)U [qpU(pU [q => ppU(p = (q > p)) [por la definición 0.22] 


=1p,q,9 >p,p > (q > p) [por la definición 10.15]. 


$0.7.3 AñadidosaL, 


Hasta ahora, como signos denotativos hemos utilizado letras latinas y griegas, con una plurali- 
dad de sentidos: 


=  conlas primeras letras minúsculas latinas a, b, c, d. .., anotadas o no por subíndices, 0.,, M;..., 


hemos denotado las constantes individuales, que representan entidades concretas; 


=  conlas últimas letras minúsculas latinas x, y, z, anotadas o no por subíndices, xo, X;. . ., hemos 


notado las variables individuales, que representan entidades arbitrarias; 


=  conlas letras mayúsculas latinas P, Q, R..., anotadas o no por subíndices, Po, P,..., hemos 
notado las letras predicativas, que representan predicados —propiedades, relaciones—; 


=  conletras latinas mayúsculas A, B, C..., anotadas o no por subíndices, Ao, A. . ., hemos notado 


las variables semánticas, que representan proposiciones —simples o compuestas—; 


=  conletras latinas minúsculas, p, q,r..., anotadas o no por subíndices, po, p;. . ., hemos notado 


las variables proposicionales, que representan proposiciones simples; 


= conletras griegas minúsculas, (, Y, x, T..., anotadas o no por subíndices, Qo, (,..., hemos 


notado las variables sintácticas, que representan las fórmulas —formas proposicionales—, y 
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= conletras griegas mayúsculas, I', A, D, W..., anotadas o no por subíndices, D,, D,..., hemos 
representado colecciones de fórmulas. 


$ 0.7.4 La potencia de un juntor 


¿A qué es igual 1 +2 - 3?, ¿a90a7? Casi seguro que el 100 por cien respondemos 7; pero démonos 
cuenta de que lo hacemos porque asociamos en la forma 1+ (2 - 3). Más que la fuerza de la costumbre, 
lo que nos enseñaron, seguro. Y es que existe una regla que nos permite quitar los paréntesis, a saber, 
que el producto actúa antes que la suma —siempre que, como aquí, el producto sea una abreviatura 
dela suma:2-3=3+3=2+2+2—. 


En general, es cuestión de fijar unos criterios; por ejemplo, si conviniésemos en que los siguien- 
tes ocho juntores actúen según el orden =,1,V,Y,=>, +, 


, | y, además, en que el orden de actua- 
ción de juntores iguales es de izquierda a derecha, tendrían que usarse muchos menos paréntesis. 
Por ejemplo, la siguiente expresión 


(pV(qar)e((pvVa)A((pVr) | (pAr))), 


quedaría 
pvqarse(pvq)hA(pvr ipAr). 


Sin embargo, esto puede provocar una pérdida en la claridad de la expresión y, por otro lado, las 
convenciones de órdenes de actuación parecerían depender de quienes escribiesen los textos. 


En lo que sí parece estar la mayoría de acuerdo es en la siguiente definición. 


Definición 0.24.— Decimos que un juntor es más potente que otro precisamente si actúa después o, 


similarmente, un juntor es más débil que otro si actúa antes. 


Observación 0.7.2.— Esto es similar a decir que en la aritmética elemental el conector + es más 
potente que - en 1 +2 - 3 y, por tanto, no son necesarios los paréntesis 1 + (2 - 3). Sin embargo, no 
ocurre así en la lógica de juntores, donde como veremos justo a continuación, consideramos que 


los juntores V y A tienen igual potencia y sí son necesarios los paréntesis como en p V (q A r). 


Orden de prelación de juntores 
Se acepta el siguiente orden de prelación de juntores: 
o. que es eljuntor de menor potencia; 
1. que Aeseljuntor que sigue en potencia, y ésta es igual a la de V y la de Y; 


2. que los demás, salvo > y >, son los que siguen según sus potencias, siendo éstas iguales, y 
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3. que > eseljuntor de mayor potencia y ésta es igual a la de >. 


Reglas de uso de paréntesis 
Además, se adoptan las siguientes reglas de uso de paréntesis: 
o.*, la negación de una proposición simple no requiere paréntesis, por ejemplo: =(p) queda =p; 


1.?, la negación de una proposición compuesta sí necesita paréntesis, por ejemplo: =(p A q) no es 
>p Ag; 


2.*, varios = consecutivos no requieren paréntesis, por ejemplo: 2==p es =(=(=p)); 


3.?, la coexistencia de juntores distintos pero de igual potencia sí requiere paréntesis, por ejemplo, 
sin usar paréntesis, p > q > res ambigua, pues puede interpretarse como (p > q) = ro 


(p => (q r) 


4.?, la coexistencia de conjuntores (A) no requiere paréntesis: p >qArAsesp >(qAr)Asy 


también p >qA(rAs); 
5.*%, la coexistencia de disyuntores (V) no requiere paréntesis; 
6.?, la coexistencia de contravaledores (Y) no requiere paréntesis; 
7.2, la coexistencia de equivaledores (+>) no requiere paréntesis, y 
8.*, la coexistencia de implicadores (>) sí requiere paréntesis. 


Observación 0.7.3.— Si un juntor como operación satisface la propiedad asociativa, no requiere 


paréntesis. 


Observación 0.7.4.— En cualquier caso, ante la duda, usemos paréntesis, que ya lo afirma el re- 


frán: «más vale que sobre que no que falte». 


$ 0.7.5 Grado lógico, signo dominante y alcance 


Definición 0.25.— Llamamos: 


o. grado lógico de una fórmula al número de juntores que posee contando las repeticiones (por lo 


que el grado lógico de una variable proposicional es cero); 
1.  signodominante de una fórmula (compuesta) al juntor más potente de la misma, y 


2. alcance de un juntor en una fórmula al conjunto de fórmulas o subfórmulas del cual sea signo 
dominante. 
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Ejemplo 53 


Sea la fórmula (p => q) A =p = q. Hallemos: o., su grado lógico; 1., su signo 


dominante, y 2., el alcance de » en ella. 


Resolución. 
o. Sugrado lógico es 4 pues éste es el número de juntores contando las repeticiones (dos => 


más un = más un A). 


1.  Susigno dominante es > (el segundo comenzando por la izquierda). 


2.  Elalcance de » en dicha fórmula es ([p => q, =p). 


$ 0.7.6 Árbol-fórmula 


Definición 0.26.— El árbol-fórmula de una fórmula es su representación en forma de árbol enraiza- 
do ordenado”. Dada una fórmula , decimos que un árbol es el árbol-fórmula de f, y notamos 74, 


si satisface: 

o.  T¿esun árbol enraizado ordenado finito. 

1. Los nodos no hojas de / ¿son juntores, salvo 1 y T. 

2. Los nodos hojas de 7 ¿ son variables proposicionales o Lo T. 


3. Todo nodo no hoja de T¿ tiene dos descendientes inmediatos, salvo los nodos correspondientes 


a = y aid que tienen sólo uno. 


T; es el árbol hoja T y T, es el árbol hoja 1. 
Ejemplo 54 


Representemos la fórmula lógica (p > q) A =p = q mediante su árbol-fórmula. 


Resolución. La representación de la fórmula lógica (p > q) A =p — q mediante su 
árbol-fórmula, construido ascendentemente, con los juntores situados en los nodos raíz de los 


diferentes subárboles y los argumentos en los nodos hoja es 


38 Para la definición de árbol enraizado ordenado, vid. supra p. 165 de esta edición. 
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IN 


> = 


p q Pp 


Observamos que, como estudiamos en el ejemplo 53 (p. 49 de esta edición), su grado lógico 


es cuatro (los cuatro juntores que hay en el árbol), su signo dominante es el segundo implicador 


(está en la raíz) y el alcance de Mes [p > q, =p) (las subfórmulas en el subárbol de raíz A). 


Teorema 0.12 


Si y es una subfórmula de p, entonces 7, es un subárbol de T¿. 


$ 0.7.7 Literal, cubo y cláusula 


Definición 0.27.— Según los juntores que dominen se destacan algunos tipos de fórmulas: 


o. un literal es una variable proposicional o negación de una variable proposicional; los literales p 
(literal positivo) y =p (literal negativo) se denominan literales opuestos; habitualmente A designa un 


literal positivo, sea sin o con subíndices: Ao, A. . .; 
1. una fórmula conjuntiva, también llamada de tipo a, es una conjunción de literales; 


2.  uncubo —también llamado término producto en el ámbito de los sistemas digitales— es un literal 


o una fórmula conjuntiva; 
3. una fórmula disyuntiva, también llamada de tipo $, es una disyunción de literales; 


4.  unacláusula —también llamado término suma en el ámbito de los sistemas digitales—es un literal 


o una fórmula disyuntiva. 


$ 0.8 Lenguaje y metalenguaje 


Cuando afirmamos algo sobre las fórmulas o acerca de interrelaciones entre ellas no esta- 
mos empleando el lenguaje £, sino otro lenguaje que llamamos metalenguaje. En este caso, L, es 
un ejemplo de lenguaje objeto —que también diremos lenguaje situado en un grado/nivel cero de 


metalenguaje—. Por ejemplo, la fila de signos «=p V q» es una fórmula escrita en el lenguaje Lo; sin 
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embargo, toda la afirmación, esto es, «la fila de signos “=p V q” es una fórmula escrita en el lenguaje 
Lo» está escrita en el metalenguaje. 


Convenimos en que los nombres de las letras sentenciales y de los juntores en el metalenguaje 
son ellos mismos, lo que, por ejemplo, nos permite escribir: 


=  Cuandoescribimos p V q queremos decir “sucede p o sucede q”. 

=  Lafila de signos p)=q carece de significado en la lógica de juntores. 

=  Lossignos — y V son juntores y la sentencia =p es una proposición compuesta. 

en vez de tener que escribir, respectivamente: 

=  Cuandoescribimos «p V q» queremos decir “sucede p o sucede q”. 

=  Lafila de signos «p)=q» carece de significado en la lógica de juntores. 

=  Lossignos «=» y «V» son juntores y la sentencia «=p»es una proposición compuesta. 


Por otro lado, en algunos textos se utiliza la tipografía en itálica para el lenguaje objeto y la nor- 
mal para el metalenguaje —así, (p > q) Ap —> q es del lenguaje objeto y (p > q) Ap = q es del 
metalenguaje—, mientras que en otros, se usan letras latinas para el lenguaje objeto y letras griegas 
para el metalenguaje —así, (p => q) Ap — q es del lenguaje objeto y (1 >= 0) AyT —= Bes del 
metalenguaje—. 


En estas notas designamos las fórmulas con letras minúsculas del alfabeto griego. Así, 
p= Y, 


que expresa una relación entre dos fórmulas, pertenece en realidad al metalenguaje, y no es una fór- 
mula, pues éstas pertenecen al lenguaje objeto; diremos que es un esquema de fórmula, una colección 
de infinitas fórmulas, una de las cuales podría ser, por ejemplo, la ley de Clavio —conocida también 
como consequentia mirabilis—, 


(=p => p) — p, 


si bien, podríamos enunciar la propia ley de Clavio en el metalenguaje, 
9 => $) > d, 
siendo entonces un ejemplo de instancia de ella, 


lp V (q = r)) > (PV (q => r))) = (p V (q > r)). 
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Ejemplo 55 


Para los siguientes esquemas de fórmulas —enunciados en el metalenguaje, que 
son leyes clásicas de la lógica de primer orden—, proporcionemos ejemplos de instancias 


suyas. 
o. (=p>P>0 (Consequentia mirabilis) 
LL (PpATPH)>Y (Ex falso quodlibet) 
2 AÍPNAQ) (Principium contradictionis) 
3. (p$pV-0Q) (Tertium non datur) 


Resolución. A modo de ejemplo de instancias suyas, las siguientes: 
o. (HpAgq)=(pAq)=/(PAg); 
LL (pVq)A=(pv q)) = (p = 9); 


2. A(pV(=r=>q)A=(pV (ar > q))); 


3. ((peq)va=(p + q)). 


$ 0.9 A vueltas con el razonamiento: la contraargumentación 


Un argumento, sea A, no es más que una interpretación, es decir, una expresión en lenguaje or- 
dinario, en nuestro caso español, de una forma lógica, digamos A, que hemos determinado adecuada 
para representar a A. Entonces, un contraargumento de Á es un argumento en la misma forma ló- 
gica que Á, esto es, una nueva interpretación de la forma lógica A, tal que la colección de las premisas 
no justifica su conclusión; su correspondiente contraargumentación es un encadenamiento perti- 


nente de oraciones declarativas. 


Ejemplo 56 


Sea la argumentación: «Si sucede alguna de dos cosas, suceden ambas». Hallemos 
un argumento que le corresponda, una formalización en lógica de juntores (variables 
proposicionales, esquema argumental y forma lógica), un contraargumento y una con- 


traargumentación. 


Resolución. 
O. Argumento (A): Si sucede una primera cosa o sucede una segunda cosa, entonces sucede 


tal primera cosa y sucede dicha segunda cosa. 
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1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las cosas, las variables proposi- 
cionales son: 


A <= Sucede la cosa A; 
B = Sucede la cosa B. 


= Esquema argumental: 
SetieneAo B. 


Se sigue Ay B. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Dd = [p,) = [A V B) y la conclusión y, a 
saber, AMB. 


La fórmula en lógica de juntores que hemos hallado para A es 


AVB=AANB. 


A modo de ejemplos de contraargumento y contraargumentación, los siguientes. 


2.  Contraargumento: Si sucede la primera cosa y no sucede la segunda, entonces sucede la 
primera cosa o sucede la segunda, pero no es cierto que sucedan la primera cosa y la se- 
gunda. 


3.  Contraargumentación: Si sucede una de dos cosas no es cierto que sucedan ambas pues pue- 


de que una no suceda. 


En el ejemplo, el hallazgo de la forma lógica ha sido clave. Esta forma lógica es un esquema de 
fórmula —de fórmulas en relación— perteneciente al metalenguaje. Así vemos cómo el metalenguaje 


ayuda, sin duda, a encontrar contraargumentaciones. 


Si hacemos partícipe a la semántica podríamos comprobarlo, por ejemplo, mediante una tabla 
de verdad”. 


32 Vid. infra definición 1.2 (p. 59 de esta edición). 
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$ 1.0 La interpretación, el modelo y el contramodelo 


La semántica, saber de las significaciones de los signos y sus combinaciones, también ayuda a 


encontrar contraargumentaciones. 


En los artículos anteriores han aparecido proposiciones compuestas y esquemas de fórmulas en 
relación, por ejemplo, la forma lógica $ V y => HA Y enel ejemplo 56 (p. 52 de esta edición). Aunque 
podríamos profundizar en el estudio de la coordinación entre proposiciones desde la sintaxis, como 
un juego de letras, prefiero que lo hagamos haciendo partícipe la semántica y la pragmática, ¡no en 
vano somos criaturas humanas! 


Nuestro interés, en definitiva, radica en la decodificación de los signos de expresiones sintácti- 
cas con el fin de determinar los mensajes de dichas expresiones (su contenido semántico) y, recípro- 


camente, en la codificación de un significado en una combinación de signos sintácticos. 


Como afirma Esther TORREGO [43] (p. 139), el aprendizaje de una lengua no materna (Li) 
—lenguaje lógico-matemático, en nuestro caso— se diferencia de la adquisición de una lengua ma- 
terna (Lo): o.”, la adquisición de una segunda lengua requiere esfuerzo consciente; 1.%, no se obtie- 
nen resultados uniformes con su aprendizaje; 2.*, la lengua segunda interfiere frecuentemente con 
la lengua materna y con otras lenguas segundas aprendidas, y 3.”, los procesos de imitación y memo- 


rización son esenciales. 


Esto hace que debamos prestar máxima atención a los procesos de traducción directa —de L1 a 


Lo— y traducción inversa —de Lo a LI—; tarea que nos llevará unas páginas. 


$1.0.0 La interpretación 


Pensemos en la expresión verbal «Toda criatura humana comete errores». Si tuviésemos que 
decir si es verdadera o falsa, seguramente diríamos que es verdadera, por lo que estaríamos ante una 
proposición. Entonces, podríamos también decir que su valor de verdad es verdadero, que denotare- 


mos por 1 (o sinónimamente, V), en oposición a falso, que denotaremos por o (o sinónimamente, F). 


Notemos que si hubiésemos elegido el camino de la sintaxis en soledad, estas mismas cuatro 
grafías o,1(oF y V) serían sólo dos letras que se combinarían conforme a las reglas del juego sintáctico, 


aunque el significado no se asomaría por ningún lado. 


Si Arepresenta una proposición, la expresión simbólica 


LA] 


2 Decía Alan TURING que cometer errores es parte esencial de la inteligencia observada y, por ende, de cualquier 
inteligencia artificial. 
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significa “el valor de verdad de la proposición designada por 4”. También se usan las designaciones 
A] e 1(4) la”? es de interpretación)). 


Así, si 


<= «Toda criatura humana comete errores», 
podríamos escribir [A] = 1,|4] =10/(4) = 1. 


De aquí en adelante utilizaremos las denotaciones o y 1. 


Definición 1.0.— Decimos que el valor de verdad —concepto acuñado sobre 1879 por FREGE y PEIR- 


CE— de una fórmula q) es 1 cuando es verdadera, y o cuando es falsa. 
De aquí el nombre de lógica bivalente. 


Observación1.0.0.— Existen muchos tipos de lógicas, entre ellas, por ejemplo, la lógica poliva- 
lente, en la cual, una proposición puede tener un cierto grado de verdad o falsedad; por ejemplo, 
«mañana lloverá», de ser imposible hoy tener la certeza de su verdad o falsedad, en lógica bivalente 
no sería una proposición hasta el día siguiente, que comprobásemos si llueve o no. Pero en lógica 
polivalente asignamos al hecho de ser falso el valor o, al hecho de ser cierto el valor 1 y si, por ejem- 
plo, esperamos que llueva con un 70 por ciento de posibilidades, decimos que el grado de verdad 


de la anterior proposición es 0, 7. 


Definición 1.1.— Llamamos interpretación a cualquier función / : V => [o,1). Una interpretación 
para una fórmula « es la restricción de una interpretación al subconjunto V¿(C V) de variables de 
enunciado que aparecen en d, esto es, una asignación de valores de verdad a todas y cada una de 
dichas variables de enunciado. Esta asignación determinará, como veremos más adelante, el valor 
de verdad de la fórmula. 


De este modo, el valor de verdad de una variable proposicional p no es más que la imagen por al- 
guna interpretación. Por ello, también lo notaremos por /(p). Cuando q) sea una fórmula compuesta, 
I(p) designará su valor de verdad”. 


Siendo q una fórmula y w una secuencia finita de valores de verdad, emplearemos la notación 
Ip) o Ip, w) para mayor especificidad; por ejemplo, si fp es una fórmula tal que sus variables de 
enunciado son p, q y r, notaremos loo(p) o I($, 010), donde 010 abrevia la asignación simultánea 
(p,q,r) = (0,1,0), esto es, la interpretación /(p) = 0, (q) = 1, I(r) = 0, o abreviadamente, 
AP rPE=(9,1,0). 


* Vid. infra definición 1.1 (p. 58 de esta edición). 
2 Cfr. infra definición 1.17 (p. 108 de esta edición). 
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$ 1.0.1 La tabla de verdad 


Definición 1.2.— Una tabla de verdad para una fórmula es una disposición rectangular de los valores 
de verdad de la misma, teniendo tantas filas como interpretaciones y figurando en cada fila una, y 
sólo una, de sus interpretaciones. 


Ejemplo 57 


¿Cuál es la tabla de verdad de d si sus únicas variables de enunciado son p y q? 


Resolución. Si las únicas variables de enunciado de « son p y q, entonces la tabla de 
verdad de q es 


py o) O) 

1 1 | 10) 1 1 | [0 

1 O| hold)  quetambién es posible notar 1 o|lólo 
1 lap) 1 | [ólo 
O | loo(«) o | [óloo 


Usaremos cualquiera de estas notaciones indistintamente. 


Observación1.0.1.— La tabla tiene tantas filas como interpretaciones conjuntas de todas las va- 
riables de la fórmula —p y q, en este caso—, dichas interpretaciones no son más que los valores 
K(p, q), esto es, (1,1), (1, 0), (0,1) y (o, 0). Por ello, asimismo, los valores 1,1, o, o en la columna «p» co- 
rresponden a interpretaciones de p, esto es, son valores /(p) y los 1,0,1,0 de la columna «q» son 


valores 1(q). 


$ 1.0.2 El modelo 


Llegado este punto nos permitimos identificar la interpretación /,, con la variación con repeti- 
ción w; así hablaremos de la interpretación 101 o /,/,, indistintamente. 


Definición 1.3.— Decimos que la interpretación w es un modelo para la fórmula p precisamente si y 
es verdadera con la interpretación w, es decir, precisamente si /,,(p) = 1; M(4) designa el conjunto 


de todos los modelos para la fórmula q, esto es, M(q) = [w : I,(p) = 1). 


Definición 1.4.— Decimos que la interpretación w es un modelo para el conjunto de fórmulas Y preci- 
samente si w es un modelo para toda fórmula de 9; M(0) designa el conjunto de todos los modelos 


para el conjunto de fórmulas $. 
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Teorema 1.0 


M(8)= N M4). 


pedo 


Ejemplo 58 


Demostremos que no existe ningún modelo para el conjunto de fórmulas [p, =p). 


Resolución. Esto es así porque las únicas interpretaciones de p son |, e l, por lo que sólo 


son dos las valoraciones de verdad de las fórmulas de [p, =p], a saber, 


p| p|>p 


Ra 
pe 


o| 1 


O o) 1|O 


y, como observamos, los únicos pares de valores de verdad posibles son (1, 0) y (0, 1). 


Ejemplo 59 


Demostremos que la interpretación /(p) = o, (q) = O es un modelo para el con- 
junto de fórmulas $ = [p + q, (=p A q)). 


Resolución. En efecto, la valoración de verdad de las fórmulas de P con la interpretación 


loo eS 


pal p «eq [SA pang) 


oo | o[io 1000 


en otras palabras, l,, es un modelo para p + q y para =(=p A q) y, por lo tanto, un modelo 


para d. 


Observación 1.0.2.— Aunque la hemos ejemplificado en la tabla de verdad del ejemplo 57 (p. 59 
de esta edición), como seguramente leeremos textos que la usen, las designaciones /(«), l((p), se 


escriben con la otra notación, [p],, [p] y, respectivamente. 


Definición 1.5.— Decimos que una tabla de verdad de una fórmula es tautológica si todas las in- 
terpretaciones son modelos, satisfactible si al menos una interpretación es modelo e insatisfactible si 


ninguna interpretación es modelo. 
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$ 1.0.3 El contramodelo 


Definición 1.6.— Decimos que la interpretación w es un contramodelo para la fórmula q» precisamen- 
te si p es falsa con la interpretación w, es decir, precisamente si /,,(p) = 0;C(() designa el conjunto 
de todos los contramodelos para la fórmula pp, esto es, C(p) = [w : I.(p) = 0). 


Definición 1.7.— Decimos que la interpretación w es un contramodelo para el conjunto de fórmulas P 
precisamente si w es un contramodelo para alguna fórmula de P;C(P) designa el conjunto de todos 
los contramodelos para el conjunto de fórmulas O. 


Teorema 1.1 


c(9)= U C(9). 


pc 


Definición 1.8.— Sea qp la fórmula $, AQ, A... Ad, — Y. Llamamos conjunto decisor para «q a 
cualquier conjunto I' de fórmulas tal que se satisface que w es un modelo para I' si, y sólo si, w es un 
contramodelo para dp. Si hay lugar a confusión, pudiésemos designarlo haciendo referencia a d, así: 
En 


Teorema 1.2 
Sea Dd = [do, 1... Pnj.SeaT = PU [244]. Sea pla fórmula do APA... AQ => Y. 
Se satisface que w es un modelo para I' si, y sólo si, w es un contramodelo para q. En otras 


palabras, I' es un conjunto decisor para <p. 


Observación1.0.3.— Esta equiparación se registra en lógica de juntores en el hecho de que la 
tabla de verdad de la fórmula =(p => Y) > $ A au es tautológica*, lo que se corresponde con 
la equivalencia lógica principio de Crisipo*, con la regla deductiva negación del implicador (NI)? y 


con la regla semántica falsedad de la implicación (Fly*. 
Ejemplo 60 


Sean 9 el conjunto [p += q) y Y la fórmula =p A q. Hallemos un contramodelo 
para (p + q) => (=p Ag). 


3 Más adelante diremos: en la sintaxis, que es un teorema lógico (cfr. infra $ 2.0 [p. 159 de esta edición]), y en la se- 
mántica, que es una fórmula válida (cfr. infra definición 1.11 [p. 104 de esta edición]). 

* Vid. infra $ 1.27 (p. 147 de esta edición). 

3 Vid. infra $ 2.2..37 (p. 198 de esta edición). 

6 Vid. infra $ 3.3.0 (pp. 245ss. de esta edición) y $ 4.1.8 (pp. 345ss. de esta edición). 
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Resolución. En el ejemplo anterior hemos demostrado que la interpretación lo, es un 
modelo para PU[=1p], esto es, paraT. Pues bien, dicha interpretación, lo, es un contramodelo 


para (p > q) > (=p A q), como apreciamos en la tabla de verdad 


Pp al(p oq) + (A pPAGq.) 


o o| o 10 O 100.0 


Ejemplo 61 


Hallemos una contraargumentación para la argumentación «Teniendo que suceder 
una segunda cosa cuando sucede una primera y ésta cuando sucede la segunda, se de- 


duce que, a la vez ocurre que no sucede la primera y sí sucede la segunda». 


Resolución. 
O. Argumento (A): Llamemos p a la primera cosa y q a la segunda. Si sucede p, entonces su- 


cede q, y si sucede q, entonces sucede p. Luego, no sucede p y, a la vez, sucede q. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todos los sucesos, sean las 


siguientes dos variables proposicionales y sus correspondientes significados: 


p = sucede p, 


q = sucede q. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p, se sigue q, y si se supone q, se sigue p. 


Se sigue no p y q. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas P = [do) = [p > q) y la conclusión y, a 
saber, =p A q. 


La fórmula en lógica de juntores que hemos hallado para A es 
(p + q) > (=pAg). 


Llamémosla A. 
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2. Resolución de A. 


Por el ejemplo anterior sabemos que la interpretación //¿, es un contramodelo para A, a 
saber, caso de que no sucedan ni p ni q, se satisface la premisa pero no así la conclusión. 


Esto demuestra que Á es un argumento no válido. 


Dicho contramodelo permite construir una contraargumentación y deducir, por lo tan- 
to, que la argumentación no es válida. Para ello, tengamos en cuenta que el hecho de no 


satisfacerse bo. => y equivale a que se satisfaga Ho A 14. 
A modo de ejemplos de contraargumento y contraargumentación, los siguientes. 


3.  Contrargumento: Si no suceden ni p ni q se satisface lo afirmado por la premisa «si sucede 
p, entonces sucede q, y si sucede q, entonces sucede p» (ya que no afirma nada caso de 
que no sucediesen), pero no se satisface lo afirmado por la conclusión «no sucede p y, 


simultáneamente, sucede q» (ya que no sucede q). 


4.  Contraargumentación: Si no suceden ninguna de dos cosas, una primera y una segunda, es 
cierta la premisa, pues se mantiene la equivalencia en el suceder ambas a la vez, pero no es 


cierta la conclusión, a saber, que no suceda la primera y síla segunda, simple y llanamente, 


porque no sucede la segunda. 


$ 1.1 Número de juntores 


Teorema 1.3 (Número total de juntores) 


A o ó n ña o 6 2 o 
En lógica bivalente existe un total de 2? funciones veritativas enádicas; esto es, 2? = 2 me- 


dádicas (de orden 0), 22 = 4 monádicas (de orden 1), 2% = 16 diádicas (de orden 2), 2% = 256 
triádicas (de orden 3), 2% = 65 536 tetrádicas (de orden 4), etc. 


Demostración. La tabla de verdad de una fórmula en la que aparecen dos variables proposicio- 
nales, p y q, tiene cuatro filas, correspondientes a (1, 1), (1, 0), (o, 1) y (o, 0), las posibles valoraciones 
de verdad de (1(p), I(q)). Este número de filas es el número de variaciones con repetición” de dos elemen- 
tos del conjunto [o, 1), esto es, VR (2,2) = 2?. El número total de juntores diádicos es el de posibles 
tablas de verdad de 2? filas, esto es, el de variaciones con repetición de 2? elementos de [o, 1) (es de- 
cir, éstos tomados de 2? en 2?), que es” VR(2, 2?) = 2”. En general, el número de filas de la tabla de 


verdad de cualquier fórmula en la que intervienen n variables es” VR(2, n) = 2”, y el número total de 


juntores enádicos es” VR(2, 2") = 2”. (Continúa en la actividad 19.5 [p. 1022 de esta edición]). 


En la lógica de juntores: 


7 Vid. infra teorema 19.28 (p. 1020 de esta edición). 
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O. 


los dos juntores medádicos son tautología (T) y contradicción (1), cuyas tablas de verdad son 


E 
1|0 


los cuatro juntores monádicos son tautología (T), negador (>), afirmador (id) y contradicción (_L), 


cuyas tablas de verdad son 
p || T|=p|idp | 


los 16 juntores diádicos son tautología (T), incompatibilizador (|), implicador (material) (>), negador 
(del argumento izquierdo) (2.), replicador (material) (—), negador (del argumento derecho) (=,), equi- 
valedor (+), negador conjunto (]), disyuntor (V), contravaledor (Y), afirmador (del argumento derecho) 
(id), desreplicador (material) (+), afirmador (del argumento izquierdo) (ido), desimplicador (material) 


(>), conjuntor (A) y contradicción (1), cuyas tablas de verdad son 


plq|Tiplqg p>q | poq pq puqlp>q|plg 
1|1[1| 0 1 o) 1 o) 1 o) 
1101 1 o) o) 1 1 o) o) 
111 1 1 1 o) o) o) o) 
ol1/ 1 1 1 1 1 1 1 
plalpva pYq pidq p*=q | pidqlip=q | pAq|_ 
E: 1 o) 1 o) 1 o) 1 o) 
110 1 1 o) o) 1 1 o jo 
1 1 1 1 1 o o 
o) o) o) o) o) o jo 


Las estudiaremos en $ 1.3 (pp. 66ss. de esta edición). 


Observación 1.1.0.— Las parejas de juntores y sus negaciones son: 


tautología (T), contradicción (_.); 


afirmador (id), negador (+); igual como juntores diádicos: 
afirmador del argumento izquierdo (id,), negador del argumento izquierdo (24); 


afirmador del argumento derecho (id,), negador del argumento derecho (+1); 
disyuntor (V), negador conjunto (|); (de aquí que sea frecuente designar este último por v); 


conjuntor (A), incompatibilizador (|); (de aquí que sea frecuente designar este último por A); 
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=  implicador (material) (>), desimplicador (material) (-+); 
=  replicador (material) («—), desreplicador (material) («-); 


=  equivaledor (+5), contravaledor (Y): (de aquí que sea frecuente designar el primero por Y). 


$1.2 Función proposicional 


La expresión «x es divisible por 24» es una proposición verdadera o falsa según el valor de x; si, 
por ejemplo, x es múltiplo de 24, esto es, si x es O, —24, 24, —48, 48..., entonces es verdadera, pero 


si x no es múltiplo de 24, es falsa. Diríamos, por ejemplo, que 
P() = x es divisible por 24 


es una función proposicional en el conjunto de los números enteros, P : Z —> [o,1). Resultaría en- 


tonces que para cada número entero n, P(n) es una proposición; por ejemplo, 


P(0) = 0es divisible por 24, 


P(1) = 1es divisible por 24, 


son ambas proposiciones, siendo P(1) verdadera y P(0) falsa. 


Definición 1.9 (Función proposicional).— Decimos de una fórmula que es una función proposicional 
(o sinónimamente, función, matriz o forma enunciativa [FREGE]) definida en un conjunto C de posibles 
sujetos si se transforma en una proposición para algún elemento de C. El subconjunto S de elementos 
de C que satisfacen la fórmula se denomina a veces conjunto de verdad de la fórmula (o sinónimamente, 


conjunto-solución o parte de C asociada a la fórmula). 
Ejemplo 62 


Sea A = [n € N : nes un número impar menor que 23). Sean: 


Px <= x es divisible por 6, 


Ox = x es un número primo. 


¿Cuáles son los conjuntos de verdad de Px y Qx en A? 


Resolución. El conjunto de verdad P de PxenAes P = Q; el de OxenAes Q = 


13,5,7,11,13,17, 19). 
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Observación 1.2.0.— Como tal función que es P(x), al sujeto, ese elemento indefinido x de C, 
también es posible referirnos a él como el argumento de la función proposicional P(x), de manera 
que podremos hablar de función proposicional monoargumental, diargumental, triargumental, 


. .., n-argumental o poliargumental (más de un argumento pero sin especificar su número). 


Observación 1.2.1.— Como hemos visto, somos libres de usar paréntesis o no, es decir, de escribir 


P(x, y) o Pxy para la misma función proposicional; en cualquier caso, se predica P de x e y. 


Observación1.2.2.— Elavance sobre la lógica tradicional ha sido advertir que el esquema S es P 
no corresponde a todas las proposiciones e idear el concepto de función proposicional P(s) donde 
P designa el verbo y s el sujeto. Es frecuente para facilitar el cálculo lógico, que P(s) se sustituya 


por una sola letra p. 


$1.3 Composición mediante conexión y su simbolización 


De los cuatro juntores monádicos y 16 diádicos, 


Sr 7 [1, id, Ly T) Ú [1,ido, id,, Tort V, A, Ya DT) O), —, O, 


, Jl, T ) , 
algunos son habituales en nuestro lenguaje ordinario. 


En este subcapítulo veremos el significado y el significante de estos enlaces entre proposiciones, 
reflexionaremos sobre cómo las conectamos, reuniremos diferentes expresiones en español que re- 
presentan esas conexiones, presentaremos los símbolos que usaremos para designar los signos sen- 


tenciales conectivos y proporcionamos sus definiciones mediante sus tablas de verdad*. 


Ejemplo 63 


O. Pensemos en las proposiciones simples: 


Po < 6174 es un conjunto, 


do <= 6174 es un número natural, 


y en las siguientes proposiciones compuestas que han obtenido conectando/juntando po 


con q. mediante diferentes juntores —destacados en letra itálica—: 


p, <= Indiscutiblemente 6174 es un número natural. 
P2 <= 6174 no es un conjunto. 


P3 = 6174 es un conjunto o 6174 es un número natural. 


$ Vid. supra definición 1.2 (p. 59 de esta edición). 
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Pa = 6174 es un conjunto y 6174 es un número natural. 

ps = O bien 6174 es un conjunto o bien 6174 es un número natural. 

Ps <= Si 6174 es un conjunto, entonces 6174 es un número natural. 

Pp, <= 6174 es un conjunto siempre que 6174 sea un número natural. 

Ps = 6174 es un conjunto, pero 6174 no es un número natural. 

Ps = 6174 no es un conjunto, pero 6174 (sí) es un número natural. 
Pio <= Ser 6174 un conjunto es equivalente a ser 6174 un número natural. 

Pu <= Ser 6174 un conjunto es incompatible con ser 6174 un número natural. 


Pr = Ni 6174 es un conjunto ni 6174 es un número natural. 


1.  ytambién en las funciones proposicionales: 


Px = x es una de mis amistades, 


Qx <= x dice siempre la verdad. 


En general, dependiendo del número de proposiciones simples componentes que intervengan 
en la composición, así será el orden de dicha composición. Entonces: 


=  unacomposición medádica es una composición de orden cero, esto es, no tiene ninguna proposi- 
ción simple componente; 


=  unacomposición monádica es una composición de orden uno, es decir, tiene una proposición sim- 


ple componente; 


=  unacomposición diádica es una composición de orden dos, o sea, tiene dos proposiciones simples 


componentes; 


=  unacomposición triádica es una composición de orden tres, a saber, tiene tres proposiciones sim- 


ples componentes; 


=  unacomposición de orden superior tiene más de tres proposiciones simples componentes; por ejem- 
plo, las composiciones tetrádicas, pentádicas, hexádicas, heptádicas, etc., tienen, respectiva- 


mente, tres, cuatro, cinco, seis, siete, etc., proposiciones simples componentes. 


Acontinuación, reunimos diferentes expresiones en español para expresar estas composiciones 


y proporcionamos sus definiciones mediante sus tablas de verdad”. 


? Vid. supra definición 1.2 (p. 59 de esta edición). 
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$1.3.0 Composiciones medádicas 


Dos son las composiciones de orden cero: tautología y contradicción. En efecto, entre las dife- 
rentes agrupaciones de condiciones de verdad hay dos casos extremos: tautología y contradicción. 
Ambas son independientes de las proposiciones simples componentes. 

Tautología 

La tautología es verdadera siempre. 

En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la tautología. 
=  «pesp», 
= «pseidentifica con p», 
= «psignifica que p». 


Designamos el juntor correspondiente a la tautología por T. 


Observación 1.3.0.— Es posible considerar la tautología actuando sobre una o más proposiciones, 
siendo Tp, pT q, etc., proposiciones compuestas verdaderas independientemente de cómo sean 
sus proposiciones simples componentes. De este modo, resumimos las condiciones de verdad de 
la tautología en una disposición llamada tabla de verdad'”. Por ejemplo, ésta es la tabla de verdad 


para una proposición atómica 


p| Tp 
1| 1 
O 1 


en la que apreciamos cómo la tautología identifica una proposición consigo misma. Y ésta es la 


tabla de verdad para dos proposiciones simples componentes: 


p|q|p1Tg 
L” <1 1 
1.0 1 
1 1 
0) 1 


Además de T también son frecuentes las designaciones 1, V y Y (verum). 


Contradicción 
La contradicción es falsa siempre. 


En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la contradicción. 


19 Vid. supra definición 1.2 (p. 59 de esta edición). 
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=  «pnoesp», 
=  «psignifica que es falso p». 


Designamos el juntor correspondiente a la contradicción por _.. 


Observación 1.3.1.— Es posible considerar la contradicción actuando sobre una o más proposicio- 
nes, siendo lp, p L q, etc., proposiciones compuestas falsas independientemente de cómo sean 
sus proposiciones simples componentes. De este modo, para una proposición atómica, resumimos 


las condiciones de verdad de la contradicción en la tabla de verdad 


p| lp 
1 o) 
0) o) 


en la que apreciamos cómo en la contradicción, una proposición se niega de sí misma. Y ésta es la 


tabla de verdad para dos proposiciones simples componentes: 


Pajpig 
1 1 O 
1.0 0) 
o 1 O 
o 0 0) 


Además de 1 también son frecuentes las designaciones O, F y A (falsum). 


Observación1.3.2.— En realidad, la tautología y la contradicción se clasifican como composicio- 


nes de cualquier orden. 


$1.3.1 Composiciones monádicas 


Dos son las composiciones nuevas de orden uno: negación y afirmación. Recordemos las obser- 
vaciones anteriores; también son composiciones de orden uno la tautología y la contradicción —por 


eso hemos dicho «nuevas»>—. En total, son cuatro las composiciones monádicas. 


Negación 


Una proposición compuesta por negación (o sinónimamente, por complementación), es verdadera 
si, y sólo si, la proposición simple componente es falsa. Por tanto, es falsa si, y sólo si, la proposición 
simple componente es verdadera. 


En latín, la negación de la proposición p es non p. En español, expresiones tales como, por ejem- 
plo, las siguientes, expresan la idea de negación de p. 
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= «nop», = «noeselcaso de/que p», 
= «es falso que suceda p», =  «p,esonoesasí», 

=  «nip», =  «p,deesonada», 

= «noescierto de/que p», =  «p,¡vengayal». 


Observación 1.3.3.— Para recordar muchas más formas de la negación en español pudiésemos 


consultar SANZ ALONSO [44]. 


El juntor correspondiente, llamado negador, lo designamos por =;la negación de p, por =p, que, 


como hemos dicho, es verdadera precisamente si p es falsa. 


Resumimos las condiciones de verdad de la negación en la tabla de verdad 


en la que apreciamos que la negación asocia una proposición (p) a otra (=p) de valor de verdad dife- 


rente. 
Ejemplo 64 
Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 
Po = 6174 es un conjunto, 
P2 = 6174 no es un conjunto, 
Px = x es una de mis amistades, 
entonces: 


O.  laproposición p, es verdadera ya que es «no po», es decir, p es la negación de «6174 es un 


conjunto» que es su proposición simple componente y es falsa; 


1. la proposición =Px representa «x no es una de mis amistades». 


Para expresar la negación de p, además de =p, también se usan las designaciones p, —p (PEANO, 
1886-1901) y — p (es una n modificada muy utilizada en el siglo XIX, además de por RUSSELL y WHI1- 
TEHEAD). 


Observación 1.3.4.— La lógica clásica que estamos estudiando no trabaja con la oposición. «Esto 
es lo mejor» (proposición original) frente a «esto es lo peor» (proposición opuesta) frente a «esto no 


es lo mejor» (proposición negada). Pensar en términos opuestos es extremista (bueno/malo, fantás- 
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tico/terrible, real/imaginario, blanco/negro), algo desgraciadamente frecuente en la política, donde 
los debates forman parte del pasado, de la historia. En la actualidad, todo queda en lo inmejorable 
de lo por mí elaborado frente a lo pésimo de lo por ti maquinado. En conjunción con nuestro sen- 
tido común, el estudio de las lógicas multivalentes" y, quizás, en particular, de la lógica borrosa”?, 


pudiese ayudarnos a evitar los fundamentalismos, extremismos y autoengaños. 


Afirmación 


Una proposición compuesta por afirmación (o sinónimamente, poraserción o poridentidad), es ver- 
dadera si, y sólo si, la proposición simple componente es verdadera. Por tanto, es falsa si, y sólo si, la 


proposición simple componente es falsa. 


En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la idea de afirmación 


de p. 

= «sesatisface (que) p», = «sin duda p», 

= «escierto (que) p» =  «esun hecho que p», 

= «ciertamente p», = «indiscutiblemente p», 

= «setiene (que) p», =  «comono puede ser de otro modo p». 


Observación 1.3.5.— Para recordar algunas expresiones más de la afirmación en español pudié- 


semos consultar, por ejemplo, SANTIAGO BARRIENDOS, POLANCO MARTÍNEZ y GRAS MANZANO [45]. 


El juntor correspondiente, llamado afirmador, lo designamos por id;la afirmación de p, porid p, 


que, como hemos dicho, es verdadera precisamente si p es verdadera. 


Resumimos las condiciones de verdad de la afirmación en la tabla de verdad 


que muestra cómo la afirmación asocia una proposición (p) a otra (id p) de igual valor de verdad. 
Ejemplo 65 
Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


do <= 6174 es un número natural, 


p: = Indiscutiblemente 6174 es un número natural, 


= Vid. infra $ 9 (p. 450 de esta edición). 
2 Cfr. v. gr. LEÓN ROJAs [1] (capítulo 4). 
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Px = x es una de mis amistades, 


entonces: 


O. la proposición p, es verdadera ya que es «indiscutiblemente q.», es decir, p, es la afir- 
mación de «6174 es un número natural» que es su proposición simple componente y es 
verdadera; 


1. la proposición id Px representa «indiscutiblemente x es una de mis amistades». 


Observación 1.3.6.— También pudiésemos haber dicho que id p es una abreviatura de =p y uti- 


lizar la tabla de verdad del negador para calcular la tabla de verdad de la afirmación. 


Observación 1.3.7.— Según lo entiende el sentido común, atestar —y en el mismo sentido, jurar, 
dar fe, certificar— va más allá de afirmar o negar, sin embargo, a la hora de formalizar en lógica 


de primer orden tendrá la misma consideración. 


$ 1.3.2 Composiciones diádicas. I 


Cuando se componen dos proposiciones, hacemos una primera división: 


= composiciones conmutativas, aquéllas que permiten cambiar el orden de las proposiciones sin al- 


terar el significado de la proposición compuesta, y 


= composiciones no conmutativas, aquéllas que si se altera el orden se altera el significado de la pro- 
posición resultante. 


De las que vemos a continuación, son composiciones diádicas no conmutativas la implicación, 
la replicación, la desimplicación y la desreplicación'*; las restantes son composiciones diádicas con- 
mutativas. 


Disyunción 


Una proposición compuesta por disyunción (o sinónimamente, por alternativa o por adjunción 
[LORENZEN] o, dicho con refuerzo, por disyunción incluyente [o inclusiva], esto es, sin excluir la verdad 
simultánea) es falsa si, y sólo si, las dos proposiciones simples componentes son falsas. Por lo tanto, 
es verdadera si, y sólo si, alguna de las proposiciones simples componentes es verdadera. 


En latín, la disyunción de las proposiciones p y q es p vel q. En español, expresiones tales como, 


por ejemplo, las siguientes, expresan la idea de que puede suceder p, o bien q, o bien las dos. 


B Cfr. v. gr. Díaz [46]. 
14 Todas éstas las recogemos en $ 1.3.3 (pp. 78ss. de esta edición). 
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= «po/uq», =  «yap,yaq( yaambas)», 

"=  p,q,launa...laotra...(,ambas...), = «almenos p,almenos q (, al menos ambas)», 
= bien p, bien q (, bien ambas) = «siquiera p, siquiera q (, siquiera ambas)», 
= «necesariamente po q (o ambas)» = «tanpronto p como q (como ambas)». 


Observación1.3.8.— Para recordar algunas expresiones más de la disyunción en español pudié- 


semos consultar LABRADOR GUTIÉRREZ [47]. 


El juntor correspondiente, llamado disyuntor (o sinónimamente, disyuntor incluyente o disyuntor 
inclusivo”), lo designamos por V;la disyunción de p y q, por p V q (RUSSELL y WHITEHEAD) que, como 
hemos dicho, es falsa cuando ambas son falsas y verdadera en los tres casos restantes. Los argumentos 


p y q de la disyunción, los llamamos disyuntos. 


Resumimos las condiciones de verdad de la disyunción en la siguiente tabla de verdad: 


p q|pvq 

1 1 1 

11.0 1 
1 1 
O O 


Ejemplo 66 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 

do < 6174 es un número natural, 

P3 <= 6174 es un conjunto o 6174 es un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 


Qx = x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O. la proposición p, es verdadera porque es «po Oo q.» y una de sus proposiciones simples 


componentes, a saber, «6174 es un número natural», es verdadera; 


1. — laproposición Px V Qx representa «x es una de mis amistades o dice siempre la verdad, 


o ambas cosas». 


15 En vez del adjetivo «incluyente» o «inclusivo», se utiliza a veces no-exclusivo, expresión acuñada por COOLEY [48], y 
que ha sido usada posteriormente, entre otras personas, por QUINE. 
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Para expresar la disyunción de p y q, además de p V q, también se usa la designación p + q. 


Conjunción 


Una proposición compuesta por conjunción (o sinónimamente, por afirmación conjunta), es verda- 
dera si, y sólo si, las dos proposiciones simples componentes son verdaderas. Por lo tanto, es falsa si, 


y sólo si, alguna de las proposiciones simples componentes es falsa. 


En latín, la conjunción de las proposiciones p y q es p et q. En español, expresiones tales como, 


por ejemplo, las siguientes, expresan la idea de que deben suceder p y q a la vez. 


«p ely q», 

«p, además de q», 

«<p, amén de q», 

«p, junto con q», 

«p, pero (1», 

«p, mas no 2()», 

«p; sin embargo q (o no q)», 
«p (o no =p); sin embargo q», 
«p, aunque q», 

«a pesar de (que) p, q», 

«p, aun cuando q», 

«p, aun si q», 


«p, si bien q», 


«p, mal que q», 

«p, por más que q», 

«p, siquiera sea q», 

«p (o no =p), antes (o antes bien) q», 
«p; por lo demás, q», 

«p (o no =p), sino que q», 

«p;con todo, q (o no q)», 

«p (o no =p); más bien, q», 

«p (o no =p), fuera de (/excepto/salvo) q», 
«p, menos q», 

«p;no obstante q», 

«P, q», 


«ambas a la par: p; q». 


El juntor correspondiente, llamado conjuntor (o sinónimamente, conyuntor), lo designamos por 
A (signo «cuña»); la conjunción de p y q, por p A q, que, como hemos dicho, es verdadera cuando 
ambas son verdaderas y falsa en los tres casos restantes. Los argumentos p y q de la conjunción, los 


llamamos conjuntos (o sinónimamente, conyuntos). 
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Resumimos las condiciones de verdad de la conjunción en la siguiente tabla de verdad: 


p q|pnq 

1 1 1 

I: O O 
1 O 
O O 


Observación 1.3.9.— También pudiésemos haber dicho que pA q es una abreviatura de 1(=pV=q) 
y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción para calcular los valores anteriores —en 
este sentido hablaríamos de conjunción «material», de un mero cálculo de valores, independien- 


temente del significado de p y q—. 


Ejemplo 67 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 

do <= 6174 es un número natural, 

P4 <= 6174 es un conjunto y 6174 es un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 


Qx = x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O.  laproposición p, es falsa porque es «Po y q.» y una de sus proposiciones simples compo- 


nentes, a saber, «6174 es un conjunto», es falsa; 


1.  laproposición PxA Qx representa «x, además de ser una de mis amistades, dice siempre 


la verdad». 


Para expresar la conjunción de p y q, además de p A q, también se usan las designaciones pSq 
(HILBERT, 1928), p - q osimplemente pq (PEANO, 1886-1901, utilizada por QUINE). 


Observación1.3.10.— (>5,V, A] es una base de juntores'? muy usada. Por ejemplo, para expresar 
una fórmula como una disyunción de cubos o como una conjunción de cláusulas, en forma nor- 
mal disyuntiva (END) —también llamada suma de productos— y en forma normal conjuntiva (FNC) 
—también llamada producto de sumas—, respectivamente”. En el caso de la disyunción, la expre- 


sión p V q está en FND —disjunción de dos cubos— y en FNC —conjunción de una cláusula—. Para 


16 Cfr. supra $ 0.21 (p. 43 de esta edición) y cfr. infra $ 1.15 (p. 142 de esta edición). 
17 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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la conjunción sucede algo similar: la expresión p A q está en FND (disjunción de un cubo) y en FNC 


(conjunción de dos cláusulas). 


Observación 1.3.11.— Con respecto a la observación anterior, añadir que otra expresión en FNC 
para p Vqes (pVq)A T y que otra expresión en FND para p A q es (p A q) V 1 (basta comprobar 


la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo). 


Observación 1.3.12.— Con respecto a la confusión en la lengua natural entre la conjunción y la 


implicación, vid. infra 8 1.3.21 (p. 82 de esta edición). 


Contravalencia 


Una proposición compuesta por contravalencia (o sinónimamente, por disyunción excluyente [o ex- 
clusiva] —exluyendo la verdad simultánea— o por bisubstracción [LORENZEN] o por no equivalencia) es 


verdadera si, y sólo si, sólo exactamente una de las dos proposiciones simples componentes es ver- 


dadera. 


En latín, la contravalencia de p y q es p aut q. En español, expresiones tales como, por ejemplo, 
las siguientes, expresan la idea de una contravalencia, esto es, de una disyunción pero sin que puedan 


suceder las dos a la vez. 


=  «pvale contra q», "= <0poq», 
= «pcontravale q», =  <«obien po bien q», 
=  «pestáen contravalencia con q», = «necesariamente p o q, pero no ambas». 


El juntor correspondiente, llamado contravaledor (o sinónimamente, disyuntor excluyente [o inclu- 
sivo)), lo designamos por V;la contravalencia de p y q, por pY q, que, como hemos dicho, es verdadera 


cuando una es verdadera y la otra falsa, y falsa en los dos casos restantes. 


Resumimos las condiciones de verdad de la contravalencia en la tabla de verdad 


p qipeg 

1 1 O 

1.0 1 
1 1 
O o) 


Observación1.3.13.— También pudiésemos haber dicho que p Y q es una abreviatura bien de 
a(=p Y q) V =(p V =q), bien de =(p A q) A =(2p A 5q), y Utilizar las tablas de verdad del negador y 
de la disyunción en el primer caso y del negador y de la conjunción en el segundo; igualmente, en 


línea con la «materialidad» de un simple cálculo y no con la significación de p y q. 
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Ejemplo 68 


o.  «Suhija nació enjunio o julio» es una contravalencia pues no pudo nacer en ambos meses. 


1.  Laexpresión «iré con él o con ella» puede que nos resulte ambigúa, pues podría ir con los 
dos; pero si nuestra idea es ir sólo con uno de los dos podríamos decir: «iré, o bien con él, 
o bien con ella». 
Ejemplo 69 
Con las proposiciones del ejemplo 63, (p. 66 de esta edición), esto es, si 
Po < 6174 es un conjunto, 
do = 6174 es un número natural, 
Ps = O bien 6174 es un conjunto o bien 6174 es un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 
Qx <= x dice siempre la verdad, 


entonces: 


o. La proposición py anterior es una contravalencia «o bien p, o bien q.», a pesar de que, 


como veremos más adelante, un número natural puede definirse como un conjunto. 


1.  PxY Qxrepresenta «o bien x es una de mis amistades o bien x dice siempre la verdad». 


Para expresar la contravalencia de p y q, además de p Y q, también se usan las designaciones 


PO q,pwq,peq,p><q.p + qyp Eq. 
Observación 1.3.14.— La contravalencia p Y q suele expresarse también como una disyunción de 
cubos y como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (FND) y en forma normal 


conjuntiva (FNC), respectivamente!?. En efecto: 


o. (pA=q)V(=pAg); (FND) 


1. (=pV9)A(pV q). (FNC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


18 Los estoicos (ZENÓN DE CITIO, CRISIPO DE SOLOS, etc.), en su etapa más antigua, desde el 300 a. C., investigaron la 
negación, conjunción y disyunción. Petrus HISPANUS, John Duns SCOTUS, George BOOLE (1847) y Friedrich Wilhelm Karl 
Ernst SCHRÓDER (1877) continuaron tal estudio. 

P Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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Aplicación de la contravalencia: intercambio de valores de variables 
En ocasiones ocurre que tenemos que intercambiar el valor de dos variables, di- 
gamos x e y, para lo que podríamos usar una variable temporal, digamos t, 
¡NS 
Xx <_ y 5 


y At; 


si bien es innecesario usar tal artificio, pues la cuestión se resuelve usando la contra- 
valencia tres veces —proceso válido para cualquier patrón de bits y, por tanto, inde- 
pendiente del tipo de datos de las variables—, así: 


xX< Xx xor y; 
y Ay xor X; 


xX< Xx xor y; 


Por ejemplo, 


Pseudocódigo Valor de x Valor de y 
2 3 
x*Fx xor y (010 xor 011 = 001) 1 3 
yy xor x(011 xor 001 = 010) 1 2 
x*2x xor y (001 xor 010 = 011) 3 2) 


$ 1.3.3 Composiciones diádicas. II 


Como dijimos, la implicación, la replicación, la desimplicación y la desreplicación son compo- 


siciones no conmutativas. La equivalencia sí es conmutativa. 


Implicación 


Una proposición compuesta por implicación (material), también llamada proposición condicional o 
subjunción (LORENZEN), es falsa si, y sólo si, la proposición simple componente a la izquierda del jun- 
tor —proposición antecedente/condicionante/implicante— es verdadera y la proposición simple compo- 
nente a la derecha del juntor —proposición consecuente/condicionada/implicada—es falsa. Por tanto, es 
verdadera en cualquiera de los otros tres casos. 


En latín, que p implique q es p seq q. En español, expresiones tales como, por ejemplo, las si- 
guientes, expresan la idea de una deducción, «de afirmar que sucede p, se deduce la afirmación de 


que sucede q», es decir, entendemos p seg q como non p vel q. 
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= «pimplica q», 

= «sip,entonces (necesariamente) q», 
= «pes(una condición) suficiente para q», 
=  «pacondición de que q», 

= <«p,contal (de) que q», 

=  «psólosi q», 

=  «sólopsiq», 

=  «p;debidoa ello, q», 

= «comop, (entonces) q», 

= «q,enelsupuesto de que p», 

= «q (enel)caso de que p», 

] «Cd como Pp», 

=  «comoquiera que p, (entonces) q», 

= «cuando p, (entonces) q», 


= «q cuando p», 


«en vista de/visto que p, (entonces) q», 
«por razón de que p, (entonces) q», 
«p es la razón por la que q», 

«p, por esta razón, q», 

«p, por eso q», 

«porque p, (entonces) q», 

«puesto que p, (entonces) q», 
«siempre que p, (entonces) q», 

«(, Siempre que p», 

«ya que p, (entonces) q», 

«no hay p sin q», 

«no p a menos que q», 

«ningún p sin q», 


«p es replicada por q». 


Así entendida, se trata de la implicación material o condicional material, independiente de los sig- 


nificados de las proposiciones que p y q representan”. 


El juntor correspondiente, llamado implicador (material) (o sinónimamente, condicional o condi- 


cionador), lo designamos por >; el hecho de p implicar q, por p > q, proposición que, como hemos 


dicho, es falsa cuando el antecedente es verdadero y el consecuente falso, y verdadera en los tres casos 


restantes. 


Como también hemos mencionado, llamamos a p, antecedente o implicante (de q) o condición sufi- 


ciente (para que ocurra q) y a q, consecuente o implicada (de p) o condición necesaria (para que ocurra p) 


(conditio sine qua non, esto es, condición sin la cual no); en lingúística, a la proposición condicional, p, 


se le da el nombre de prótasis y a la proposición principal, q, el de apódosis. 


22 Una concepción alternativa es la de implicación significante en la lógica de significaciones que obliga a que una significa- 
ción del consecuente sea una de las del antecedente y esta significación común sea transitiva (cfr. v. gr. PIAGET y GARCÍA 


[49). 
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Resumimos las condiciones de verdad de la implicación en la tabla de verdad 


p.q4|p>q 
1 1 1 
1.0 o) 
1 1 
0) 1 


Observación1.3.15.— También pudiésemos haber dicho que p > q es una abreviatura de =p V q, 
y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien una abreviatura de =(p A q), 
y utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 
Ejemplo 70 
Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 
Po = 6174 es un conjunto, 
do = 6174 es un número natural, 
Ps <= S1 6174 es un conjunto, entonces 6174 es un número natural, 
Px = xes una de mis amistades, 
Qx <= x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O.  laproposición p¿es verdadera porque es «po implica q.» y la proposición simple antece- 


dente, a saber, «6174 es un conjunto», en un sentido elemental, es falsa; 


1.  laproposición Px > Qx representa «si x es una de mis amistades, entonces dice siempre 


la verdad». 


También se usan las designaciones p > q (GERGONNE, 1816)” y p < q. 


Observación 1.3.16.— Es posible también expresar la implicación p > q como una disyunción de 
cubos y como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (FND) y en forma normal 
conjuntiva (FNC), respectivamente”. En efecto: 


Oo. =pVq (FND) 


Ll =pVg (FNC) 


2 Parece ser que fue FILÓN DE MEGARA —vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Filón_de_Megara— quien propuso 
el uso del implicador, siendo Friedrich Ludwig Gottlob FREGE (1879) y Charles Sanders PEIRCE (1885) quienes lo reintro- 
dujeron en la formalización actual de la lógica. 

22 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.17.— Es posible expresar fácilmente =pVq como una conjunción, concretamente 
por (=p V q) A T (de nuevo, basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrar 


que es así). 


Observación1.3.18.— En algunos textos se advierte de que, formalmente, al expresarnos en ló- 
gica, quizás debiésemos tener cuidado con no confundir «si-entonces» con «implica»; según esos 
textos, la primera expresión pertenece al lenguaje objeto (nivel 0), mientras que la segunda, al me- 


talenguaje (nivel 1). 


Observación 1.3.19.— Más adelante, estudiaremos la implicación lógica, que designaremos por 


el símbolo F, de forma que la expresión p E q representa una argumentación válida —el hecho de 
ser q consecuencia de p— y cuya traducción al español viene dada típicamente por conjunciones y 


locuciones ilativas y consecutivas, es decir, por expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes. 


=  «p,así q», = «dado p, q», 


n «p, así (es) que q», a «p da lugar a q», 


=  «p, conque q», . 
= «de p, se sigue q», 


=  «(sólo) con que p, q», 
=  «p,por consiguiente q», 
0] «CON P, q», 
a =  «p, consiguientemente/consecuentemente 
=  «p,de aquí/ahí que q», 
q», 


=  «p,deforma/manera/modo que q», 
=  «p, por loque q», 
= «p,_en conclusión q», 


=  «p, por (lo) tanto q», 
=  «p,_en consecuencia q», 


=  «p,luego q», = «de p,se concluye/deduce q», 


"=  «p;q, pues», = «de p,se infiere q». 


Como veremos, la implicación lógica pertenece al metalenguaje (nivel 1) y sutraducción al len- 
guaje objeto (nivel o) es la implicación material. Por otro lado, como hemos dicho, la implicación 
lógica indica la validez de una argumentación, por lo que si lo que perseguimos es una represen- 
tación de esta última en el lenguaje objeto, será la implicación material la que indique la verdad 


de la expresión resultante. 


Observación1.3.20.— (En la que seguimos a LÁZARO CARRETER y TUSÓN VALLS [50]). 


23 Cfr. infra $ 1.10 (p. 127 de esta edición]). 
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En la lengua española, la prótasis puede presentarse en varios modos: la prótasis en impera- 
tivo («Hágalo usted y no lo haré yo», «Hágalo: verá como yo no lo hago» [Si lo hace usted, entonces 
no lo haré yo]), la prótasis en infinitivo («De hacerlo usted, no lo haré yo», «Yo lo hubiese hecho, de 
no hacerlo usted»), la prótasis en gerundio («Haciéndolo usted, yo no lo hago»), la prótasis en par- 
ticipio («Esto, hecho por usted, resulta ser una mejor solución»), la prótasis elíptica («Yo no lo haría 


mejor» [Si lo hiciese yo...]). 


Por otra parte, la riqueza de la lengua española hace que gocemos de una vasta variedad 
de expresiones para la condición. Más ejemplos: «Con ese artefacto haría los cálculos más rápido»; 
«Increíblemente, con que hubiese un computador más en la red, se reduciría el tiempo de cómputo 
en más de la mitad»; «Los ponemos a calcular y avanzamos»; «Que pudiésemos disponer de un 


computador cuántico, ya vería usted»; «No se conforme con no ser feliz». 


Observación 1.3.21.— Debemos tener cuidado también con la traducción inversa de expresiones 


que incluyan «y», por ejemplo, éste que sigue parece que no presenta dificultad: 


=  «Entretú y yo lo hacemos» podría traducirse como «Tú lo haces y yo lo hago», esto es, como la 


forma lógica p A q (puesto que aparentemente 'y' significa sólo adición). 


Sin embargo, en los tres siguientes, a modo de ejemplos, quien siguiese defendiendo la con- 
junción estaría hablando de una conjunción, como mínimo, no conmutativa (signifique esto lo que 


signifique): 


=  «Acertó y ganó» podría traducirse como «Acertó, por consiguiente, ganó», esto es, como la for- 
ma lógica p > q (puesto que aparentemente 'y' significa 'por consiguiente', por lo que parece 


inaceptable cambiar el orden de los sucesos 'acertar' y 'ganar'). 


= «Llegamos a casa y cenamos en la tranquilidad del hogar», podría traducirse como «Llegamos 
a Casa y después cenamos en la tranquilidad del hogar», esto es, como la forma lógica p = q 
(puesto que aparentemente 'y' significa 'y después', por lo que parece ¡naceptable cambiar el 


orden de los sucesos “llegar a casa' y 'cenar en la tranquilidad del hogar). 


= «Se esforzó mucho y lo consiguió» podría traducirse como «Se esforzó tanto que (como con- 
secuencia) lo consiguió», esto es, como la forma lógica p => q (puesto que aparentemente 'y' 
significa como consecuencia', por lo que también parece inaceptable cambiar el orden de los 


sucesos 'esforzarse mucho' y conseguirlo”). 


Observación 1.3.22.—  Formalmente, Px > Ox es un condicional generalizado, en el sentido de 
que al recorrer x un universo de interpretación dado, genera una colección de condicionales ma- 


teriales, tantos como entidades haya en dicho universo. 


Observación1.3.23.— En estas notas no estudiamos condicionales contrafácticos, esto es, en 


modo subjuntivo, por ejemplo: «Si x hubiese sido una posibilidad, entonces no habríamos elegido 
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y», si bien, recientes e innovadoras líneas de investigación los sitúan como los últimos explicadores 


de la naturaleza de la realidad?*. 


Observación 1.3.24.— Tampoco abordamos las presuposiciones, estudiadas por la semántica. Por 
ejemplo, en «Sigo aquí» hay una proposición presupuesta, «Yo estaba aquí», cuya verdad conlleva 


la verdad de aquélla. 


Observación 1.3.25.— Asimismo no son materia de estas notas las implicaturas, ampliamente 
estudiadas por la pragmática”. Por ejemplo: en «Hasta yo lo escalé» hay una implicatura conven- 
cional de sorpresa ante el hecho de que yo lo haya escalado; en la afirmación «María tiene dos 
carreras» hay una implicatura conversacional de exactitud, casi nadie interpretará que María tiene 
al menos dos carreras, al contrario, la mayoría interpretaremos que María tiene «exactamente» dos 


carreras. 


Replicación (implicación recíproca) 


Una proposición compuesta por replicación (o sinónimamente, por implicación recíproca) (también 
llamada subjunción conversa por LORENZEN) es falsa si, y sólo si, la proposición simple componente a 
la derecha del juntor es verdadera y la proposición simple componente a la izquierda del juntor es 


falsa. Por tanto, es verdadera en cualquiera de los otros tres casos. 


En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la idea de una deduc- 


ción, «de afirmar que sucede q se deduce la afirmación de que sucede p». 


=  «preplica q», "=  ppuesq, 

= «sólosi p, entonces (posiblemente) q», = ppuestoque q, 

= «pes(una condición) necesaria para q», = «psiempre que q», 

=  «psiq», =  «pyaque q)», 

= «pcuando q», =  «sinp,nohay q», 

= «p,envista de/visto que q», = «peslacausa de q», 

= «p,porrazón de que q», = «anoserque p,no q», 
= pporqueq, =  «pesimplicada por q». 


El juntor correspondiente, llamado replicador (o sinónimamente, implicador recíproco o condicio- 


nador recíproco) lo designamos por —; el hecho de p ser implicado por q, por p — q, proposición 


24 Cfr. v. gr. PEARL [51]; PEARL y MACKENZIE [52], y MARLETTO [53]. 
25 Cfr. v. gr. REYES [37]. 
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que, como hemos dicho, es falsa cuando el p es falsa y q es verdadera, y verdadera en los tres casos 


restantes. 
La proposición p, la llamamos replicante, y la proposición q, replicada. 


Resumimos las condiciones de verdad de la replicación en la tabla de verdad 


Pq PAS=4 
1 1 1 
1.0 1 

1 O 

O 1 


Observación 1.3.26.— También pudiésemos haber dicho que p — q es una abreviatura de pV q, 
y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien Una abreviatura de =(=p A q), 


y utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 


Ejemplo 71 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 

do <= 6174 es un número natural, 

Pp, <= 6174 es un conjunto siempre que 6174 sea un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 


Qx = x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O. la proposición p, es falsa porque es «po replica qu» y la proposición simple replicante, 
a saber, «6174 es un conjunto», en un sentido elemental, es falsa y la proposición simple 
replicada, verdadera; 


1.  laproposición Px — Qx representa «x es una de mis amistades siempre que diga siem- 
pre la verdad». 


Para expresar que p replica q, además de p — q, también se usan las designaciones p € q y 
PQ. 


Observación 1.3.27.— Es posible expresar la replicación p — q como una disyunción de cubos y 
como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (FND) y en forma normal conjun- 


tiva (FNC), respectivamente”?. En efecto: 


26 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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o. pv-q (END) 


TL pVv-=gq (FNC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.28.— Es posible expresar fácilmente p V=q como una conjunción, concretamen- 
te por (pV=q)A T (de nuevo, basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrar 


que es así). 


Observación 1.3.29.— En algunos textos se advierte de que, formalmente, al expresarnos en ló- 
gica, quizás debiésemos tener cuidado con no confundir «sólo si-entonces» con «replica» (o «es 
implicada por»); según esos textos, la primera expresión pertenecería al lenguaje objeto (nivel o), 


mientras que la segunda, al metalenguaje (nivel 1). 


Observación 1.3.30.— Análogamente a la implicación lógica?”, estudiaremos más adelante la re- 
plicación lógica”8, la que designaremos por el símbolo 3, de forma que la expresión p 3 q re- 
presenta una argumentación válida —el hecho de ser p consecuencia de q— y cuya traducción 
al español viene dada típicamente por conjunciones y locuciones ilativas y consecutivas, es decir, 


por expresiones tales como, por ejemplo, 


=  «pesconclusión de q», 
=  «pesconsecuencia de q», 


=  «psehaconcluido/deducido de q». 


Como veremos, la replicación lógica pertenece al metalenguaje (nivel 1) y su traducción al 
lenguaje objeto (nivel o) es la replicación material. Por otro lado, como hemos dicho, la replicación 
lógica indica la validez de una argumentación, por lo que si lo que perseguimos es una representa- 
ción de ésta en el lenguaje objeto con la replicación material, sepamos que la expresión resultante 


será verdadera. 


Desimplicación (negación de la implicación) 


Una proposición compuesta por desimplicación (o sinónimamente, por no implicación o inhibición 
o desigualdad propia) es verdadera si, y sólo si, la proposición simple componente a la izquierda del 
juntor es verdadera y la proposición simple componente a la derecha del juntor es falsa. Por tanto, es 


falsa en cualquiera de los otros tres casos. 


En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la idea de una desim- 


plicación, de que p no implica q porque puede suceder p y no suceder q. 


27 Cfr. supra observación 1.3.19 (p. 81 de esta edición). 
28 Cfr. infra $ 1.13 (p. 138 de esta edición). 
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=  «pnoimplica q», =  «p,sinembargono q», 
n «p y nO q», n «<p, mas no q», 

n «<p, no q», n «p menos q», 

=  «p,además de no q», "=  «psinq», 

=  «p,aunqueno q», = «p,por más que no q». 


=  «p,perono q», 


Actividad 1.0 
Negar una implicación no es sencillo. Muchas personas niegan «si p, entonces q» diciendo «si 
p, entonces no q». ¿Tienen razón o podríamos proporcionar un ejemplo que les convenciese de 
que no es así? 


El juntor correspondiente, que llamamos desimplicador, lo designamos por »»; el hecho de q no 
ser implicado por p, por p = q, proposición que, como hemos dicho, es verdadera cuando p es 
verdadera y q es falsa, y falsa en los tres casos restantes. 


Resumimos las condiciones de verdad de la no implicación en la tabla de verdad 


Pp q pa 
LA O 
1.0 1 

1 

O 


Observación 1.3.31.— También pudiésemos haber dicho que p = q es una abreviatura de (=p V 
q), y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien una abreviatura de (p A q), 


y utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 


Ejemplo 72 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 

do <= 6174 es un número natural, 

Pg < 6174 es un conjunto, pero 6174 no es un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 


Qx = x dice siempre la verdad, 
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entonces: 


O.  laproposición py es falsa porque es «p, y no q.» y la proposición simple a la izquierda, a 


saber, «6174 es un conjunto», en un sentido elemental, es falsa; 


1. la proposición Px + Qx representa «x es una de mis amistades, sin embargo no dice 
siempre la verdad». 


Para expresar que p no implica q, además de p + q, también se usan las designaciones p>q, 
P<=4Q,P > q oexageradamente 4. 


Observación1.3.32.— Es posible expresar la desimplicación p ++ q como una disyunción de cu- 
bos y como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (FND) (una disyunción de un 


cubo) y en forma normal conjuntiva (FNC) (una conjunción de dos cláusulas), respectivamente”. 


En efecto: 
0. pAzq (FND) 
Ll pAzg (FENC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.33.— Es posible expresar fácilmente pAq como una disyunción, concretamente 
por (p A =q) V 1 (de nuevo, basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrar 


que es así). 


Desreplicación (negación de la replicación) 


Una proposición compuesta por desreplicación (o sinónimamente, porno replicación o porinhibición 
o por desigualdad propia), es verdadera si, y sólo si, la proposición simple componente a la derecha del 
juntor es verdadera y la proposición simple componente a la izquierda del juntor es falsa. Por tanto, 


es falsa en cualquiera de los otros tres casos. 


En español, locuciones como, por ejemplo, las siguientes, expresan la idea de la negación de la 


replicación, de que p no replica q porque puede no suceder p y suceder q. 


= «pnoreplica q», =  «nOop,pero q)», 

"= «nopyq», =  «nop,sinembargo q», 
= «no p,además de q», =  «nop,masq)», 

= «nop,aunque q», "=  «nop,Qq», 


=  «aunquenop, q», 
29 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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El juntor correspondiente, que llamamos desreplicador, lo designamos por «- (o sinónimamen- 
te, <P); el hecho de p no ser implicado por q, por p «+ q, proposición que, como hemos dicho, es 


verdadera cuando q es verdadera y p es falsa, y falsa en los tres casos restantes. 


Resumimos las condiciones de verdad de la no replicación en la tabla de verdad 


p q p*4Q 
Da O 
0 O 

1 1 

O O 


Observación 1.3.34.— También pudiésemos haber dicho que p «+ q es una abreviatura de =(p V 
2), y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien Una abreviatura de 2p A q, 


y utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 
Ejemplo 73 

Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 
Po <= 6174 es un conjunto, 
do <= 6174 es un número natural, 
Ps < 6174 no es un conjunto, pero 6174 (sí) es un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 
Qx <= x dice siempre la verdad, 

entonces: 


o.  laproposición p, es verdadera porque es «no Po y o» Y Po, esto es, «6174 es un conjunto», 
en un sentido elemental, es falsa y p,, es decir, «6174 es un número natural», es verdadera; 


1. la proposición Px «<f+ Qx representa «x no es una de mis amistades, sin embargo dice 


siempre la verdad». 


Para expresar que p no replica q, además de p + q, también se usan las designaciones p => q 


yp<q. 


Observación1.3.35.— La desreplicación p «+ q puede expresarse también como una disyunción 
de cubos y como una conjunción de cláusulas, la forma normal disyuntiva (END) y la forma normal 


conjuntiva (FNC), respectivamente*”. En efecto: 


O. pAg, (FND) 


30 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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lí “pig: (FNC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.36.— Es posible expresar fácilmente =p A q como una disyunción, concretamen- 
te por (=p A q)V 1 (de nuevo, basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrar 


que es así). 


Equivalencia (negación de la contravalencia) 


Una proposición compuesta por equivalencia (o sinónimamente, por coimplicación o por biimplica- 
ción) (material) (también llamada proposición bicondicional y bisubjunción [LORENZEN]) es verdadera si, y 
sólo si, las dos proposiciones simples componentes son ambos verdaderas o ambos falsas. Por tanto, 


es falsa si, y sólo si, una de las proposiciones simples componentes es verdadera y la otra falsa. 


En latín, la coimplicación de p y q se escribe p aeq q. En español, expresiones tales como, por 
ejemplo, las siguientes, expresan la idea de una doble condición. 


= «pequivalea q», = «psi, y sólo si, q» (abreviadamente, sólo en 
. ámbitos formales concretos, «p sii q» 0 «<p 
” «p precisamente S1 q», , 

ssl (»), 


=  «si,ysólosi, p, q», A 
=  «pcuando, y sólo cuando, q», 


=  «si,ysólosi, p, entonces q», ña ; , 
=  «pescondición necesaria y suficiente para 


q», 


=  «pyqseimplican mutuamente». 


El juntor correspondiente, llamado equivaledor (o sinónimamente, coimplicador, biimplicador o bi- 
condicionador) se nota >, la equivalencia de p y q se nota p + q, proposición que, como hemos dicho, 
es verdadera cuando y sólo cuando ambas tienen el mismo valor de verdad. 


Resumimos las condiciones de verdad de la equivalencia (material) en la tabla de verdad 


p.qip>oq 
1 1 1 
1.0 O 
1 O 
O 1 


Observación 1.3.37.— También pudiésemos haber dicho que p => q es una abreviatura de =(p V 


q) V=(=pV=q), y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien una abreviatura 


de =(p A q) A=(2p A q), y utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 
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Ejemplo 74 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 

do <= 6174 es un número natural, 

Pi = Ser 6174 un conjunto es equivalente a ser 6174 un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 


Qx <= x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O.  laproposición p,, es falsa porque es «p, es equivalente a q o» y la proposición simple com- 
ponente «6174 es un conjunto», en un sentido elemental, es falsa y la proposición simple 
componente «6174 es un número natural» es verdadera; la proposición «po es equivalente 
a o» tiene el mismo significado que «(si p,, entonces q.) y (si q,, entonces po)»; 


1. la proposición Px «> Qx representa «x es una de mis amistades precisamente si dice 
siempre la verdad». 


Para expresar la equivalencia de p y q, además de p = q, también se usan las designaciones 
pYq (negación de la contravalencia) y p = q (si bien ésta con sumo cuidado pues puede ser confun- 
dida fácilmente con su uso metalingiístico). 


Observación1.3.38.— Es posible expresar la equivalencia p «+ q como una disyunción de cubos 
y como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (END) y en forma normal con- 


juntiva (FNC), respectivamente”! En efecto: 


o. (pAq)V(=pA 9) (FND) 


LL (pVq)A(=pV g) (FNC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.39.— En algunostextos se advierte de que, formalmente, al expresarnos en lógi- 
ca, debiésemos tener cuidado con no confundir «si, y sólo si,» con «ser equivalente a»; según esos 
textos, la primera expresión pertenece al lenguaje objeto (nivel 0), mientras que la segunda, al me- 


talenguaje (nivel 1). 


Observación 1.3.40.— En el lenguaje ordinario también se usa una estructura condicional, por 


ejemplo, «si Noche Buena es jueves, Navidad es viernes». Sin embargo, en este caso, supuesto el 


32 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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mismo año, se da la equivalencia pues también es cierto que «si Navidad es viernes, Noche Buena 


es jueves». Formalizaríamos con p += q, pues más que aparentemente ésa es la intención. 


Incompatibilidad (negación de la conjunción) 


Una proposición compuesta porincompatibilidad (o sinónimamente, por exclusión, por conjunción 
opuesta o por negación disyunta”) es falsa si, y sólo si, ambas proposiciones simples componentes son 
verdaderas. Por tanto, es verdadera en cualquiera de los otros tres casos. 


En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la incompatibilidad de 
py q, su negación disyunta. 


=  «noponoq»(eloes incluyente), 
=  <«pyqsonincompatibles». 


El juntor correspondiente, llamado incompatibilizador (o sinónimamente, excluidor, barra de Shef- 
fer, barra de Nicod, conjuntor opuesto, negador alternativo o adjunción negada [LORENZEN]), lo designamos 
por |;la incompatibilidad de p y q, por p | q, proposición que, como hemos dicho, es falsa sólo cuando 


ambas, p y q, son verdaderas. 


Resumimos las condiciones de verdad de la incompatibilidad en la tabla de verdad 


p qalplq 

1 1 O 

1.0 1 
1 1 
O 1 


Observación 1.3.41.— También pudiésemos haber dicho que p | q es una abreviatura de =p V q, 
y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien una abreviatura de =(p A q), y 


utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 


Ejemplo 75 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 
do <= 6174 es un número natural, 
Pu = Ser 6174 un conjunto es incompatible con ser 6174 un número natural, 


Px = x es una de mis amistades, 


32 Cuidado porque en algunos textos se denomina por negación alternativa, lo que nos puede llevar a confusión por una 
posible connotación de exclusividad. 
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Qx <= x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O. la proposición p, es verdadera porque es «po es incompatible con qo» y la proposición 
simple componente «6174 es un conjunto», en un sentido elemental, es falsa y la proposi- 


ción simple componente «6174 es un número natural» es verdadera; 


1. la proposición Px <> Qx representa «que x sea una de mis amistades es incompatible 
con que x diga siempre la verdad». 


Para expresar la incompatibilidad de p y q, además de p | q, también se usan las designaciones 
pAq,pmq,p1qyp/q. 


Observación 1.3.42.— Es posible expresar la incompatibilidad p | q como una disyunción de cu- 
bos y como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (FND) y en forma normal 


conjuntiva (FNC), respectivamente*. En efecto: 


O. =pY-q, (FND) 


Ll =pV-g. (FNC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.43.— Es posible expresar fácilmente =p V =q como una conjunción, concreta- 
mente por (=p V =q) A T (de nuevo, basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para 


demostrar que es así). 


Observación 1.3.44.— Enel lenguaje ordinario también se usa la «o»; así, por ejemplo, en un con- 
texto de haber presenciado una persona la no prestación de auxilio en un accidente, si dice «La 
furgoneta era una Boxer o una Jumpy», pudiese ser que no fuese ninguna de las dos, sino una Ex- 
pert, o una Vito. La formulación dependerá de la seguridad de quien testifica, si la tiene, p Y q, si no 


la tiene, p | q. 


Negación conjunta (negación de la disyunción) 


Una proposición compuesta por negación conjunta (o sinónimamente, por disyunción opuesta) es 
verdadera si, y sólo si, ambas proposiciones simples componentes son falsas. Por tanto, es falsa en 
los tres casos restantes. 


En español, expresiones tales como, por ejemplo, las siguientes, expresan la negación conjunta de 


py q, la prohibición de su disyunción. 


3 Cfr. infra S 3.1 (p. 231 de esta edición). 
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n «nl p ni q», 
= «nopniq)». 


El juntor correspondiente, llamado negador conjunto (o sinónimamente, flecha de Peirce, daga de 
Quine, inalternador o disyuntor opuesto), lo designamos por |;la negación conjunta de p y q,porp | q, 


proposición que, como hemos dicho, es verdadera cuando ambas son falsas. 


Resumimos las condiciones de verdad de la negación conjunta en la tabla de verdad 


p qalplg 
1 1| O 
10| O 
1| O 
op 1 


Observación1.3.45.— También pudiésemos haber dicho que p | q es una abreviatura de =(pVq), 
y utilizar las tablas de verdad del negador y de la disyunción, o bien una abreviatura de =p A q, 


y utilizar las tablas de verdad del negador y de la conjunción. 


Ejemplo 76 


Con las proposiciones del ejemplo 63 (p. 66 de esta edición), esto es, si 


Po = 6174 es un conjunto, 

do <= 6174 es un número natural, 

Px <= NI 6174 es un conjunto ni 6174 es un número natural, 
Px = x es una de mis amistades, 


Qx = x dice siempre la verdad, 


entonces: 


O. la proposición p,, es falsa porque es «ni po ni q.» y la proposición simple componente 
«6174 es un conjunto», en un sentido elemental, es falsa y la proposición simple compo- 


nente «6174 es un número natural» es verdadera, y 


1. la proposición Px «> Qx representa «ni x es una de mis amistades ni x dice siempre la 


verdad». 


Para expresar la negación conjunta de p y q, p | q, también se usan las designaciones p V q, 


pYq y pt. 
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Observación 1.3.46.— Es posible expresar la negación conjunta p | q como una disyunción de 
cubos y como una conjunción de cláusulas, en forma normal disyuntiva (FND) y en forma normal 


conjuntiva (FNC), respectivamente**. En efecto: 


O. =pAzg; (END) 


L =pAzgq. (FNC) 


Basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para demostrarlo. 


Observación 1.3.47.— Es posible expresar fácilmente =p A 2q como una disyunción, concreta- 
mente por (=p A =q) V 1 (de nuevo, basta comprobar la igualdad de sus tablas de verdad para 


demostrar que es así). 


Observación 1.3.48.— Como estudiaremos en 81.15 (p.142 de esta edición), en la base de juntores 
[=, V, A), insistamos en las reformulaciones que hemos destacado; por un lado, con el conjuntor 


como juntor principal, 


la contravalencia (p Y q): (=p V q) A (p V q), 


la desimplicación (p + q): p A =q, 


la desreplicación (p + q): =p A q, 


la equivalencia (p > q): (=p V q) A (p V =q), 


la negación conjunta (p | q): =p A =q; 


por otro, con el disyuntor como juntor principal, 


la contravalencia (p Y q): (p A=q) V (2p A q), 


la implicación (p = q): =p V q, 


la replicación(p — q): pV =q, 


la equivalencia (p => q): (p A q) V (=p A 2q), y 


la incompatibilidad (p | q): =p V q. 
Nos encontraremos de nuevo con esta división cuando estudiemos los patrones y reglas de 
extensión en el subcapítulo dedicado a tablas semánticas?5. 


Recordemos también la relación íntima entre la disyunción, la incompatibilidad y la contra- 


valencia al expresar la alternación entre proposiciones: 


34 Cfr. infra $ 3.1 (p. 231 de esta edición). 
35 Vid. infra S 3.3 (p. 244 de esta edición). 
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= pVg(disyunción): las alternativas p y q no se excluyen, aunque debe suceder una de ellas; 
= pYg(contravalencia): las alternativas p y q se excluyen, aunque debe suceder una de ellas; 


"=  p|q (incompatibilidad): las alternativas p y q se excluyen, aunque puede no suceder ninguna 


de ellas. 
Ejemplo 77 


Formalicemos**: 
O. Siempre que ha llovido ha escampado. 
1. Mal me quieren mis comadres, porque les digo las verdades. 
Bien me quieres, bien te quiero, mas no te doy mi dinero. 
Agua que no has de beber, déjala correr. 
Dolor no padecieres cuando, y sólo cuando, preverlo pudieres. 


La mala gente no te estima o no te procura. 


DURO 


Canta la rana, y no tiene pelo ni lana. 


Resolución. 


o. p<=hallovido; q < ha escampado; p => q [implicación]; 


1. p <= mal me quieren mis comadres; q < digo las verdades a mis comadres; p — q 


[replicación]; 


2.  p=mequieres bien; q < te quiero bien; r < te doy mi dinero; (p A q) == r [conjunción 


y desimplicación]; 
3.  p <puedes beber ese agua; q < deja correr ese agua; p «-— q [desreplicación]; 
4.  p =padeces dolor; q < puedes prever el dolor; =p = q [negación y equivalencia]; 
5. pla mala gente te estima; q <= la mala gente te procura; p | q [incompatibilidad]; 


6. p<Glarana canta; q <= la rana tiene pelo; r 5 la rana tiene lana;p A (q | r) [conjunción 


y negación conjunta]. 


36 Vid. v. gr. [33]. 
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Observación 1.3.49.— A partir de una tabla de verdad podemos extraer relaciones interesantes. 


Por ejemplo, sea la tabla de verdad del implicador, 


p.q|p>q 
1 1 1 
1.0 0) 
1 1 
0) 1 


Que las interpretaciones h;,, lo: y loo sean modelos significa, respectivamente, que: 


=  sipyq,entonces p > q,estoes,p A q => (p > 9); 
= sinopyq,entonces p > q,estoes, =p Aq > (p > q),y 


= sinopyno q,entonces p > q, esto es, p A=q > (p => q). 
Que ly sea un contramodelo significa que 
= sipynoq,entonces no p > q,estoes, pA q => 2(p => q). 


Que conste, todo ha consistido en leer la tabla. 


$ 1.3.4 Composiciones de orden tres o superior 


Nos preguntamos cómo expresar composiciones de orden tres o superior en la lógica de jun- 
tores. Estos juntores triádicos, tetrádicos, pentádicos, etc., corresponden a las funciones veritativas 
triádicas, tetrádicas, pentádicas, etc. Su número ya lo estudiamos en el teorema 1.3 (p. 63 de esta edi- 


ción). 


Orden tres 


Operador condicional 
Un ejemplo de orden tres es el operador condicional ? :, provisto en diversos lenguajes de progra- 


mación, por ejemplo, 


Datos: ), Y, x 
Resultado: $ ? Y: x 
si fp entonces 

ys 
en otro caso 

| E 
fin 
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Si bien en lógica de juntores no existe un signo para «? : », adoptaremos la notación «>», prove- 
niente del lenguaje de programación combinado (en inglés, Combined Programming Language, o CPL), 
es decir, la expresión 

PU: Xx 
pudiésemos reescribirla en esta lógica de juntores «extendida» como 
$ bx 
la cual en lógica de juntores no es más que la conjunción de dos expresiones condicionales, 


(p=Y)A59= x), 


de significado 


óbbUx | (ó=U)A(AbdO XA) 
1 1 1 


O 
110 11110110 

O 

O 


101 100. 0 1 1 1 
100 100. 0 11.0 
o 1 1 0111101 1 
010 01101000 
O 1 o 1 1. 10 1 1 
O o) o 1 O 1000 


siendo lógicamente equivalente a 
(HNYV CHN 


(la equivalencia lógica de dos expresiones puede caracterizarse por tener la misma tabla de verdad y 
la designaremos con =, así escribimos ($ => Y) A(20bd => x) =(PAY)V (20 A x); para saber 


más: cfr. infra $ 1.13 [p. 138 de esta edición]). 


Recordemos que las letras griegas minúsculas «cp», «1», «Xx», ... son metavariables que repre- 


sentan fórmulas cualesquiera. 


Observación1.3.50.— Sesatisface, por ejemplo, que pA y es lógicamente equivalente a d > Y, $ 


y que q V y es lógicamente equivalente a H > q, y). 


Observación 1.3.51.— Hemos usado la palabra operador, aún en el ámbito semántico e igualmen- 
te la usaremos en el sintáctico, por ahora en sentido ingenuo, esto es, en el mismo que usamos 
habitualmente los operadores aritméticos (p. ej., +, —, -, /), los operadores de comparación (p. ej., 
=,F,<,<, >, >) o cualquier otro tipo de operadores que pudiésemos definir —p. ej., operadores de 


comprobación como el de pertenencia (€ (x, A) es 1 precisamente six € Ayoen caso contrario) o 
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el de situación intermedia(0z (y, x, z) es 1 precisamente six X y 3 z y 0 en caso contrario) —. Más 


allá llegaremos tras estudiar el concepto de operación en un conjunto””. 


Observación 1.3.52.— La forma lógica (p A Y) V (29 A x), lógicamente equivalente a (p > y) A 
(24 = x), aparece, a veces, en la literatura, por ejemplo, en Wolfram Alpha, con el nombre forma 
ITE%%. Aunque son varias formas las lógicamente equivalentes al uso*%, en ciertas ocasiones, como 
ésta, puede que sea otra expresión lógicamente equivalente la que contribuya a aclarar lo afirmado. 
Por ejemplo, la propia afirmación 

(PAG)V(=pAr), 


parece que queda dicha de manera más clara en su expresión lógicamente equivalente 
(p > 9) A (=p > 1), 


¿verdad? 


Evaluación cortocircuitada 
Existe una forma alternativa de evaluar la semántica de un juntor diádico, la evaluación cortocir- 
cuitada, la cual consiste en cumplir la norma de evaluar el segundo argumento sólo si el primero no 


basta para determinar el valor de la expresión dominada por el juntor en cuestión. 


En el ámbito de la programación, los operadores cortocircuitados reciben nombres específicos, 
como cand (and condicional) y cor (or condicional) de DIJKSTRA*, o designaciones específicas como 
«£ (para cand) y || (para cor) en lenguajes de programación concretos, estas últimas, por ejemplo, en 
C, Go, Java o Perl. 


Las definiciones en lógica de juntores extendida con CPL, en función del operador condicional 


estudiado anteriormente, de cand, cor y cimp1 (implicación cortocircuitada) son: 


pcandqSp=>q,_; 
pcrgSp= T,g; 


penlo =p => 93,13 
es decir, la traducción a lógica de juntores es: 


pcandq —> (p => q)A (=p => 1); 
pueg"—=(p=> 1) Al9p =>) 


p cimplq — (p >q)A (=p => T). 


37 Cfr. infra S 12.6 (p. 617 de esta edición). 

38 Cfr. infra $ 3.1.5 (p. 240 de esta edición). 

32 Cfr. infra ejemplo 140 (p. 241 de esta edición). 

40 Cfr. v. gr. DIJKSTRA [54] o GRIES [55] (por cierto, dos libros que toda persona interesada en la programación de 
computadores debería estudiar de principio a fin). 
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Datos: p, q 


Resultado: p cand DO PA Paro 
de Resultado: p cor q Resultado: p cimpl q 

y / si p entonces si p entonces 

si p entonces a a: 
Q ; x y 

q en otro caso en otro caso 
en otro caso a: e 

| ll 3 z , 

? fin fin 
fin 
(b) p cor q (c) p cimpl q 


(a) p cand q 


Figura 1.0.— Definiciones de cand, cor y cimp1 en notación orientada a la programación. 


Ordenes superiores 


La anidación de operadores condicionales proporciona composiciones de órdenes superiores; por 


ejemplo, 


Datos: Q, Y, P, O, T 
Resultado: $? Y: (p?0:7) 
si fp entonces 
Y; 
en otro caso 
si p entonces 
o 
en otro caso 
5 


fin 


fin 


La expresión 


Oruilproia 


pudiésemos reescribirla en lógica de juntores extendida con la notación de CPL que hemos adoptado, 
como 
p= y, (p= 0,7) 


la cual en lógica de juntores no es más que la conjunción de tres expresiones condicionales, 
(b=> Y) AEPAP=0)MEPASp O 7), 


de significado 
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buypor|(é> YAA pP)> ODA MAPAS p)> 7) 
111 111 1111010111 1 O1lO0oOo1lI 11 
11110 1l 1 LL 1 O TO 11 1 o0o1l00O01I 10 
11101 11110101 10 1 O1lO0oOo1l 11 
11100 11110101 10 1 O0o1l0o00O01IlI 10 
11011 11110100 1 1 1 o0o1lo1lo 11 
11010 11110100 1 1 1 o1lo1lo 10 
11001 11110100 10 1 O0O1lOo1lo 11 
11000 11110100 10 1 o1lo1lo0o 10 
10111 1000 O1O1l 11 0) O1O0oOo1l 11 
10110 1000 O1O1l 11 O O0o1l00O0lIl 10 
10101 1000 O1O1l 10 0) O1lO0oOol 11 
10100 1000 OI1I1O1l 10 0) o0o1l00O0lIl 10 
10011 1000 O100 1 1 o) O0o1lo1lo 11 
10010 1000 O10O00O 1 1 0) o1lo1lo 10 
10001 10000100 1 O o) O0OTI0 10 1.1 
10000 10000100 1 O o) o1l0o1o0o 10 
O111l1l O11110111l1 1 10001 11 
O1110 O1111O011 11 1 10001 10 
O1T1T10l1 O110 1011 00 o) 10001 1 1 
01100 O110O 101100 0) 10001 10 
OTOlIl1l O1111I0O00 1 1 1 10110 1 1 
O0O1Ol1lO O1111I0O00 1 1 o) 10110 00 
O1TOOl1I 01111000 1 O 1 10110 1 1 
O0O1OOO 01111000 1 0 o) 10110 00 
OoO1ll1l O1OIT1TOI1IT 11 1 10001 11 
00110 O1OITOIT 11 1 10001 10 
O0OO01ol1 O1OO 101100 o) 10001 11 
O0O01l0O0OoO O1OO 1011 00 0) 10001 10 
OOOmlIl O1OITOOO 1 1 1 10110 1 1 
O0O00l1OoO O1OI1ITOOO 1 1 O 10110 00 
OOOO 1 O1O11000 1 1 10110 1 1 
O0O000O O1O11000 1 o) 10110 00 


la cual es lógicamente equivalente a, por ejemplo, su forma ITE, de lectura más complicada: 


(PAC(SA(PAD)V (9) V (0) ABAD) V (EPA PA) V (50) A 7))). 
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Otro ejemplo de estructura alternativa múltiple lo proporciona la instrucción case. 


Datos: o, Q,,..., Om 

Resultado: x=.0. 1 do: (x=: 01.0 = Om Om) ...) 
seleccionar x hacer 

caso (1, hacer .; 


caso (1, hacer q,; 


caso (1, hacer Q),,; 


fin 


La expresión 
Xx=0 3 X=0 74. :=0 TD 0 x= TP. (=04 PD) +...) 


pudiésemos reescribirla en lógica de juntores extendida con la igualdad y con la notación de CPL que 
hemos adoptado, como 


x= 0% > Po, (x= 01, > 0, (x= 0, > pa, (x= 03 >...(x= Am > Qm).-.))) 
la cual en lógica de juntores no es más que la conjunción de m + 1 expresiones condicionales, 


((x= a) => do) A((x=4) => 0)A...A((x= Am) > Om). 


$ 1.4 Número de interpretaciones de una fórmula 


En el subcapítulo anterior hemos utilizado las tablas de verdad para representar las condicio- 
nes de verdad de proposiciones compuestas por un juntor con respecto a sus proposiciones simples 
componentes. Veamos aquí cuántas interpretaciones puede tener una fórmula, esto es, cuántas filas 
tiene su tabla de verdad. 


Teorema 1.4 
El número total de interpretaciones para una fórmula depende del número de sus variables 
proposicionales, siendo igual al número de filas de su tabla de verdad y correspondiendo cada 


fila a una única interpretación. De hecho, si en una fórmula q) intervienen n variables propo- 


sicionales, el número de interpretaciones para q es 2”. 


Demostración. Sea X un conjunto de n elementos. Cualquier aplicación del conjunto 
[1,2,...,kj en X recibe el nombre de variación con repetición* de n elementos de X. Se demuestra 
que el número total de aplicaciones del conjunto ([1,2,...,k)j en un conjunto de n elementos es 


* Vid. infra definición 19.13 (p. 1020 de esta edición). 
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VR* = n'. Para entender por qué el número de interpretaciones para una fórmula poliádica q de 


n variables es 2”, pensemos que una interpretación es una aplicación del conjunto V¿(C V) de las n 


variables que aparecen en la fórmula ¿ en el conjunto fo, 1), de dos elementos. 
Ejemplo 78 
Analicemos la afirmación «Que no venga ella y vengas tú es lo mismo que si no vi- 


niera él». 


Resolución. Siendo: 
p. = viene ella, 

( = Vienes tú, 

r <= viene él. 


entonces, la anterior afirmación se formaliza como 


((no p) y q) es equivalente a (no r), 


que en el lenguaje de la lógica de juntores se reescribe 
(=p Ag) e ar. 
Como ya sabemos, como esta fórmula tiene tres variables de enunciado, existen para ella 
2? = 8 interpretaciones (cfr. supra teorema 1.4 [p. 101 de esta edición)): 


loo: Lp, a. r => fo, 1), definida por hop) = 0, Jo LG)=0, losolt) =0, 


Latdp gr =T0,1), debimdapor bale) =0, ka(q)=09 hal) =1 
lus 3 Tp, q. 1= To, 1), definida por lors(p) =0, luo(g)= 1 hol) =0, 
li + lp, q,rj= Lo, 14, definida por balp)=0, Lulg)=1. baul) =1, 
hoo : 1p.q.rj => [o,1), definida por hoo(p) =1, hoo(q)= 0, hoo(r) = 0, 
ha: Lp, q,rj => fo,1), definida por ho(p) =1, halq)=0, ha(r)=1, 
li ilo.q.rj => Lo0,11, definida por Lo (p) =1 Luo(q)=1:Lkol[1)=0, 
haz lp,q.r+= 0,1), definida por hu(p)=1. Lhulq)=1. falr)=1, 


que quedan recogidas en las filas de la tabla de verdad asociada a dicha fórmula: 
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p q rl(np y q) esequivalentea | (nor) 
=p A q o ar 
Lio 0.1 1 o) 
EN > A > A > E o) dl 
10 11 6 e e 1 o) 
1 0-01). 0 4 o) l 
IS El O O o) o) 
610] 1 411 1 1 
601] 1 0.00 1 o) 
004] tt 0-0 o) 1 


En definitiva, hay cuatro interpretaciones para las que la afirmación es verdadera y otras cua- 
tro para las que no. Por ejemplo, la traducción directa de las interpretaciones para las que la 
afirmación es verdadera es: 


loo: Que no vengáis ni ella ni tú, pero sí venga él. 
loo: Que vengas tú, pero que no vengan ni ella ni él. 
hor: Que vengan ella y él y no vengas tú. 

l¡,1: Que vengáis ella, él y tú. 


Recordemos que decimos que estas cuatro interpretaciones loor, loro, hor € Í,, son modelos 


para la fórmula (=p A q) = ar y que las otras cuatro interpretaciones son contramodelos 


para dicha fórmula. 


$ 1.5 Dela implicación directa e indirecta 


Actividad 1.1 

Aserto: Siempre es verdadera una implicación o su recíproca. 

Justificación: Es posible demostrar que (p > q)V(q — p)esverdadera; por ejemplo, si hacemos 
su tabla de verdad, observamos que todas las interpretaciones son modelos. 
Contrajustificación: Sin embargo, si p + nesimpar y q < nesprimo, entonces p => q es 
falsa —por ejemplo, 9 es un impar no primo— y q => p es falsa —por ejemplo, 2 es un primo 
par—; en lenguaje llano, que no se satisface ninguna de las dos, así que no siempre es verdad la 
disyunción de una implicación y su recíproca. 


Entonces, ¿en qué quedamos?, ¿es o no es verdadera? 
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Definición 1.10 (Implicación directa, recíproca, inversa y contrarrecíproca).— Deuna proposición 
en la forma fp = y decimos que está en forma de implicación directa . Distinguimos tres formas 


asociadas: 
=  larecíproca de la proposición f —> y es la proposición Y = q; 
=  lainversa (o sinónimamente, conversa) de la proposición fp = yy es la proposición 5d => 4, y 


= la contrarrecíproca (o sinónimamente, contrapositiva) de la proposición fp => y es la proposición 


=4Y > =0. 


Teorema 1.5 (Algunas relaciones entre la forma directa y sus asociadas) 

Se satisface: 

o. (9 => Y) =e (24 = 20), es decir, la directa y la contrarrecíproca son equivalentes, esto 
es, son ambas verdaderas o ambas falsas; 
(y = bd) e (24 = =1p), es decir, la recíproca y la inversa son equivalentes, esto es, son 
ambas verdaderas o ambas falsas; 
(dp = Y) V (Y = q), es decir, sucede la directa o su recíproca; 
(dp = Y) V (20d = 4), es decir, sucede la directa o su inversa; 
(dp = Y) => [y => $) V ((Yy = $) => [d = y), es decir, la directa implica la 
recíproca o, recíprocamente, la recíproca implica la directa; 
(d => Y) => 0 => Y) V (od = =p) => (9 = y), es decir, la directa implica la 


inversa o, recíprocamente, la inversa implica la directa; 


(dp = Y) => (Y => d) e ((p = Y) = (20 = 1p)), es decir, que la directa 


implique la recíproca es equivalente a que la directa implique la inversa. 


Actividad 1.2 
Demostremos el teorema 1.5 (p. 104 de esta edición). 


$1.6 Satisfactibilidad y validez 


Definición 1.11.— Una fórmula q es una fórmula válida (o sinónimamente, tautología —cuidando de 
no confundirla con el juntor T—) precisamente si es verdadera en todas sus interpretaciones, esto 
es, si, y sólo si, en su tabla de verdad figuran sólo unos, en otras palabras, cuando, y sólo cuando, toda 
interpretación para q) es un modelo para q. Suele designarse por T, aunque también son frecuentes 


en la literatura las designaciones 1, V y Y (verum). 


Definición 1.12.— Una fórmula q es una fórmula insatisfactible (o sinónimamente, contradicción 


—cuidando de no confundirla con el juntor L—) precisamente si es falsa en todas sus interpretacio- 
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nes, esto es, si, y sólo si, en su tabla de verdad figuran únicamente ceros, en otras palabras, cuando, 
y sólo cuando, ninguna interpretación para q es un modelo para q). Suele designarse por 1, aunque 
también son frecuentes en la literatura las designaciones o, F y A (falsum). 


Observación1.6.0.— La realidad de nuestra lengua natural es que en ella, una contradicción es 
cualquier proposición «lógicamente imposible», por ejemplo, «sucede P y, a la vez, no sucede P» 
(formalizada p A =p). Esta observación tiene su razón de ser: ¿es verdadero o falso que «una niña 
de 10 años puede levantar una tonelada»? Si la niña no se ayuda de nada y está en condiciones de 
gravedad normal, parece imposible; pero ¿y si se ayuda de un sistema de palancas?, ¿o si está en 


condiciones de ingravidez? 


Observación 1.6.1.— Si w es un modelo para una fórmula q, podríamos también decir que dq es 
una fórmula válida para la interpretación w. Esta forma de hablar anticipa el concepto de fórmula 


válida en un universo U en lógica de cuantores. 


Notemos que si para identificar las fórmulas válidas y fórmulas insatisfactibles utilizásemos los 
símbolos 1 y o, éstos tendrían dos significados, a saber, por un lado, representan valores de verdad 
y por otro son fórmulas. Si adoptásemos los símbolos T y 1, el alfabeto de Lo quedaría inmediata- 
mente ampliado con ellos, en realidad con un conjunto de constantes (T, 1). 


Definición 1.13.— Una fórmula « es una fórmula contingente (o sinónimamente, contingencia, inde- 
terminación o fórmula anfótera), precisamente si no es ni fórmula válida ni fórmula insatisfactible, es 
decir, si, y sólo si, en su tabla de verdad aparecen ceros y unos, en otras palabras, cuando, y sólo cuan- 
do, existen interpretaciones para q que son modelos para q y también existen interpretaciones para 


q que no lo son. 


Definición 1.14.— Una fórmula q es una fórmula satisfactible (o sinónimamente, fórmula posible), pre- 
cisamente si es verdadera en alguna interpretación, esto es, si, y sólo si, en su tabla de verdad aparece 
algún uno, en otras palabras, cuando, y sólo cuando, alguna interpretación para q) es un modelo para 


p. 


Teorema 1.6 


Toda fórmula contingente es satisfactible, mas no toda fórmula satisfactible es contingente. 


Demostración. La tautología es una fórmula satisfactible no contingente; de hecho es la única 


posible. 
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Únicamente en los casos de fórmula insatisfactible y fórmula válida es posible hablar de valor de 
verdad de una proposición compuesta, el cuales 0 01, respectivamente. En el caso de ser contingencia 
se habla, a veces, de valoración de verdad. 


Ejemplo 79 


Proporcionemos un ejemplo de contingencia. 


Resolución. La tabla de verdad de la fórmula p A=q > ares 


pqri|(pA=q)le]=ar 
1 11 1001 1 01 
110 1001.06 10 
150 1 Lio 0. 01 
100 L1LIO í 10 
O 11 0001 1 04 
010] 0001 0 10 
001 00:10 1 01 
000| 0010 0-10 


de la que deducimos que al existir modelos y contramodelos, dicha fórmula no es válida ni 


insatisfactible, pero sí contingente y, por lo tanto, satisfactible. O 


Observación 1.6.2.— El concepto de satisfactibilidad fue acuñado por Alfred TARSKI y tiene su ori- 
gen en la matemática, en la que es costumbre usar expresiones del tipo «7 satisface la ecuación 
x +3 = 7». En el ámbito de la lógica de juntores, a lo satisfactible también se le conoce como 
consistente y a lo insatisfactible como inconsistente. Esto se debe a que la lógica de juntores es 


correcta y completa, lo que hace que los conceptos de satisfactibilidad y consistencia coincidan*?. 


Teorema 1.7 
Si f es una fórmula, entonces se satisface: 
q es válida si, y sólo si, =p es insatisfactible; 


Q es contingente si, y sólo si, =p es contingente; 


si p es contingente, entonces des satisfactible. 


Observación 1.6.3.— También se satisface lo siguiente. 


3. Que q sea satisfactible no implica que 24h sea insatisfactible (pensemos que la negación de 


una fórmula contingente también es una fórmula contingente). 


2 Vid. infra teorema 6.9 (p. 397 de esta edición). 
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Definición 1.15.— Decimos que Y es un conjunto satisfactible de fórmulas precisamente si existe al- 
guna interpretación que sea un modelo para 0, en otras palabras, si, y sólo si, M(0) + /f. En caso 
contrario decimos que es insatisfactible. 


Ejemplo 80 


Demostremos que [p, =p) es un conjunto insatisfactible de fórmulas. 


Resolución. En el ejemplo 58 (p. 60 de esta edición) demostramos que no existe ningún 


modelo para dicho conjunto de fórmulas. 


Ejemplo 81 


Demostremos que [p + q, (=p A q)) es un conjunto satisfactible de fórmulas. 


Resolución. En el ejemplo 59 (p. 60 de esta edición) demostramos que la interpretación 


l,, es un modelo para dicho conjunto de fórmulas. 


Ejemplo 82 


Demostremos que [p A =q > ar) es un conjunto satisfactible de fórmulas. 


Resolución. En el ejemplo 79 (p. 106 de esta edición) demostramos que las interpretacio- 


nes hi1, h00, lon € loo, son modelos para dicho conjunto de fórmulas. 


Definición 1.16.— Decimos que 9 es un conjunto finitamente satisfactible de fórmulas precisamente si 
todos los subconjuntos finitos de fórmulas de d son satisfactibles. 


Teorema 1.8 


[do Ps, ... , Pnj es un conjunto satisfactible de fórmulas si, y sólo si, po Ap,A--- AQ es una 


fórmula satisfactible. 


Si bien la posibilidad de que en la definición de conjunto satisfactible de fórmulas, dicho con- 
junto pudiese ser infinito, podría provocarnos cierta inquietud, el siguiente resultado se encarga de 


despejarla por completo. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


1.7. Redefinición de interpretación 108 


Teorema 1.9 (Teorema de Compacidad) 


Un conjunto de fórmulas es satisfactible si, y sólo si, es finitamente satisfactible. 


Actividad 1.3 

Demostremos que son satisfactibles: 

o. (p>(q Ar)) e ((p >= q) A (p > r)) [e se distribuye por la izquierda en A]; 
LL  (p=(q Vr) = ((p > q) V (p > r)) > se distribuye por la izquierda en V]. 


Actividad 1.4 

Demostremos que son satisfactibles: 

o. ((p => 5 3A(q => 5r)) > ((p A q) > r) [> se semidistribuye conversamente por la 
derecha en A]; 


LL ((pVq)=>"r)> ((p => r) V (q => r)) [> se semidistribuye por la derecha en V!]. 


Actividad 1.5 

Demostremos que son satisfactibles: 

o. ((pAq)=>r) e ((p = r) V (q > r)) [> se antidistribuye por la derecha en A]; 
LL ((pVq)=>r"r)+* ((p >= r) A (q > r)) [> seantidistribuye por la derecha en V]. 


El problema SAT 

Saber si una fórmula de la lógica de juntores es satisfactible es uno de los pro- 
blemas referentes en Complejidad Computacional, concretamente el problema SAT*, 
un problema NP-completo'. Es de interés, por tanto, el desarrollo de algoritmos 
de comprobación de la satisfactibilidad de un conjunto de fórmulas. El algoritmo 
DPLL/Davis-PUTNAM-LOGEMANN-LOVELAND* y WalkSAT* son de uso popular. 


* Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de satisfacibilidad_booleana. 


Y Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/NP-completo. 
+ Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_DPLL. 
$ Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/WalkSAT. 


$ 1.7 Redefinición de interpretación 


Definición 1.17 (Redefinición de interpretación).—  Formalmente, lo que hemos hecho es construir, 
guiados por la semántica de nuestra lógica ordinaria, una extensión de la definición de interpretación”, 


del conjunto de todas las variables proposicionales Y al conjunto de todas las fórmulas Fo, | : F. —> 


4 Cfr. supra definición 1.1 (p. 58 de esta edición). 
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[o, 1), sujeta alas condiciones siguientes (extensión, que abusando del lenguaje, seguiremos notando 


por | y llamando interpretación); siendo q y y fórmulas, 
o. IQ) =1si, y sólo si, I(p) = 0, 


1  NHdAY)=1si,ysólo si, (pd) =1y (y) = 1, 


ES 


I(p Y y) = 0 si, y sólo si, (Hd) = (W), 
3. IQHVy)=1si,ysólosi, ($) =10/(y) =1, 
4. I(p= y) =0si,ysólo si, ($) =1y I(y) =0, 


5. Ild<= y)=1si, y sólo si, ($) = (y), 


[os 


I(p | Y) =0si, y sólo si, I(p) =1y (y) = 1, 


E 


I(d | yw) =1si, y sólo si, ($) = 0 y I(y) = 0. 


$1.8 Satisfactibilidad y tablas de verdad: más ejemplos 


Insistamos en que las tablas de verdad permiten analizar la satisfactibilidad de una fórmula, 
esto es, determinar si es insatisfactible, contingente o válida**, 


Para las siguientes cuestiones, hagamos esto, cuando sea posible. 
o.  Hallemos el argumento equivalente a la argumentación dada. Llamemos a aquél, A. 
= Reescribamos la argumentación. (Optativo). 
=  Escribamos el argumento (4). 
=  Exploremos intuitivamente su validez. (Optativo). 
1.  Formalicemos dicho argumento en lógica de juntores. 
=  Nombremos las variables proposicionales que representan las proposiciones simples. 
= Analicemos su estructura lógico-gramatical. (Optativo). 
= Proporcionemos su esquema argumental. 


=  Hallemos su forma lógica. 


44 Más o menos fue sobre 1880 cuando se inició esta pauta de razonamiento según las tablas de verdad; se debe, prin- 
cipalmente, a FREGE, PEIRCE y SCHRÓDER. Sus grandes divulgadores son RUSSELL y WITTGENSTEIN, sobre 1920. La forma 
más compacta de hacerlo, que ilustra el ejemplo 83 es de QUINE [56]. 
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2.  Demostremos si A eso no es un argumento válido. Utilicemos las tablas de verdad, como estra- 


tegia de verificación y como estrategia de refutación. 
I. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de verificación. 


II. Identifiquemos el conjunto decisor para A, esto es, el conjunto I' de fórmulas bien formadas 


tal que los modelos para I' son los contramodelos para A. 


III. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de refutación: estudiemos 
si existe una refutación para I' —esto es, si encontramos que la tabla para T' es un tabla 


insatisfactible—, una tabla de refutación, para I. 


3. =  SiA resultó ser un argumento válido, finalicemos o, alternativa, mas sólo optativamen- 
te, modifiquemos las premisas o la conclusión para que el argumento modificado no sea 


válido, justifiquemos su no validez y continuemos. 
=  SiAnoesválido, identifiquemos los modelos para I' que proporciona la tabla para T. 


4. Caso de que existan modelos para I', utilicemos las tablas de verdad como estrategia de verifi- 


cación para demostrar que dichos modelos lo son para T. 


5. Si existen modelos para Il”, expresemos en español las contraargumentaciones, construidas a 
partir de dichos modelos, que permiten refutar la argumentación dada (optativamente, también 


presentaremos los contraargumentos para A). 


Ejemplo 83 


¿Es válida la siguiente argumentación condicional: «Si el programa de cooperación 
en la sostenibilidad para el desarrollo (PCSD) no se frustra, entonces el PCSD debe co- 


menzar y terminar. El PCSD comenzó y se frustró. Por lo tanto, el PCSD no terminó. »? 


Resolución. 
O. Argumento (A): Si el PCSD no se frustra, entonces el PCSD comienza y el PCSD termina. 
El PCSD comienza y el PCSD se frustra. Luego, el PCSD no termina. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso la colección de todas las iniciativas económicas, polí- 


ticas y sociales, consideramos las siguientes variables proposicionales y las proposi- 
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ciones simples que representan: 


f = el PCSD se frustra, 
c <= el PCSD comienza, 


t <= el PCSD termina. 


= Esquema argumental: 


Si se supone no f, se sigue c y t. 


Se tiene c y f. 


Se sigue no t. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Y = [do Pp = ff >cAt,cafiyla 
conclusión 4», a saber, =£. La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es 
(f=>cAt)A(cAf) => at. Llamémosla A. 


2. Demostración de si Á es o no es un argumento válido. 
I. Resolución de A utilizando tablas de verdad como estrategia de verificación. 


Por ejemplo, con una tabla de verdad utilizada como estrategia de verificación de A. 


cft|((2f=(cAt)A(cA fMl=o]-t 
11 1 011111 1111 o ol 
110 011100 1 111 1 10 
101 101111 0100 1 O1 
100 100 100 0 100 1 10 
o11 011001 OOOI1I 1 O1 
010 011000 O OOI1I 1 10 
001 10 001 0000 1 O1 
000 10 000 O00O 1 10 


Al existir un contramodelo para A, ésta es una fórmula no válida, de donde A es un 


argumento no válido e, igualmente, la argumentación es no válida. 
II. Identificación del conjunto I. 


Identificamos la estructura de A con ser $, Ad, => Y una fórmula válida. Por el 
teorema 1.2 (p. 61 de esta edición) sabemos que w es un contramodelo para dicha 
fórmula si, y sólo si, w es un modelo para TP, donde? = 9 U [=4] = [af > 
CATOaXKTIE 
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III. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de refutación. 


Estudiemos si existe una refutación para I' —esto es, si utilizando la tabla de ver- 
dad como estrategia de refutación encontramos que la tabla para T' es un tabla 
insatisfactible—, una tabla de refutación, para I. 


Tenemos dos posibilidades de estudio equivalentes: 


A. estudiar la tabla para I', partiendo de su verdad: que busquemos modelos para 
las tres significa que deben serlo para cada una, en particular, t es verdadera 
y C A f es verdadera y de ésta, por ser una conjunción, tenemos que c y f son 
verdaderas; en definitiva, sólo hemos de considerar la interpretación ly; 


cft| =f>o(ent) caf lt 
111 01] 111 | 21 |[ 


lo que traducido al lenguaje de la lógica de juntores, equivale a estudiar la tabla 
para (=f >cAt)A(cAf) At, partiendo de su verdad: que la conjunción sea 
verdadera lleva a que cada conjunto lo es, en particular, t es verdadero y c Af 
es verdadero y de ésta, análogamente, por ser una conjunción, tenemos que c y 


f son verdaderas; en definitiva, sólo hemos de considerar la interpretación /;,, 


cftl|(AfF>CcntA(CA At 
15] O111111 111 1/1 


o bien, 


B. alternativamente, estudiar la tabla para la fórmula (f£ > cAt)A(cAf) => 
at, partiendo de su falsedad, puesto que w es un modelo para (Pp.A PH) A y si, y 
sólo si, w es un contramodelo para (p, A p,) Ay —cfr. supra teorema 1.2 (p. 61 
de esta edición) —: nuestro punto de comienzo es la negación de la implicación, 
esto es, tes falsa, es decir, tes verdadera, y(=f => cAt)A(c Af) verdadera y 
de ser la segunda una conjunción y tener que ser verdad, sabemos que [c] = 1y 
también [f] = 1; en otras palabras, sólo hemos de considerar la interpretación 


his 


cftl (a f>(cAt)A(CcAf)>2t 
111| O11 111 1111 Ojo 1 


en otras palabras, existe un modelo para I', o lo que es equivalente, un contramodelo 
para A, por lo que Á es un argumento no válido y, en definitiva, la argumentación 
es no válida. 


3. Identificación de los modelos para l' que proporciona la tabla para l. 
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En dicha tabla para T' apreciamos que la interpretación /,,, es un contramodelo para A y 
por tanto un modelo para I. 


4. Demostración de que los modelos lo son para D. 
La tabla de 2..I111.A. demuestra que !,,, es un modelo para P. 

5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 
Una contraargumentación construida a partir de /,,, es la siguiente. 


Caso que el PCSD se frustre, comience y termine, se satisface la primera premisa (es un 
condicional con antecedente falso, ya que no es cierto que el PCSD no se frustre, pues se 


frustra) y también se satisface la segunda premisa (el PCSD comienza y se frustra), pero 


no se satisface la conclusión (es falso que el PCSD no termine, pues termina). 
Ejemplo 84 


Nos informan de que si Sara no quiere, Wanda quiere. Y de que es imposible que 
los asertos «Sara quiere» y «Camila no puede» se satisfagan a la vez. Además, nos asegu- 
ran que si Wanda quiere, entonces Sara quiere y Camila puede. ¿Es válido concluir que 


Camila puede? 


Cfr. [57]: 4. Some Computer Problems, $ 3 A Problem Involving Three Girls (pp. 57-60). 


Resolución. 
O. Argumento (A) (concluyendo que Camila puede): Si Sara no quiere, entonces Wanda quie- 
re. Es falso que simultáneamente Sara quiera y Camila no pueda. Si Wanda quiere, en- 


tonces Sara quiere y Camila puede. Luego, Camila puede. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 
siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


s <= Sara quiere, 
w <= Wanda quiere, 


c <= Camila puede. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


1.8. Satisfactibilidad y tablas de verdad: más ejemplos 


114 


= Esquema argumental (concluyendo que Camila puede): 


Si se supone no S, se sigue w. 


Se tiene que no suceden a la vez s y no c. 


Si se supone w, se sigue Ss y C. 


Se sigue c. 
= Formalógica. 
Identificamos el conjunto de premisas Dd = [a,b P,) = [as => w,[s A 


Cc), w => (s A c)j y la conclusión 1, a saber, c. La fórmula correspondiente a A 


en lógica dejuntores es (15 > w) A=(s AC) A(w => (s A c)) => c. Llamémosla 


A. 


2. Demostración desi A es o no es un argumento válido. 


I. Resolución de A utilizando tablas de verdad como estrategia de verificación. 


Por ejemplo, con una tabla de verdad utilizada como estrategia de verificación de A. 


csw. ((=s =>w)A 2(sA=2c)A(w >(s A cod)i]c 
1 1 1 0111111001 1 1 1 111 1 1 
110 0110111001 1 O 1 111 1 1 
10 1 1011110001 O 10 001 1 1 
100 1000010001 OO 1 OOI1 1 1 
o 1 1 0111001110010 100 1.0 
010 0110001110 001100 1.0 
oo 1 1 1 1 1 1 10 0 10 o0 1.0 
000 1 0001 10 0 0 1 oo 1.0 


En ella apreciamos que todas las interpretaciones son modelos, por lo que A es una 


fórmula válida. Por lo tanto, A es un argumento válido, al igual que es válida la ar- 


gumentación «Se sabe que si Sara no quiere, Wanda quiere; que es imposible que 


los asertos “Sara quiere” y “Camila no puede” se satisfagan a la vez, y que si Wanda 


quiere, entonces Sara quiere y Camila puede. De esta información se concluye que 


Camila puede». 


II. Identificación del conjunto IT. 


Identificamos la estructura de A con ser do AQ, Ad, = y una fórmula válida. 


Por el teorema 1.2 (p. 61 de esta edición) sabemos que w es un contramodelo para 


dicha fórmula si, y sólo si, w es un modelo para , donde = 9 U [24] = [25 => 


w,(sA=c),w=>(sA c), aC). 
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III. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de refutación. 


En lógica de juntores, ($ => 1) «+= 24 es una fórmula válida, cuya implicación 
($ = 1) => 0 nos interesa en este momento como esencia del método de demos- 
tración por reducción al absurdo (RAA) (o sinónimamente, por contradicción), que aplica- 
mos aquí en anticipación: si de suponer que sucede dq se sigue una fórmula insatis- 


factible, entonces no sucede dh. 


Ser modelo para I' se traduce en lógica de juntores en ser modelo para (25 > w) A 
(sA=c)A(w=(sAc)j)Amc. 


Sea p + existe un modelo para (25 > w) A=2(sA=c)A(w => (sAc)) Ac. 
Demostremos que suponer ( conduce a una fórmula insatisfactible, por lo que por 


RAA habríamos demostrado que lo que se satisface es 24). 


Analicemos (35 > w) A=(sA=Cc) A (w => (s A c)) A =C: si existiese un modelo 
para ella, por ser una conjunción, todos los conjuntos serían verdad, en particular, 
25 > w.es verdadera (*); y también =c, de donde [|c] = o; de la verdad de =c y de 
la de =(s A 20), se sigue [[s] = 0; porlo tanto, s A c es falsa y como w => (s A c) es 
verdadera, obliga a ser [w] = 0; por ser [s] = o y [w] = o, se sigue que =s > w 
es falsa (+); he aquí lo insatisfactible, la contradicción, por (*) y (+), tenemos a la vez 
que 2s => wes verdadera y falsa. Como fp => _l, esto es, suponer que existe un 
modelo para (5 > w) A=(s AC) A (w = (sA c)) Ac conduce a una fórmula 
insatisfactible, entonces, de RAA, se sigue =p, es decir, que no existe ningún modelo 
para dicha fórmula, o sea, no existe ningún modelo para I', o lo que es equivalente, 
ningún contramodelo para A por lo que A es un argumento válido y, en definitiva, 


la argumentación es válida. 
3.  Noprocede (la argumentación es válida). 


4.  Noprocede (la argumentación es válida). 


5.  Noprocede (la argumentación es válida). 


Observación 1.8.0.— Hemos hecho los apartados 2.1! y 2.11! por motivos pedagógicos; caso de que, 
como en este ejemplo, en 2.! demostremos la validez de A no es necesario desarrollar 2.1! y 2.111 


(aunque seguro que es una buena idea hacerlo optativamente, para practicar RAA). 
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Ejemplo 85 


Tras diversas consultas sesudas, el ministerio correspondiente publicó un comuni- 
cado de prensa en el que razonaron así: «Una manera de lograr que la contaminación sea 
aceptable es conseguir que circulen menos automóviles por las carreteras. Una manera 
de que circulen menos automóviles es cobrar por usar las carreteras. Si circulan menos 
coches por las carreteras, la temperatura atmosférica del país descenderá. Esta prima- 
vera ha hecho más frío. La conclusión es ineludible: la contaminación es aceptable». ¿Es 
válida esta argumentación? 


[EFO 24.5.2018:1]. Cfr. [58]: capítulo 16: Lógica (pp. 72-73). 


Resolución. 

O. Argumento (A): Si hay menos coches en las carreteras, entonces la contaminación será 
aceptable. Si hay que pagar por usar las carreteras, entonces habrá menos coches en las 
carreteras. Si hay menos coches en las carreteras, entonces la temperatura atmosférica 
descenderá. La temperatura atmosférica ha descendido. Luego, la contaminación es acep- 
table. 


(Que la primavera sea más fría simplemente corrobora que la temperatura desciende y 


recíprocamente). 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso la realidad pasada, presente y futura del territorio en 
cuestión, consideramos las siguientes variables proposicionales y las proposiciones 
simples que representan: 


c 5 Hay menos coches en las carreteras; 
p = La contaminación será aceptable; 
s = Hay que pagar por usar las carreteras; 


d <= La temperatura atmosférica descenderá. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


117 1. De la semántica. 1 


= Esquema argumental: 
SI se supone C, se sigue p. 
Si se supone S, se sigue C. 
Si se supone c, se sigue dl. 


Se tiene dl. 


Se sigue p. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas 9 = [do, 1, da, Pd) = [0 => p,s=>c,c=> 
d, dy yla conclusión y, a saber, p. La fórmula correspondiente a A en lógica de jun- 


toreses (c => p)A(s=>c)A[(c= d) Ad => p. Llamémosla A. 
2. Demostración de si Á es o no es un argumento válido. 
I. Resolución de A utilizando tablas de verdad como estrategia de verificación. 


Demostremos que el argumento Ano es lógicamente válido. Para ello, utilicemos las 


tablas de verdad como estrategia de verificación. 


cdps|((c=>p)Als > c)Ate > dY)A d)i>]p 
1111 LATERAL AAA A 
LITO LLELDOLidatí ri 1.1 
1101 10-010 TATTOO 1. 
1100 Lo 0 0riolitosr 1 
Lo 11 1111110100 04.0 1.1 
1.010 ELIYTOALIciaoo o m1 
10:01 10600 111010000. 1:00 
10:00 100.090 11 00100005 10 
o o o 0110100 001101 1.1 
0110 OLLESOTO AD: ía 
¡e de Ss OT 00100 00110 10 
51:90 01.0 1010 101111 00 
0011 GLiOLOD cu .0nTtO 00 11 
DOI OT ELO 1oOoTosDo ma 
0001 o 1 6100 000.10 00 1 
0000 o 1 LOTO Taá4TO. 00 1 
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En esta tabla apreciamos que en la columna del juntor principal, no todos los valo- 
res son 1; por lo tanto, A no es una fórmula válida, de donde A no es un argumento 


lógicamente válido e, igualmente, la argumentación no es válida. 
II. Identificación del conjunto l. 


Identificamos la estructura de A con ser $2 A $, Ad, A, => y una fórmula válida. 
Por el teorema 1.2 (p. 61 de esta edición) sabemos que w es un contramodelo para 
dicha fórmula si, y sólo si, w es un modelo para T', donde = PU [=p] = [c => 


ps =>c0c>d,d, =p). 
III. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de refutación. 


Estudiemos si existe una refutación para I' —esto es, si utilizando la tabla de ver- 
dad como estrategia de refutación encontramos que la tabla para I' es un tabla 
insatisfactible—, una tabla de refutación, para I”. 


Como vimos en el apartado 2.111 del ejemplo 83 (p. 110 de esta edición), debido al 
teorema 1.2 (p. 61 de esta edición), es posible estudiar la tabla para I', esto es, la tabla 
para (c => p)AM(s => cjA[c => d)AdA5p, a partir de su verdad (cfr. 2.111.A de dicho 
ejemplo) o, equivalentemente, la tabla para (c => p)A[s => c)A[(c => d)Ad > p, 
a partir de su falsedad (cfr. 2.111.B de dicho ejemplo). 


Estudiamos esta última en el caso presente. Nuestro punto de comienzo es la fal- 
sedad de (c => p)A[ls => cjA[(c => d) Ad = p,esto es, su negación, 
a((c => p)A[ls => cjA (ec => d) Ad = p), lo cual supone la negación de 
la conclusión, esto es, p es falsa, es decir =p es verdadera, y como nuestro objetivo 
es encontrar un modelo para las cuatro hipótesis, en particular, de la sencillez de la 
cuarta hipótesis (es un literal) sabemos que d es verdadera. Éste podría ser el punto 
de partida de la tabla de verdad 


cs| (eo => 1IJAls =>co)Ate > T)A To 1 
1-1 10-00 111 01101 1.0 
10 1:00:00 0.011 0 11101 10 
O 1 61.0.0 100.00 1101 10 
00 00101010 10 TIGO 


Un recorrido porlos siguientes pasos en la tabla: de serverdadera c > 1,deducimos 


que c es falsa, y por la misma razón, ahora de la verdad de s > c, s es falsa. 
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De hecho, siguiendo esta explicación, pudiésemos haber trabajado sólo con la inter- 
pretación loo. (por tratarse de subfórmulas sencillas, pues, en general, con subfór- 


mulas complejas, hacerlo sin tabla hubiese sido harto complicado). 


En definitiva, hemos encontrado un modelo para I', o lo que es equivalente, un con- 
tramodelo para A, por lo que A no es un argumento válido y, en definitiva, la argu- 


mentación es no válida. 
3. Identificación de los modelos para l' que proporciona la tabla para l. 


Vía las tablas de verdad, tanto como estrategia de verificación como de refutación, con- 
cluimos que la interpretación loo, es el único modelo para I' (por ser el único contramo- 


delo para 4). 
4. Demostración de que los modelos lo son para IT. 


Demostremos que lozoo es un modelo para I'; para ello, estudiemos la valoración de verdad 


de las fórmulas de I' con dicha interpretación: 


=p | soc | cod ld >p 


C 
o1oo[| ojo | ojo | ofi [jo 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


Una contraargumentación en español construida a partir de loo. pudiese ser la siguiente 


(recordemos que la lógica de juntores no es una lógica temporal). 


Cuando no hay menos coches en las carreteras y la contaminación no es aceptable y no 
hay que pagar por usar las carreteras y la temperatura atmosférica desciende, se satisfa- 


cen las cuatro premisas, pero no la conclusión, pues ésta afirma que la contaminación es 


aceptable. 


Observación1.8.1.— Para la resolución de estas cuestiones, podríamos apoyarnos en alguno de 


los artefactos existentes en línea. Por ejemplo, Truth Table Generator*? o Logic Calculator*?. Asi- 


45 Truth Table Generator (https://mrieppel.net/prog/truthtable.html), de Michael RIEPPEL (https://mrieppel.net/). 

46 Logic Calculator (https://www.erpelstolz.at/gateway/TruthTable.htm)), de Christian GOTTSCHALL (https://www.er- 
pelstolz.at/christian/homepage-uk.html), en Gateway to Logic (https://www.erpelstolz.at/gateway/); en la versión de 
Logic Calculator del lado del servidor (https://www.erpelstolz.at/gateway/formular-uk-zentral.html) debemos elegir 
en el desplegable «Task to be performed» [Tarea para ser realizada], «Detailed truth table (showing intermedia- 
te results)» [Tabla de verdad detallada (mostrando resultados intermedios)]; y, cuidado, porque este artefacto no 
distingue mayúsculas de minúsculas; por otro lado, en él, w (VERUM) denota una fórmula válida y F (FALSUM) 
una fórmula insatisfactible; además, € y | designan la conjunción y la disyunción, respectivamente (sobre lo que 
puede hacer, vid. https://www.erpelstolz.at/gateway/server-taskhelp.html y sobre la sintaxis, vid. https://www.erpels- 
tolz.at/gateway/server-languagehelp.htm)). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


1.8. Satisfactibilidad y tablas de verdad: más ejemplos 120 


mismo pudiésemos haber escrito un programa en algún lenguaje de programación conveniente 


o favorito””. 
Ejemplo 86 


Recordemos el ejemplo 85 (p. 116 de esta edición). Pues bien, resulta que sucedió que 
un medio de comunicación publicó lo que dijo el ministerio así: «Si hay menos automóvi- 
les en las carreteras, la contaminación será aceptable. O bien tenemos menos automóvi- 
les en las carreteras, o bien se tendría que cobrar por el uso de las carreteras, o bien ambas 
cosas. Si se cobra por usar las carreteras, la temperatura aumentará en verano hasta un 
nivel insoportable. Este verano la temperatura está resultando ser bastante agradable. La 
conclusión es ineludible: la contaminación es aceptable». ¿Se corresponde lo publicado 
por este medio con lo dicho realmente por el ministerio? 


Cfr. [58]: capítulo 16: Lógica (pp. 72-73). 


Resolución. 

O. Argumento (B): Si hay menos coches en las carreteras, entonces la contaminación será 
aceptable. Hay menos coches en las carreteras o hay que pagar por usar las carreteras, 
o ambas cosas. Si hay que pagar por usar las carreteras, entonces la temperatura aumen- 
tará en verano hasta un nivel insoportable. La temperatura no ha aumentado en verano 


hasta un nivel insoportable. Luego, la contaminación es aceptable. 


(Que el verano sea agradable es contrario a que la temperatura en verano alcance un calor 


insoportable). 


1. Formalización de B en lógica de juntores. 


= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el de la realidad pasada, presente y futura del territo- 
rio en cuestión, consideramos las siguientes variables proposicionales y las proposi- 
ciones simples que representan: 


c 5 Hay menos coches en las carreteras; 
p = La contaminación será aceptable; 
s = Hay que pagar por usar las carreteras; 


d <= La temperatura atmosférica descenderá; 


47 El artículo «Truth table» (https://rosettacode.org/wiki/Truth_table), en Rosetta Code (https://rosettacode.org/wiki/- 
Rosetta_Code), recoge los códigos de las implementaciones de una tabla de verdad en 48 lenguajes de programación. 
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h <= La temperatura aumentará en verano hasta un nivel insoportable. 


= Esquema argumental: 
Si se supone C, se sigue p. 
Se tiene CV S. 
Si se supone s, se sigue h. 


Se tiene 2h. 


Se sigue p. 


(Que el verano sea agradable es contrario a que la temperatura en verano alcance un 


calor insoportable). 
= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Y = [do, Ps, Pa, P3) = [c =>p,cVSs,s > 
h,=hp y la conclusión y, a saber, p. La fórmula correspondiente a B en lógica de 


juntores es (c > p)A(cVs)A(s => h) A =h => p. Llamémosla B. 
2. Demostración de si B es o no es un argumento válido. 
I. Resolución de B utilizando tablas de verdad como estrategia de verificación. 


Utilizando tablas de verdad como estrategia de verificación, 


chps. | (((c=>p)Ate VSDA(s > A)YA 2 h)>]p 
LÍA LA ALL Li. 00 1 1 
1110 LITIO 1.011 001. 1.1 
110% LODO DAL Odo 10 
1100 16-00 "110,000.11 001 10 
10.11 LTELAitiotos oro. 11 
¡E LITE ato 110 11 
1001 1000 TDT11 0 100-010 1:00 
1000 1.00 O 110 0010010 10 
o O LTS tilo 1 1 
O 110 00110000. .0011 001 11 
0LO1 SIviocii 1111:001t 1.0 
0100 0100000 0011001 1 0 
0011 0-01 TcGitrotós 016 1 1 
0010 01. 1.000.000 0.010 00 11 
0 0.01 o 1 1.611 $06 100 010 1 

0000 o 1 0060.00 10 01.0 1 
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resulta que todas las interpretaciones son modelos, por lo que B es una fórmula vá- 


lida, B un argumento válido e, igualmente, la argumentación es válida. 
II. Identificación del conjunto TD. 


Al ser válida la argumentación, elegimos no hacerlo, si bien optativamente pudiése- 
mos como actividad práctica de RAA (4). 


III. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de refutación. 
Lo mismo que el anterior. 
3.  Noprocede (la argumentación es válida). 


4.  Noprocede (la argumentación es válida). 


5.  Noprocede (la argumentación es válida). 


Ejemplo 87 


«Utilizaremos ambas componentes software sólo si a igual número de peticiones su 
capacidad de respuesta es la misma. Cuidado, insistimos, que el número de peticiones 
sea el mismo, no sólo que respondan por igual. Pero entonces, de todo lo anterior, se 
deduce que no es cierto que se vayan a utilizar ambas componentes». 


[EPF 14.5.2019:1b2]. 


Resolución. 

O. Argumento (A): Si utilizamos ambas componentes software, entonces si ambas compo- 
nentes software reciben igual número de peticiones, entonces ambas componentes soft- 
ware tienen la misma capacidad de respuesta. Ambas componentes software reciben 
igual número de peticiones y ambas componentes software tienen la misma capacidad 
de respuesta. Luego, no utilizamos ambas componentes software. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Siendo el universo de discurso el de las componentes software, consideramos las si- 
guientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


p = Utilizamos ambas componentes software; 


q < Ambas componentes software reciben igual número de peticiones; 
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r 5 Ambas componentes software tienen la misma capacidad de respuesta. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p, se sigue que si se supone q, se sigue r. 


Setiene q yr. 


Se sigue no p. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas 9 = [do $.) = lp => [q = r),q Ar) yla 


conclusión y, a saber, =p. 


La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es 
(p= (q => r))A(q Ar) = =p. 
Llamémosla A. 
2. Demostración de si Á es o no es un argumento válido. 


I. Resolución de A utilizando tablas de verdad como estrategia de verificación. 


Demostremos que el argumento Ano es lógicamente válido. Para ello, utilicemos las 


tablas de verdad como estrategia de verificación. 


pqr|(p =(q > r)A(q A rDo|-=p 
111 111111111 O 01 
110 101000100 1 01 
101 110110001 1 01 
100 110100000 1 01 
o 1 1 01. 111 1 111 1. 10 
010 011000100 1 10 
oo 1 01011 0 o 1 1. 10 
000 010100 00 1 10 


Al existir un contramodelo para A, apreciamos que ésta es una fórmula no válida, por 


lo tanto, A es un argumento no válido e, igualmente, la argumentación es no válida. 
II. Identificación del conjunto I. 


Identificamos la estructura de A con ser $. A d, => Y una fórmula válida. Por el 
teorema 1.2 (p. 61 de esta edición) sabemos que w es un contramodelo para dicha 
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fórmula si, y sólo si, w es un modelo para T', donde =P U [4] = [p > (q => 


NOA Dd 
III. Resolución de A utilizando las tablas de verdad como estrategia de refutación. 


Estudiemos si existe una refutación para I' —esto es, si utilizando la tabla de ver- 
dad como estrategia de refutación encontramos que la tabla para I' es un tabla 


insatisfactible—, una tabla de refutación, para I. 


Como vimos en el apartado 2.111 del ejemplo 83 (p. 110 de esta edición), debido al 
teorema 1.2 (p. 61 de esta edición), es posible estudiar la tabla para I', esto es, la tabla 
para (p => (q = r))A(qAr) Ap, a partir de suverdad (cfr. 2.111.A de dicho ejemplo) 
o, equivalentemente, la tabla para (p => (q = r)) A (q Ar) = =p, a partir de su 
falsedad (cfr. 2.I111.B de dicho ejemplo). 


Estudiamos esta última en el caso presente. 


Nuestro punto de comienzo es la falsedad de (p => (q > r)) A(q Ar) > =p, esto 
es, su negación, ((p > (q = r)) A (q Ar) = =p), lo cual supone la negación 
de la conclusión, esto es, =p es falsa, es decir, p es verdadera; por otra parte, de la 
segunda premisa, ser ésta verdadera es ser la conjunción verdadera y, por lo tanto, 


ambos conjuntos, q y r;en definitiva, [p] = 1, [q] = 1y [[r]] = 1, 


pqr|(p=(q =r)A(q A rDd>]=p 


TINTE EETTT o ol 


En definitiva, hemos encontrado un modelo para I', o lo que es equivalente, un con- 
tramodelo para A, por lo que A no es un argumento válido y, en definitiva, la argu- 


mentación es no válida. 
3. Identificación de los modelos para U' que proporciona la tabla para T”. 


Vía las tablas de verdad, tanto como estrategia de verificación como de refutación, con- 
cluimos que la interpretación /,,, es el único modelo para T' (por ser el único contramodelo 
para A). 


4. Demostración de que los modelos lo son para I”. 


Demostremos que /,,, es un modelo para I'; para ello, estudiemos la valoración de verdad 
de las fórmulas de I' con dicha interpretación: 


pqr| p>o(q>.0| qAr lp 


11118111 11 [ 


S. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


125 1. De la semántica. 1 


Una contraargumentación construida a partir de /,,, sería la siguiente. 


Caso de que utilicemos ambas componentes software, ambas reciban igual número de 
peticiones y ambas tengan la misma capacidad de respuesta, se satisface la primera pre- 
misa (es un condicional con antecedente y consecuente verdaderos [éste último por ser 
una conjunción de sendos conjuntos verdaderos]) y también se satisface la segunda pre- 
misa (ambas reciben igual número de peticiones y ambas tienen la misma capacidad de 
respuesta), pero no se satisface la conclusión (es falso que no utilicemos ambas compo- 


nentes software, pues las utilizamos). 


Observación 1.8.2.— Más adelante, resolveremos el ejemplo anterior mediante árboles semánti- 


cos (cfr. infra ejemplo 155 [p. 295 de esta edición]). 


Actividad 1.6 
«La condición era que sólo si ibas tú iría tu hermana o tu amiga. No fue tu amiga. Así que, 
fuiste tú o tu hermana». ¿Es válida esta argumentación? (Sigamos el esquema de la p. 109 de 
esta edición). 


$ 1.9 Conexión aritmética 


Pudiésemos adoptar el punto de vista de los juntores como functores veritativos, por ejemplo, 
juntores monádicos (x*) y diádicos (x?), 


x*: Fo — [o,1), 
x: Fox Fo — [0,1], 


así, distribuidas las atribuciones veritativas para dos variables proposicionales p y q, es posible ex- 


presar las composiciones utilizando la restricción de la función signo a (o, 1], 


sen: [0,1 — [o,1) 
O si x<o 
x  H> sgn(x)= : 
1 sI x>0 
y las funciones aritméticas habituales entre números; en particular, a modo de ejemplo y por ser muy 
habituales, estas definiciones de las composiciones generadas por los juntores de la base (>, V, A, > 


, >) son: 


p = sgn(1— p), 
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esto es, si p si, y sólo si p = 1, entonces 


=p si, y sólo si p = 0; 


pVq <= sgn(p + q) 


o sip+q<o 


1 sip+Gq>o0, 


esto es, 
p V qsi, y sólo si p + q > 0; 
pAq = sgn(p- q) 
o sip:-q<o 
1 sip:q>0 
=P 4, 
esto es, 


pAqsi, y sólosip-q > 0, 


claro que también, 
p Aqsi, y sólo si p + q = 2; 


p > q sgn(1— (p — q)) 
o sip-q>0 
1 sip=q3<0, 


esto es, 
p => qsi, y sólo sip q <0; 


p + q 3 sgn((1—(p— q)): (1— (q — p))) 
=sgn((1— (p — q))- (1+ (p— q))) 
=sgn(1” — (p — q)”) 
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o sip-q*+0 
1 sip=q=0, 


esto es, 


p = q si, y sólo sip — q =0. 


Algunas descripciones aritméticas de sus valores de verdad, en realidad, descripciones de su 
comportamiento veritativo-funcional, son: 


[=p] 5 1— [p]; 
[p V q] 5 máx([p]. [q] 
= mín(1, |p] + [q]); 
[p A ql = [pl] - [q] 
= mín(lpl. [q]; 
= máx(o, [p] + q] — 1); 
[lp = q] 5 mín(1, 1+ [q] — [p]) 
=1- [p]( — [9)); 
[p = q] 5 lp] - la] + [=p] - [9] 
=1-— [Ip] — [9]!. 


En ellas, distribuyendo las atribuciones veritativas para las variables p y q, es decir, sustituyendo 
los pares ordenados (p, q) por sus posibles valores (1, 1), (1, 0), (o, 1) y (o, 0), esto es, por las inter- 
pretaciones, se obtienen los valores de verdad de las fórmulas. 


$1.10 Implicación lógica 


Definición 1.18.— Sean y una fórmula y $ un conjunto de fórmulas. Decimos que 9 implica lógica- 
mente (o sinónimamente, implica tautológicamente) a yy (o sinónimamente, que uy es consecuencia lógica 
o que se deduce, deriva o infiere semánticamente de D) y lo designamos por P E y, precisamente si todo 
modelo para P es un modelo para 11; en otras palabras, precisamente si M(9) N M(y) = M(O). 
En definitiva, 

BEY M(D) € MY). 


Observación 1.10.0.— Al símbolo E le llamamos deductor semántico (o sinónimamente, conse- 
cutor). Aunque en algunos textos se usan los símbolos F y => indistintamente, reservamos este 
último para representar el «si..., entonces...» de nuestro lenguaje natural, a diferencia de >, que 


representa el «si... entonces...» de nuestra lógica ordinaria. 


En otros textos se diferencia entre implicación lógica (=>) e implicación tautológica (F). 
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En una escala desde el lenguaje objeto a los diferentes niveles de metalenguaje empleados: 


>, +, e se sitúan en el nivel cero (lenguaje objeto Ly); F, 4, AF, E, 3, = en el nivel uno de metalen- 
guaje de Lo, y >, €, en un nivel dos de metalenguaje, el lenguaje lógico-matemático (cfr. infra 


cuadro 2.0 [p. 161 de esta edición]). 
Ejemplo 88 


Demostremos que se satisface que [p Aqj E pV q. 


Resolución. Designando por l;;, lio, lor, loo las diferentes interpretaciones para las varia- 
bles proposicionales p y q, las tablas de verdad de p A q y p V q muestran que la única inter- 


pretación que es un modelo para p A q es l,, y que las interpretaciones que son modelos para 


p V q son l;, ho y los; de aquí que todo modelo para p A q lo es también para p V q. 


Observación 1.10.1.— Como curiosidad: en inglés, la implicación lógica también es conocida co- 


mo entailment; por ello, en inglés, 9 E y se lee 9 entalls yy (o y is entailed by 9). 


Que 9 no implique lógicamente y) se nota d H y. 


Ejemplo 89 


Demostremos que se satisface que [p VqH pAq. 


Resolución. En efecto, por el ejemplo anterior sabemos que la única interpretación que 


es un modelo para p A q es l,, y que las interpretaciones que son modelos para p V q son l;,, ho 


y lo, por lo que lo y lo, son modelos para p V q que no lo son para p A q. 


Al no existir ninguna fórmula en el conjunto vacío V que sea falsa en alguna interpretación, ad- 
mitimos que toda interpretación es un modelo para M), por lo que U E d significa que todas las inter- 
pretaciones son un modelo para d, esto es, que q es una fórmula válida. De aquí que el hecho de ser 


q una fórmula válida lo designemos por E dp. 


Observemos que si ninguna interpretación satisface a todas las fórmulas de d (por ejemplo, si 
$ = [d, =P), entonces Y implica lógicamente toda fórmula, y esto porque para ninguna puede en- 
contrarse un contraejemplo**, una interpretación que sea modelo para 0 y no lo sea para la fórmula. 


Observación 1.10.2.— De aquí en adelante, nos tomamos la licencia de expresar [q] E yy simple- 


mente por p E 4. 


48 Cfr. infra S 7.7 (p. 419 de esta edición). 
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Teorema 1.10 


Sean y una fórmula y $ un conjunto de fórmulas. Entonces, 


$ E psi, y sólo si, PU [-1p) es insatisfactible. 


Observemos que q F yes una afirmación que dice que p implica lógicamente a y, expresando 
una relación causa-efecto (esto es, que si lo afirmado por q) es verdadero, también lo es lo afirmado 
por 1), mientras que fd = y es una «simple» fórmula, o a lo sumo, un esquema de fórmula. No 
obstante, existen varias relaciones entre ellos. 


Teorema 1.11 


Sean d y yy dos fórmulas y $ un conjunto de fórmulas. Entonces, 
BUÍLH) E ysi, y sólo si, DE > Y. 

Teorema 1.12 

Sean d y Y dos fórmulas. Entonces, 


PE ysi, y sólo si, E $ > Y. 


Precisamente el hecho de que fp > 1) sea una fórmula válida justifica que la expresión y F y 


puede ser usada como esquema de un argumento válido. 


De manera similar que en la definición de conjunto satisfactible de fórmulas, más ahora en la 
definición de 9 E 4), la posibilidad de que el conjunto Y pudiese serinfinito, podría provocarnos cier- 
ta inquietud, no obstante el siguiente teorema, una versión equivalente del teorema de compacidad, 


se encarga de despejarla por completo. 


Teorema 1.13 (Teorema de compacidad) 


Sea Y una fórmula y $ un conjunto de fórmulas. Entonces, 


DE yéwsi, y sólo si, Py E D, Dd, finito, tal que Do E y. 


Cuando el conjunto de fórmulas es finito, d = [do, Qs... Pr), es posible reescribir equiva- 


lentemente el argumento válido que representa d E y en cualquiera de las siguientes formas: 


= OFJ, = dd. 0M0FY, 


= (db... On) EY, = PBAAHAAM...ApPAFd. 
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Teorema 1.14 


Sean Po, Qs, . .., On, Y fórmulas y 9 = [Qo, b,,..., P/), entonces las siguientes afirmaciones 


son equivalentes: 


o 
E(PGI.ABLA... AQ) > Y, 


E (Do > (H1 > (>: > (ón > [ón > Y))))- 


Teorema 1:15 (Propiedades de H) 

Sean d y yy dos fórmulas y Y y Y dos conjuntos de fórmulas, cualesquiera. Se satisface: 

o. QEd; (Reflexividad de 
1. sibEGQy9CV, entonces Y E q; (Monotonía de + 


2. sibEGQyoprE y, entonces d E y. (Transitividad de F 


Ejemplo 9o 


«Siempre que el conmutador A está cerrado, B también; o bien B está cerrado o 
bien C está cerrado, pero nunca ambos a la vez; siempre, bien A está cerrado, bien C está 


cerrado, o ambos lo están, y cuando C está cerrado, A también». ¿Qué concluimos? 


Resolución. 
O. Argumento (A): Si el conmutador A está cerrado, entonces B está cerrado. B está cerrado 
o C está cerrado, pero no ambos. A está cerrado o C está cerrado, o ambos. Si C está 


cerrado, entonces A está cerrado. Luego, ¿...? 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el dominio de todos los objetos, sean las siguientes 


tres variables proposicionales y proposiciones simples que representan: 
a = Aestá cerrado; b <= Bestá cerrado; c= Cestá cerrado. 


Esquema argumental: 


Si se supone a, se sigue b. 
Se tiene b o se tiene c, pero no ambas. 
Se tiene a o se tiene c o ambas. 


Si se supone C, se sigue (1. 


id 
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= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas 9 = (do, 1, P., Pp) = La => b,bYc,av 


c, C > aj, pero debemos hallar la conclusión y. 
2. Hallazgo de la conclusión y demostración de la validez del argumento. 


Utilicemos los diagramas de VENN (1834-1923) —como ejemplificación también del razo- 
namiento diagramático (vid. v. gr. [59])—para representar gráficamente las cuatro premisas 
y así descubrir la conclusión. Lo hacemos en la figura 1.1 [p. 131 de esta edición]. 


A Ea O E TES e PARRA AAA SAN . 
1 1 

b DA b 
a g 
I o ' 
I ol ' 
1 ol ' 
1 pl : 
1 1 1 1 
1 1 

a ci 18 eN 
] po 
! pol ] 
| pol ] 
l 1 l I 
| 1 l I 
| 1 ! I 
! 1 l I 
| 1 l I 
, 1 l ! 
! di A I 
] pol ! 
o o ! 

a => b. bYe 

o A ES A EN ! 
I ] 

b po b 
go o i 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
I ] 

a Co a eN 
io l 
I o " 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
I o ' 
I Al : 
1 ol ' 
A 
E E AN A: 

4d Es c>Qqa 


Figura 1.1.— Representación con diagramas de Venn de las cuatro premisas. En esta repre- 
sentación, un área con M designa que no hay entidades en ella, que está vacía; 
un área con el signo + designa la existencia de entidades en ella, esto es, que 


no está vacía; un área blanca designa que desconocemos si está vacía o no. 


En ella, indicamos con el conjunto vacío (0) la seguridad de que el área donde lo escribimos 


es un área vacía, no hay nada. Por ejemplo, en el primer caso, a > b, las áreas vacías son 
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las correspondientes a a A=bA cy a A=bA ac, lo cual es debido a que 
(a > b) >o (=(a ATA c) A (a ADA 0) 


es una fórmula válida. Las situaciones de Y en los otros tres casos se explican, respectiva- 


mente, por ser fórmulas válidas las siguientes tres fórmulas: 


(BY ce) e (=(aAbAc)Aa(H0ADbACOA (a AabA ac) Aa (a ADA ac); 
(a =>c)e (ama rnbAa=co)A2(=a Ab Aac)); 
(c>a) eo (ar brAcjAa(=aA=bAc)). 


Superponiendo los cuatro diagramas, esto es, juntando la información que aportan, ob- 
tenemos el diagrama correspondiente a la conclusión, a saber, que dicha conclusión es 
anAbArc: 


A 


El resultado de este razonamiento diagramático coincide, como era de esperar, con cual- 
quier otro método, por ejemplo, una tabla de verdad (en la que hemos expresado la con- 


travalencia, b Y c, como la negación de la equivalencia, =(b + c)). 


abcl(a =>b)A A(be c)Ata Ve)A(e > ai (a ADb)JA =cC) 
LA LEIDOS LITadititolit 1 ift1iadi 
LTO LETICIA dida 101 rr 111 
101 10001001 015 0rTiIL 5 06001 
100 1600001 o t10.00011 1 100016 
011 STLGadito01r.or0o9S 1 0010041 
010 SLTIETITIóS 60006 0010 1 001010 
001 o 1 1 1 5 TOtr:otas 1 0 001 
000 o 1 o) 10 0000. 0.010 1 0DOoO De 
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$1.11 Lógica de «cámara» 


Siguen algunas agrupaciones de juntores que se interrelacionan en equivalencias sin la partici- 


pación de ninguno externo a la «cámara». 


En la columna tabla de verdad presentan, de izquierda a derecha, las valoraciones de las fórmu- 


las con las interpretaciones l;, hio,lox, loo: 


$ 1.11.0 El solo tautología: juntor aislado, solo, único 


(17 


Tabla de verdad | Diagrama de Venn Juntor Español 
di 0) Tautología 
pTy Phi es phi y psi es psi 


$ 1.11.1 El solo contradicción: juntor aislado, solo, único 


(1) 


Tabla de verdad | Diagrama de Venn Juntor Español 


0000 (1) Contradicción 
ply Phi no es phi y psi no es psi 
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$ 1.11.2 El cuarteto DRIIn: disyuntor, replicador, implicador e incompatibilizador 


(vv =>] 
Tabla de verdad | Diagrama de Venn Juntor Español 
Disyuntor 
PV y Phi o psi 
HO CO) 20 > Y No phi sólo si psi 
pd =Y Phi si no psi 
20 | y No phi y no psi son incompatibles 
Replicador 
dy Phi si psi 
HO1l CO) pV =p Phi o no psi 
0 => Y No phi sólo si no psi 
20 | No phi y psi son incompatibles 
Implicador 
d>y Phi sólo si psi 
1011 CO) PV y No phio psi 
0 = Y No phi si no psi 
Pl y Phi y no psi son incompatibles 
Incompatibilizador 
Ply Phi y psi son incompatibles 
EA91 CO) 20 V =p No phi o no psi 
pd => Y Phi sólo si no psi 
29 Y No phi si psi 
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$ 1.11.3 Elsexteto AACENN: afirmador, afirmador, contravaledor, equivaledor, ne- 


gador, negador 


lido,id,, Y, >, 21, 70 
Tabla de verdad | Diagrama de Venn Juntor Español 
Afirmadoro 
1100 CO) pido y 
ido Se satisface phi 
0) Phi 
Afirmador, 
1010 CO) pid y 
idy Se satisface psi 
y Psi 
Contravaledor 
PY y O bien phi o bien psi 
OLLO CO) =p Y =p O bien no phi o bien no psi 
20 o y No phi es equivalente a psi 
PO Y Phi es equivalente a no psi 
Equivaledor 
doy Phi y psi son equivalentes 
1001 CO) 20 > Y No phi y no psi son equivalentes 
PY Y O bien no phi o bien psi 
PY =p O bien phi o bien no psi 
Negador, 
0101 Ur pu 
id No se satisface psi 
Y No psi 
Negador, 
0011 CO) a 
id No se satisface phi 
0 No phi 
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$ 1.11.4 El cuarteto CDiDrNc: conjuntor, desimplicador, desreplicador y negador 


conjunto 
Í1,+,,))] 
Tabla de verdad | Diagrama de Venn Juntor Español 
Conjuntor 
PAY Phi y psi 
1000 DN d+ Y Phi, pero no no psi 
=p + Y No no phi, pero psi 
20 | Y Ni no phi ni no psi 
Desimplicador 
do Y Phi, pero no psi 
as 0) PAY Phi y no psi 
2 + Y No no phi, pero no psi 
2014 Ni no phi ni psi 
Desreplicador 
pd Y No phi, pero psi 
0010 CO) Ay No phi y psi 
0 + Y No phi, pero no no psi 
dly Ni phi ni no psi 
Negador conjunto 
Pl Ni phi ni psi 
0001 O) 9 A =p No phi y no psi 
20» Y No phi, pero no psi 
pd -y No phi, pero no psi 


Observación 1.11.0.— Podríamos pensar en este momento en la relación entre las implicaciones 


y replicaciones y las desimplicaciones y desreplicaciones, así, 


O. porser HA y equivalente a d » 1 también lo es a =(p > =1b) y por serlo a 2p — y también 


loesa =(=4 — 1) y, en definitiva, también loesa =(4 | y); 


1.  porser q |] y equivalente a =p + Y también lo esa =(=4 => Y), y por serlo a fp - Y también 


loesa =(p — =1p) y, en definitiva, también loes a =(=4 | =p); 

2. setienen así para la incompatibilidad (|) y la negación conjunta (J) leyes similares a las de De 
Morgan: 
o. (9 | yw) si, y sólo si, 24 | 4; 


TL (91 y) si, y sólo si, 50 | =p. 
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Actividad 1.7 


ada diagrama de Venn? 


ndeac 


respo 


¿Qué tabla de verdad y, por tanto, juntor, cor 


CDLDDD 


Actividad 1.8 


riguar la tabla de verdad? 


y ave 


diagrama al azar 


elegir un 


¿Nos atrevemos a 


3888888900093 
9888880896500 90090S8S6 
3183838388388558656896 
918399838383385505S9509009S 
3888869900080 
3184938388880 38900S8e 
34893843838388388dSS0S99500SS 
3898886889009 90603S8 
9183898383888 50089099 e 
9898886089090 00009S8 
3898888940090 
9183898383888 656009890009 68 
Sueca s ce csacas 
9848986849910 .oYya 
Sucaeacgsacesscsacscas 
983838|388|388388889980998 


00 
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$1.12 Contradicción y contingencia lógicas 


Entre un conjunto de fórmulas y una fórmula, además de la relación de implicación lógica, exis- 


ten dos más de interés: la contradicción y la contingencia lógicas. 


Definición 1.19.— Sean P un conjunto de fórmulas y yy una fórmula. Decimos que 9 contradice lógi- 
camente a yy, precisamente si ningún modelo para Y es un modelo para yy, en otras palabras, si, y sólo 
si, 


M(9) N M(w) =P. 
Observación 1.12.0.— Esta definición es equivalente a que se satisfaga DP E 4). 


Observación 1.12.1.— Si $ se reduce a una fórmula, sea ésta q, entonces se satisface fp E 24 y 


y FEF =q, afirmación que expresaremos diciendo «dq y yy se contradicen lógicamente». 


Definición 1.20.— Sean 9 un conjunto de fórmulas y qp una fórmula. Decimos que y es contingente 
lógicamente a d, precisamente si sucede que ni P implica lógicamente a y ni 9 contradice lógicamente 


a 4; en otras palabras, 
M(9) € M(yp) 
y es contingente lógicamentead <= A 


M(9)NAM(Y) +4. 


$ 1.13 Equivalencia lógica 


El ser posible hacer para la replicación lógica f 3 yy un estudio similar al hecho para la implicación 


lógica, nos permite definir la equivalencia lógica en función de ambas. 


Definición 1.21.— Decimos que la fórmula d es lógicamente equivalente (o sinónimamente, tautológi- 
camente equivalente) a la fórmula Y, y lo designamos por p = y (o sinónimamente, por p 3E YN”, 
precisamente si fp E Y y q 2 4 (esto último es, Y E ), es decir, si, y sólo si, para cualquier inter- 
pretación | : V — [0,1), I(p) = (Y). 


La no equivalencia lógica de q y y la notamos q E y. 


4 Similarmente a lo comentado en la observación 1.10.0 (p. 127 de esta edición), aunque en algunos textos se usan los 
símbolos = y S indistintamente, reservamos este último para representar el «si, y sólo si,» de nuestro lenguaje natural, 
a diferencia de >, que representa el «si, y sólo si,» de nuestra lógica ordinaria. Aún más, en algunos textos se diferencia 
entre equivalencia lógica (<> y equivalencia tautológica (=). En una escala de lenguajes y metalenguajes: > (nivel o), = (nivel 1), 
$ (nivel 2). 
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Teorema 1.16 


Sean d y yy fórmulas. Entonces, 


pd = y si,ysólo si, E $ > Y. 


Ejemplo 91 


Se satisface: 


0. 1=PpV>-P; (Principio del tercio excluso) 
1. Oo=-(pA-p); (Principio de la no contradicción) 
2. APp=P; (Doble negación —involutoriedad de =—) 


3. pAqrEpVq; 


4. pVqrRpAg; 


5. pAqipva. (Por el teorema 1.16 [p. 139 de esta edición]) 


Un concepto más débil es el de T-equivalencia lógica. 


Definición 1.22.— Sean ( y y dos fórmulas y Z un conjunto de interpretaciones. Decimos que q y 
y son lógicamenteT -equivalentes si, y sólo si, para toda interpretación Ide Z, (pp) = I(y). Lo notamos 


Hd =1 Y. 


Ejemplo 92 


Se satisface p V Y =(1,.1..) P A Y; en español llano, caso de que ¿ y yy se satisfagan a la vez o 
no se satisfaga ninguna, los efectos de su manifestación son indistinguibles: en tal caso, decir 


“bo yr o decir “p y y”, «da igual», afirman lo mismo. 


Con respecto ala relación de potencia entre símbolos, =, Ay =, al situarse en el metalenguaje (nivel 1), 
dominan a cualquier juntor (nivel 0). Observemos también que los símbolos > y S (que representan 
el «si ..., entonces ...» y el «...si, y sólo si, ...» del lenguaje natural, respectivamente), pertenecen al nivel 
2 del metalenguaje, por lo que dominanaF, 3 y=. 


$ 1.14 Teoremas de intercambio y de sustitución 


Definición 1.23 (Operación de intercambio).— Sean y y y* dos fórmulas y otra fórmula q de la 
que y es subfórmula simple o múltiple. La operación de intercambio (o sinónimamente, de reemplazo) 
consiste en reemplazar una ocurrencia determinada, digamos la primera, de y en q por y. 
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Las fórmulas q) y p* se denominan fórmula inicial y fórmula final, respectivamente; las subfórmu- 
las intercambiadas y y y* se denominan subfórmula sustituida, o reemplazada, y subfórmula sustituta, o 
reemplazante, respectivamente. 


Teorema 1.17 (Teorema de intercambio) 


Si Y es una subfórmula de q) y reemplazamos y en f en una ocurrencia determinada, digamos 


la primera, por una fórmula lógicamente equivalente y*, entonces, el resultado es una fórmula 


q* lógicamente equivalente a q. 


Observación 1.14.0.— Cuando estudiemos las reglas de deducción, veremos cómo a la operación 
de intercambio permite le corresponde una regla del mismo nombre*”, que además refleja lo que 


establece el teorema de intercambio. 


Si y aparece n veces en q, la aplicación reiterada n veces de la operación de intercambio gene- 
rará una fórmula final p* equivalente a la fórmula inicial y*. Este resultado se conoce como teorema 


de intercambio completo”. 


Teorema 1.18 (Teorema de intercambio completo) 
Si y es una subfórmula de q y reemplazamos y en q, en todas sus ocurrencias, por una fór- 


mula lógicamente equivalente y*, entonces, el resultado es una fórmula q* lógicamente equi- 


valente a q. 


Ejemplo 93 


Sea la fórmula $ < (p A q) = (=p A q). Consigamos una fórmula equivalente a 


q que no utilice el juntor A. 


Resolución. Sabemos que p A q = =(plq) y por tanto, que =p A q = =(=plq). Por el 
teorema de intercambio, aplicado dos veces, $ = =(plq) => =(=plq). En efecto, utilizando 


la notación de dicho teorema, lo aplicamos dos veces. 
o.* aplicación del teorema de intercambio. 
é6=(pAq)=(=pAg), 
YU=pAqg, 


y* <= -(plg), 


50 Cfr. infra observación 2.2.32 (p. 193 de esta edición). 
31 En algunos textos aparece como teorema de equivalencia. 
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P" = =(plg) = (=p Ag); 

1.* aplicación del teorema de intercambio. 
P= =(plq) = (=p Ag), 
Y -=pAqg, 


Y" =S =(=plg), 


$*= a(plq) => =(=plg). 


Observación1.14.1.— En la notación de HOARE, q|x/1b] es el resultado de reemplazar todas las 
ocurrencias de yy en q por x (suele leerse «gp con x por y»). Notaciones hay muchas””. Personal- 
mente, prefiero la notación de ENDERTON [60] (p. 112), a saber, pr. De este modo, como muestra, el 


enunciado del teorema de intercambio completo queda: 
Y = —= 4? 
Si0*” y $ = y, entonces q) = dy 
donde Pi es la fórmula final * que aparece en el teorema de intercambio. 


De ello, igualmente, que hayamos notado por po el hecho de ser yy una subfórmula de «. 


Asimismo, a modo de ejemplo, HS 4 significa que en la fórmula ( sustituimos simultánea- 
mente todas las apariciones de p por o, las de q por 1, las de r por 1 y las de s por o. Abusando de 
la notación, cuando no tengamos dudas sobre cuál es la fórmula y cuáles son las variables que 
sustituimos (y en qué orden las escribimos), nos referiremos a una interpretación de una manera 


más simple, por ejemplo, loo (he pues aquí la explicación de lo que hemos venido escribiendo). 


Otro resultado interesante es el teorema de sustitución. 


Teorema 1.19 (Teorema de sustitución) 
Si p es una fórmula válida y yy es una subfórmula de q y reemplazamos y en q en todas sus 


ocurrencias por una fórmula cualquiera x, entonces, la fórmula final, p*, también es una fór- 


mula válida. Con la notación anterior: si f = T y p% y $7, entonces p/ = T. 


Observación 1.14.2.— Cuando estudiemos las reglas de deducción (derivación) formal, veremos 


cómo a la operación de sustitución le corresponde una regla del mismo nombre*3, 


32 Vid. v. gr. https://mathoverflow.net/questions/243084/history-of-the-notation-for-substitution. 
33 Cfr. infra observación 2.2.33 (p. 193 de esta edición). 
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Ejemplo 94 


Demostremos que (p | =p) + =(p V =p) es una fórmula válida a partir de saber 


que (p | q) => =(p V q) es una fórmula válida. 


Resolución. Por el teorema de sustitución, si reemplazamos q por =p, concluimos que 
(p | =p) = =(p V 5p) también es una fórmula válida. En efecto, en la notación del teore- 


ma 1.19 (p. 141 de esta edición), hemos aplicado el teorema de sustitución así: 
é6= (p | q) e =(p V q), 
Ys q, 


X="P, 


$*= (p | =p) e =(p V =p). 


Observación 1.14.3.— Para comprobar que dos fórmulas son lógicamente equivalentes podría- 
mos usar, entre otros artefactos, SageMath*%*. Por ejemplo, para comprobar que ((p V q) + T) A 


a((rA =p) =e 1) =>=pAq Ar, basta ejecutar el código (el lenguaje es Sage) 


fórmula = propcalc.formula(”(((p|q)<->(tmp|-tmp)) 12 -((re-p)<->(tmpe-tmp))) <-> (-peqtr)”,) 
fórmula.convertlY_cnflY_table() 


fórmula 


Equivalencia funcional entre instrucciones de un lenguaje de programación 

Un concepto en cierto grado similar al de equivalencia lógica, coparticipando la 
noción de sustitución de segmentos válidos de programas (válidos en el sentido de 
verificados formalmente), es el de equivalencia funcional entre instrucciones de un len- 
guaje de programación; por ejemplo, la sustitución de sub $0x30,%eax por add $- 
0x30,%eax en lenguaje ensamblador. Pero, cuidado, hacer esto abre las puertas a la 
esteganografía y a sus variadas estrategias esteganalíticas de ocultación sigilosa de in- 


formación. 


$1.15 Base de juntores 


Si bien hemos estudiado ya el concepto sintáctico de base de juntores”, ahora estamos en el 
ámbito de la semántica. Aquí, interpretaremos algunos de los juntores como símbolos primitivos en 


función de los cuales pueden interpretarse, a su vez, el resto. 


34 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
55 Vid. supra $ 0.21 (p. 43 de esta edición). 
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Teorema 1.20 


Un conjunto de juntores / es una base de juntores precisamente si es posible expresar toda 


fórmula de L, con los juntores de /, esto es, si, y sólo si, es posible expresar todos los demás 


juntores en función únicamente de los del conjunto /. 


Ejemplo 95 


Demostremos que el conjunto de los juntores más usuales, [=, A, V, >, +) es una 


base de juntores. 


Resolución. Lo es porque los demás juntores pueden expresarse en función de ellos: 


pITlq=pV=pVq = 

plq =pA=pAq =0; 

pid.q=(pAq)V(pA=q) =P 

pidq=(pAq)V(pAq) =q; 

pq =(=pAq)V (=p A q) = =p; 

pq =(pA=q)V (=p A q) =-q5; 

pYq=(pVq)jA=(pAq) =p+=->q =-=p0q = (pe 9); 
p=q=pV(=pA q) =pVq =-=p=>-q =0 =P: 
p+q==(=pV q) =pásg ==p=9) 

pe q=->(pV q) =-=pAMq =-(q>p); 
p|q=-=pV-=q =-(pAq)=(PA7q)V=p=p => -4; 
plq=-=(pV q) =-=pA7q =(5p => q). 


Observación 1.15.0.— En realidad, no debiésemos utilizar la equivalencia lógica (=) en estas úl- 
timas expresiones, pues lo que hemos hecho es definir «nuevos» juntores a partir de unos dados 
(de los de la base de juntores). Por ello, quizás mejor utilizar algún signo que exprese dicho acto 
de definición, por ejemplo, p | q < =(p A q). Sin embargo, son motivos pedagógicos los que me 
mueven a hacerlo así, pues la realidad es que son equivalencias lógicas y hacerlo de otro modo 
llevaría seguramente a confusión a quienes tomamos contacto por primera vez con la lógica o la 


tenemos olvidada en menor o mayor grado. 
Ejemplo 96 


Demostremos que los conjuntos [=, A), (2, V) y [=, >) son bases de juntores. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


1.15. Base de juntores 


144 


Resolución. En el ejemplo 95 (p. 143 de esta edición) hemos demostrado que [=, A, V, > 


, >) es una base de juntores. Llamemos Po a este conjunto. Llamemos a los conjuntos pro- 


puestos D,, P, y D,, respectivamente. Bastará que demostremos que para todo ¡de 1a 3, es 


posible interpretar los juntores de P¿| P; como fórmulas basadas únicamente en los juntores 


de d.. 


Y así sucede; en efecto, 


(uAFEepY gq =-(SpA=0); 
p=q==(pA=9); 
peq=-=(pA=q)A=(5p A q). 

la V:pAgq= alapV 39); 
p=393=pY g; 
pe q==(=(=p V q) V =(p Y =q)). 

(=p pAg == (p= q); 

pg =>»>q; 
peq==11p=>3>=(g =p) 


Ejemplo 97 


Demostremos que los conjuntos (|) y [J) son bases de juntores. 


Resolución. Por el mismo motivo que en el ejemplo anterior, basta que demostremos que 


los juntores de [=, A, V, >, +) pueden representarse en función únicamente de | y |, respec- 


tivamente. 
En efecto, 
() ¡0 
=p = plp = plp 
pvq = (plp)1(9 |) = (p1g)1(p1g) 
pnq = (p1g)1(p 19) = (plp)l (q) g) 
pq = p1(q1g) = (Pag lpdprda) 
pod = (plg)l((plp)l(g|q) = ((plp)lg). (pl (gl g)) 
Observación 1.15.1.— En cierto modo, podríamos decir que los juntores de la base (>, A, V, >, +) 


actúan como «generadores» del resto, de ahí que baste hacerlo para dichos juntores para demos- 
trar que los conjuntos de juntores estudiados en el ejemplo 96 (p. 143 de esta edición) y en el ejem- 


plo 97 (p. 144 de esta edición) son bases de juntores. 
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$ 1.16 Base de juntores minimal 


Definición 1.24.— Una base de juntores minimal ] es una base de juntores en la que ningún juntor de 


J puede ser definido en función de los demás juntores de J. 
Ejemplo 98 


Proporcionemos ejemplos de: 
O. conjuntos de juntores que no sean bases minimales por no ser bases de juntores; 
1. bases de juntores que no sean bases minimales; 


2. bases de juntores minimales. 


Resolución. Veamos. 


o. Los conjuntos (3, (VÍ, (A), (>), (>) no son bases minimales, porque ninguno de 
ellos es una base de juntores. 


1.  Losconjuntos (=,V, Aj y ([=, A, V, >, +), aunque sí son bases de juntores, no son bases 
minimales. 


2. Losconjuntos [=,A), (>, V) y [-, >) son bases de juntores minimales. 


Teorema 1.21 


Las únicas bases de juntores minimales monádicas son: 


«1h 
= (Y 


Teorema 1.22 

Las únicas bases de juntores minimales diádicas son: 
[1,>11L,-), 
A A a 
(Y, =), 
l>,+) (>, +) 
A A 


[-, >), 


le, >), 


[T,+)(T,+). 
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Teorema 1.23 

Las únicas bases de juntores minimales triádicas son: 
n [1,V, Ss (LA eob 

= [(VYS-SL(VY,TH 


= [(AY)eSL(AY TP. 


Teorema 1.24 


Las únicas bases minimales de juntores son las de los tres teoremas anteriores. 


Observación1.16.0.— En lógica de juntores, trabajar con una base de dos juntores, o incluso de 
uno, sólo tiene interés teórico, pues haría el cálculo lógico demasiado complejo. Sin embargo, por 
ejemplo, la importancia de las bases pequeñas es enorme en el análisis y construcción de circuitos 


eléctricos**. 


Observación 1.16.1.— En la definición de fórmula?” podríamos sustituir el conjunto / por cualquier 


base de juntores. 


$1.17 Lazos entre juntores 


Es aceptable ver las definiciones de los juntores en función de los juntores de una base como 


unas reglas de interdefinición de juntores. 


De estas reglas de interdefinición, se destacan clásicamente, las leyes de DE MORGAN y los prin- 
cipios de FILÓN y de CRISIPO.** 


Teorema 1.25 (Leyes de DE MORGAN, |) 
Se satisface, para dos variables, 


pAq==(=p V 9), 


PS ASIN, 


MIA) SINS 
MIES ANDA 


56 Cfr. infra $ 3.6 (p. 313 de esta edición). 

37 Cfr. supra definición 0.20 (p. 43 de esta edición). 

5% Augustus DE MORGAN (vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan), FILÓN de Megara (vid. v. gr. 
https://en.wikipedia.org/wiki/Philo_the_Dialectician) y CRISIPO de Solos (vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Chry- 
sippus). 
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Teorema 1.26 (Leyes de DE MORGAN, 1!) 


Se satisface, para un número finito de variables, 


PoNprAso A Pa= AP VA VD), 


PON Vo. = PON OP NADA) 
PSA PLA Pal Po NP DA 
Po V PV. VPol= Po Pro NP 


Observación 1.17.0.— Abreviamos: 


= Po9ApiA...Apnpor A pz 


I=0 


n 
= poVp,V...Vp, por V Pi 


I=0 


Teorema 1.27 (Principios de FILÓN y de CRISIPO) 
Se satisface: 

o. Principiode FILÓN: p=>(q=->=pVq; 

1. Principio de CRISIPO: p=>q=-(pA-q). 


El conocido actualmente como principio de FILÓN, este lazo de equivalencia entre la implicación 
material y la disyunción, es una de las deducciones más famosas de la escuela estoica: el significado 


de “si x, entonces y” como no xo 4”. 
Un lazo similar existe entre la equivalencia y la contravalencia. 
Teorema 1.28 


Se satisface: 


a pas pl = pisa) 


AS 


Ejemplo 99 


Los gobiernos destinarán un mínimo del 0,7 por ciento de su Producto Interior Bru- 
to (PIB) a programas de cooperación con los pueblos más empobrecidos del planeta, o no 
lo harán. No hay más posibilidades, ¿verdad? 


Resolución. Procedamos con un análisis lógico elemental. En esencia nos cuestionamos 


la validez de afirmar «algo ocurre o no ocurre». Validez que puede resultarnos «trivial» desde 
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nuestro sentido común o desde principios «formales» que creamos más elementales, como 
por ejemplo el principio de FILÓN, a partir del cual se tiene que p V =p equivale a =p > =p 
—si bien puede que afirmar «si algo ocurre, ocurre» goce para nuestro entendimiento de más 


crédito que afirmar «algo ocurre o no ocurre»—. 


También es posible recurrir a sus tablas de verdad, 


p|piV =p pl api>olp 
1] 11001 FIT TA 
01 0 T TO op 10 1 10 


demostrando así, no sólo que p V =p y =p = =p son lógicamente equivalentes, sino además, 
que ambas son fórmulas válidas, puesto que todas sus interpretaciones, 

lo : [pj = [o,1), definida por lo(p) =0, 

L : [pj = fo, 1), definida por |, (p) = 1, 


son modelos, tanto para p V =p como para 5p > 2p. 


Si áun quisiésemos decir algo más, observemos que de ahí se tiene p FE =p (vid. supra 
teorema 1.12 [p. 129 de esta edición]), lo que expresa y corrobora la propia relación causa-efecto 


entre un hecho (=p) y el mismo hecho (=p), en otras palabras, la reflexividad de = (vid. supra 


teorema 1.15 [p. 130 de esta edición]). 


Observación 1.17.1.— En este ejemplo, nos preguntamos por la ley del tercio excluso*2, uno de los 


principios de la lógica bivalente clásica. 


Sin embargo en la realidad puede que no se consiga el 0,7 por ciento pero sí el o, 66 por ciento o 
mejor aún, el o, 77 por ciento, y seguro que nos alegraremos; vamos, que no iremos por ahí diciendo 


que no lo hemos conseguido, no, seguro que al contrario, celebraremos el éxito. 


De hecho, existen otras lógicas en las que no está presente el principio del tercio excluso e 


E 


incluso éste es rechazado. Pensemos que la realidad cuántica también es diferente: el “gato” está 


y no está (o tiene un grado de existencia y un grado de inexistencia). 


$1.18 Deducción semántica 


Definición 1.25.— Si conocemos la implicación lógica Y F yy —esto es, si no tenemos que demos- 
trarla porque sabemos que es verdad—, decimos que 4) es consecuencia lógica inmediata de d (o sinó- 


nimamente, que yy se deduce semánticamente de manera inmediata de D). 


32 Vid. infra teorema 2.5 (p. 177 de esta edición). 
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Ejemplo 100 


Demostremos que p es consecuencia lógica inmediata de =p. 


Resolución. En efecto, si pes =p y y es p, diremos que y es consecuencia lógica inme- 
diata de q», pues existe una equivalencia lógica, que ya conocemos, 2=p = p y, por tanto, una 


implicación lógica conocida =p F p, que nos permite deducir semánticamente p a partir de 


25 p de manera inmediata. 


Definición 1.26.— Sean 9 un conjunto de fórmulas y yy una fórmula. Llamamos deducción/derivación 
semántica (DS) de yy a partir de d, a toda sucesión finita de fórmulas tales que cada una de ellas sea 


DSo.una fórmula de d, o 
DS1. una fórmula válida, o 


DS2.una fórmula que sea consecuencia lógica inmediata de un subconjunto de fórmulas anteriores 


en la sucesión. 


Observación 1.18.0.— En realidad esto significa que construimos una secuencia de implicaciones 


lógicas y utilizamos la propiedad transitiva de E para deducir p E y: 


sip FE Poy do F Oy... Y On FE Y, entonces q E Ub. 


Para hacer las deducciones semánticas, además de las implicaciones y equivalencias lógicas ya 
estudiadas, utilizamos en anticipación, las reglas deductivas (campo sintáctico) que estudiamos en 
el capítulo 2 (pp. 158ss. de esta edición) y las reglas semánticas (campo semántico) que estudiamos en 
el capítulo 3 (pp. 230ss. de esta edición). 


Cuando las utilizamos aquí como parte de deducciones semánticas las formulamos como im- 
plicaciones o equivalencias lógicas cuya validez, en todo caso, es posible demostrar mediante, por 
ejemplo, una tabla de verdad. 


Esta convivialidad de sintaxis y semántica se debe al hecho de ser la lógica de juntores correcta 
y completa“. 


60 Cfr. infra teorema 6.9 (p. 397 de esta edición). 
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Ejemplo 101 


«Si echo una mano o soy persona de gran bonhomía, me sentiré satisfecha. Si me 
siento satisfecha, tendré paz interior. Como no tengo paz interior, esto significa que no 
eché una mano». ¿Es válida esta argumentación? 


Resolución. 

O. Argumento (A): Si echo una mano o soy persona de gran bonhomía, entonces me siento 
satisfecha. Si me siento satisfecha, entonces tengo paz interior. No tengo paz interior. 
Luego, no echo una mano. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todas las personas, sean las 


siguientes cuatro variables proposicionales y sus correspondientes significados: 


p = echo una mano, 
q <= Soy persona de gran bonhomía, 
r 5 me siento satisfecha, 


s <= tengo paz interior. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p o q, se sigue r. 
Si se supone r, se sigue s. 


Se tiene nos. 


Se sigue no p. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas 9 = [Ho, d,, P,) =1pVq => r,r=s,=s) 


y la conclusión y, a saber, =p. 


La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es (p Vq =r5r)jA(r=s)A 


as > =p. Llamémosla A. 


2. Resolución de A. 
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Desde la semántica, se trata de que averigilemos si 
lÍpVq=or,r>osjas Ep, 


esto es, si =p es una consecuencia lógica de [p V q => r,r > s,5), tarea que por el 


teorema 1.14 (p. 130 de esta edición), equivale a averiguar si 
FE(pVq =>ornmaA(r>os)A=s => =p, 


es decir, si (pVq =>r)A (r=>s)A=s => 2p es una fórmula válida, para lo que, por 


ejemplo, tendríamos las siguientes vías. 


Bastaría que hiciésemos su tabla de verdad, comprobando que de hecho se trata de una 


fórmula válida. 


Otra vía consistiría en utilizar DSo, DS1 y DS2 (vid. supra definición 1.26 [p. 149 de esta 


edición]) para construir la siguiente deducción semántica. 


O. (pVq)=r [DSo] Premisa 
1. r=>os [DSo] Premisa 
2. Ss [DSo] Premisa 


3. p=>pVWYq [DSi] ID, 


4. pr [DS2] Sil 3, o 
5. p=>s [DS2] Sil 4, 1 
6. =p [DS2] MT 5, 2 


Nota.— ID, es la ley introducción de la disyunción, fp F «q V 1); Sil es el silogismo hipotético, 


(d => YWA(Y => x) FE (09 = x); MT es modus tollens, (p => Y) A=Y E 2d. Todas ellas 


leyes lógicas que somos capaces de demostrar utilizando tablas de verdad. 


Una deducción semántica alternativa, sin utilizar [DS1], es la siguiente. 
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5% (pVq)= "5  [DSo] Premisa 

1. r=>os [DSo] Premisa 

Ze =S [DSo] Premisa 

3. =(pVq)vr [DS2] DI, o 

4. r Supuesto 

ls [DS2] MP1, 4 

6. sA=S [DS2] IC 5, 2 

re ar [DS2] RAA 4-6 

=(p V q) [DS2] MT o, 7 
9.  pA-zq [DS2] DM, 8 
10. =p [DS2] EC. 9 
Nota.— DI, es la ley definición del implicador (principio de Filón) $ >= y EF 4 V 1; MP 
es modus ponens, ($ => Y) AQ E 1; IC es introducción del conjuntor, [p, y) F HA Y; RAA 
es reducción al absurdo, $ > 1 3F 4; MT es modus tollens, (p => Y) AY FE q; DM, 
es De Morgan, =(p V y) E 209 A 4); ECo es eliminación del conjuntor, $ A Y E q. Todas 
ellas leyes lógicas demostrables utilizando tablas de verdad. 
Para poder obtener =(p V q) en (8) a partir de (3) necesitamos demostrar que no tenemos 
r lo cual lo demostramos en el recuadro, suponemos r y llegamos a una fórmula insatis- 
factible en (6), por lo que, en definitiva, tenemos ar. 
Aunque por motivos pedagógicos hemos optado por hacerlo, lo más usual es no explicitar 
la utilización de las DS. 
Observación 1.18.1.— Este estilo con recuadros para supuestos que se cancelan lo usan, por ejem- 


plo, HUTH y RYAN [61]. 


Observación1.18.2.— Observemos que hemos demostrado muchísimo más de lo que quería- 
mos. Expresándonos entre lo natural de nuestra lengua y lo artificial del lenguaje lógico, vemos 
que el caso a estudiar es un «ejemplo», una interpretación, de la argumentación que hemos de- 
mostrado. Y por eso precisamente hemos demostrado mucho más, porque hemos demostrado 
que la argumentación es válida, sea cual sea la interpretación; hemos demostrado que todas las 


interpretaciones son modelos. 


Observación 1.18.3.— La deducción semántica y la deducción formal"! serán revisitadas cuando 


estudiemos el sistema de deducción natural*?. 


Cfr. infra $ 2.0 (p. 159 de esta edición). 
2 Cfr. infra $ 2.2 (p. 172 de esta edición). 
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Observación 1.18.4.— Este ejemplo se complementa con el ejemplo 125 (p. 207 de esta edición). 


$1.19 Demostración de ser equivalencia lógica 


Una primera vía para demostrar la equivalencia lógica y = Y es: 
o.” deducir semánticamente y de q, esto es, demostrar q E 1, y 


1.2 deducir semánticamente q de y, esto es, demostrar q y, en definitiva, 


PE yYyo9 > ysi, y sólo si, dp = Y. 


Una segunda vía es construir una secuencia de equivalencias lógicas y utilizar la propiedad tran- 
sitiva de = para deducirlo: 


sid = Poy do = PY... Y On = Y, entonces q = Y. 


Una tercera, en anticipación, debido a que la lógica de juntores es correcta y completa*, podre- 
mos demostrar una equivalencia lógica demostrando las dos reglas deductivas componentes de la 
regla deductiva doble correspondiente”, 


Ejemplo 102 


¿Hay una equivalencia lógica en la siguiente afirmación? Si es así, identifiquémosla, 
formalicémosla y demostrémosla. 
«Que ella no lo hace y él tampoco» se puede decir de una manera algo 
más complicada, a saber, «que ella lo hace o ella no lo hace pero él sí, no es 
cierto». 


Resolución. 


O. Argumento (A): Ella no lo hace y él no lo hace. Luego, es falso que ella lo hace o que ella no 
lo hace y él sí lo hace. Y recíprocamente. 


1. Formalización en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todas las personas, sean las 
siguientes dos variables proposicionales y sus correspondientes significados: 


6 Vid. infra teorema 6.9 (p. 397 de esta edición). 
6 Vid. infra $ 2.2.1 (p. 175 de esta edición). 
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p = ella lo hace, 
q <= éllo hace. 
= Esquema argumental: 


Se tiene no pyno q. Se sigue no (p o (no p y q)). 


Se sigue no (p o (no p y q)). . Setiene no pyno q. 
= Formalógica. 


En la equivalencia lógica fp = y, identificamos, por una parte, como la fórmula 
=p A q y y como la fórmula =(p V (=p A q)). La fórmula correspondiente a A en 


lógica de juntores es Jp A=q => =(pV (=p A q)). Llamémosla A. 
2. Resolución de A. 


Si bien podríamos resolver A demostrando que Aes una fórmula válida, por ejemplo, me- 
diante una tabla de verdad, vamos a demostrar que, en efecto, p = yes una equivalencia 


lógica mediante encadenamiento transitivo. 


lo. =(pV(5pAq) =[l]>=pAz(=pAg) [De Morgan (negación de V)] o 
=|(2.] =p A(=(5p) V q)) [De Morgan (negación de A)] 1 
=|([3.] =p A(p V =q) DN 2 
=(4] (SpAp)V(-pA q) [Distributiva de A en V] 3 
=|5.] FV(=p A q) lpAp=F]4 
=|6.] (=p A q) V F [Conmutativa de V] 5 
=|7.] -p A q [Identidad de V] 6 


$1.20 Notación polaca 


Una notación que no usa paréntesis, conocida comúnmente como notación polaca, fue desarro- 
llada por EUKASIEWICZ en 1929. Los juntores se designan por letras mayúsculas en posición prefija: 
O designa 1, Na designa 0, AafB designa a V PB, Ka fB designa a A B, Caf designa a > PB, Ea B 
designa a > By Daf designa a | B. 


Observación 1.20.0.—  Elcaso de los cuantores en la lógica de primer orden*? es menos relevante 
pues ya de por sí es costumbre situarlos en prefijo; sólo cambian los signos: Ilxa en vez de Vxa y 


Yxa en vez de Jxa. 


En definitiva, es cuestión de acostumbrarnos. 


65 Cfr. infra $ 4 (p. 330 de esta edición). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


155 1. De la semántica. 1 


Ejemplo 103 


Expresemos las reglas de interdefinición aA PB > =(a => BB), a VB > 20 > B 


y(a>oB)o (a > B)A(B = a) en notación polaca. 


Resolución. Aquí están: 


KaB > NCaNg£g anB ea (a => B), 
AQB > CNaB avB+*=q0=>bB, 
EafB > KCafCBa (ao B) o [la => BIA(B => a). 


Además de no usar paréntesis, las ventajas de la notación polaca son muchas; por poner dos 
ejemplos: 0.*, su escritura se puede realizar en la más simple máquina de escribir, y 1.%, de cara a pro- 
gramar problemas lógicos en un lenguaje para computador, tal como concebimos éstos actualmente, 


el reconocimiento del juntor más potente es inmediato, pues está situado en la posición cero. 


Actividad 1.9 
Expresemos los esquemas de fórmulas KCaBAB y, CKAfBKNB y y CKCAUBYCyNOCONE en 
la base de juntores [N, A). 
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CAPITULO 


Del cálculo de juntores 


Del cuero salen las correas. 
(Refrán). 


De la deducción formal, los sistemas formales y los sistemas deductivos en particular, 
con especial dedicación a los sistemas de deducción natural, quizás por su aparente 
cercanía al razonamiento no formal. La afinidad con el álgebra de Boole pudiese servir 
de excusa al monto de reglas derivadas que se presentan y estudian en este capítulo 


dedicado al cálculo de juntores. 


2.0 Deducciónformal . .................. . .. .... 159 
21, Sistemas dEductvOS: epi sosa aa vor o 
2.2 Sistema de Deducción Natural (SDN) ................ 172 
2.3 Muestrade másejemploS . ....................... 202 
2.4 Propuesta de más actividades . ................... 22 
25 MIDI roedor asas sj BN 
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Dentro del estudio semántico, suele considerarse la diferencia entre uso y mención. Se dice que se 
usa una palabra o expresión cuando se emplea teniendo presente su significado y que se menciona si 
sólo se la considera como un mero conjunto de símbolos primitivos. Por ejemplo, «gato tiene cuatro 
patas y gato tiene cuatro letras»; en la primera aparición de la palabra «gato» —Justo en este mismo 
instante estamos mencionando la palabra «gato»"— se está usando, mientras que en la segunda sólo 


se menciona. 


También se diferencia entre sentido —intensión o connotación— y significado —extensión o denota- 
ción—. Por ejemplo, las expresiones «al que madruga, Dios le ayuda» y «the early bird catches the worm» 
tienen el mismo significado; sin embargo, para una persona no muy versada en inglés, la segunda 
dice «el pájaro tempranero atrapa el gusano», cuyo sentido es distinto a la primera. Por otro lado, si 


la persona es ducha en inglés, el sentido de ambas también es el mismo. 


Si bien al proporcionar un valor a una variable proposicional, por ejemplo, al decir, «p es la Tierra 
es un planeta» nos preocupamos de interpretar de alguna manera los enunciados lógicos, esto es, del 
aspecto semántico —aunque en este caso estemos ante una expresión metalingitística—, nos interesa 
en este momento el análisis sintáctico, un mero cálculo de juntores; no obstante, la semántica y la 
pragmática nos guiarán ineludiblemente en el mismo (somos criaturas humanas, pensantes), mas el 


tratamiento formal será exclusivamente sintáctico. 


$2.0 Deducción formal 


Definición 2.0.— Sean = [do Q,,..., P) un conjunto finito de fórmulas y y una fórmula. 
Una deducción formal (o sinónimamente, derivación formal) «de d a 1» es una relación que establece el 
hecho de ser yy una «consecuencia formal inmediata» de 0D. Por lo general, llamamos premisas a los 


elementos o, Qs, . . ., Pn de d y conclusión (formal) (inmediata) a y. 


Utilizaremos principalmente el símbolo +, metajuntor que llamamos deductor, de la siguiente 


forma: 

o. 0EFyY, 

A A A AA 
A A A 
3. FU 


que leeremos, respectivamente, por ejemplo, 
o. «de Dd se deduce/concluye/sigue (formalmente) (de inmediato/inmediatamente) y», 


1. «0D da lugar (deductiva y formalmente) (de inmediato/inmediatamente) a Y», 


2 La notación entre comillas cuando se menciona una expresión y no se usa, debe su origen a Alfred TARSKI. 
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2. «yes consecuencia (deductiva) (formal) (inmediata) de Dd», 
3.  (pesunteorema lógico. 


También en algunos textos son usadas las siguientes formalizaciones, en las que se utiliza una 
partícula del lenguaje natural como «luego», «por consiguiente», «por lo tanto», «así que» o cualquiera 
de sus sinónimos o un símbolo como el asterismo, .*.», para representar la relación lógica entre las 
premisas y la conclusión: 


Po Po 

hb, b, 

10) n Qp n 
luego 1 Y 


En otros textos aparece una raya de separación junto a la partícula o el asterismo: 


Po Po 

Qs hb; 

Pr Pr 
luego y Ss 


Y en otros, aparece sólo la raya de separación, con las premisas en disposición vertical u hori- 
zontal, lo cual será habitual en la vista de las deducciones formales como reglas de inferencia, que así 
representadas suelen denominarse figuras de la deducción (o sinónimamente, esquemas de deducción) y 


que denotan una inferencia inmediata desde el conjunto de premisas a la conclusión: 


Po 


bs 
De Di «o. Oa 


y 


Pn 


Y 


Por eso, también, en otros textos, se explicita el hecho de que la deducción tiene su origen en 
la conjunción de todas las premisas, si bien desde ese momento sólo hay una premisa, a saber, la 
proposición compuesta por conjunción: 


PAPA... AQrE Y 
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El símbolo + se sitúa en el mismo nivel metalingúístico que los símbolos + y = (nivel 1), por lo 
que las consideraciones con respecto a la precedencia o uso de paréntesis son las mismas que las 
comentadas anteriormente para estos dos, a saber, que domina a cualquier juntor. 


En la escala desde el lenguaje objeto a los diferentes niveles de metalenguaje empleados, se com- 
pleta lo que comentábamos en la observación 1.10.0 (p. 127 de esta edición), también en el nivel de 
metalenguaje correspondiente a la lengua natural". 


Juntores y metajuntores Lenguaje y metalenguaje 

«SÓLO Si ... [23] nivel 3, metalenguaje: lengua natural 

¿Bo [Sl] 

...Si, y SÓLO Si, ... [3] 

de ...se deduce ... [F] 

..se deduce de ... EH] 

..y ...se deducen mutuamente [4] 

...'mplica lógicamente ... [F] 

..es consecuencia lógica de ... [3] 

..equivale lógicamente a ... [=] 

=, nivel 2, metalenguaje: lenguaje lógico-matemático 
E,74,4k,,3, = nivel 1, metalenguaje: de la lógica de juntores 
>=, nivel o, lenguaje objeto: de la lógica de juntores 


Cuadro 2.0.— Lenguaje objeto y metalenguaje: juntores, metajuntores y lenguaje natural. 


$2.0.0 Deducción formal inmediata 


Definición 2.1.— Decimos que una fórmula 1, se deduce (o sinónimamente, se deriva) formalmente 
de manera inmediata de un conjunto finito de fórmulas P, precisamente si existe la regla deductiva 
$ E 1). En particular, si d = [pp], esto es, si se trata de un conjunto unitario de fórmulas, escribimos 


p F y y decimos que yy se deduce formalmente de manera inmediata de q. 


* Cfr. infra cuadro 2.0 (p. 161 de esta edición). 
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Ejemplo 104 


¿Es posible afirmar que p se de deduce formalmente de manera inmediata de =p? 


Resolución. Sí, en efecto, si fp es 27p y Y es p, es admisible decir que yy se deduce for- 


malmente de manera inmediata de «p, pues existe una regla deductiva, que ya conocemos, 


=p HF p, que nos permite deducir formalmente p a partir de =p. 


$2.0.1 Las dos figuras del silogismo hipotético 


Como estudiaremos más adelante, una regla deductiva básica? del cálculo de juntores 
(GENTZEN, JASKOWSKI, 1934) es modus ponendo ponens (MPP). 


= Modus ponendo ponens (MPP) («modo que afirmando, afirma») (o simple y sinónimamente, modus 

ponens (MP)) es la primera figura del silogismo hipotético (SH.); en ella, en la premisa menor se 
afirma el antecedente y, por tanto, en la conclusión se afirma el consecuente; en formato de regla, 
«clásico», 

p>y 

Pp 

Y 
o más «moderno», 

bob q 


y 
y como ejemplo de regla deductiva derivada? del cálculo de juntores, modus tollendo tollens (MTT): 


=  Modustollendo tollens (MTT) («modo que negando, niega»), o simplemente, modustollens (MT), es la 
segunda figura del silogismo hipotético (SH); en ella, en la premisa menor se niega el consecuente 
y, por tanto, en la conclusión se niega el antecedente; en formato de regla, «clásico», 


boy 
= y 
=Q 
o más «moderno», 
b=y  =Y 


a 10) 


2 Cfr. infra $ 2..2..0 (p. 172 de esta edición). 
3 Cfr. infra S 2.2.1 (p. 175 de esta edición). 
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Ejemplo 105 


Demostremos que se deducen formalmente de manera inmediata, 
o. ydelód => Y, Qt; 
1. pdelo => Y, =p). 


Resolución. En efecto, 


O. por MP, y se deduce formalmente de manera inmediata de [4d > Y, pp); 


1. por MT, 54 se deduce formalmente de manera inmediata de [pd => Y, =p). 


$ 2.0.2 Las dos figuras del silogismo contravalente 


Son las reglas deductivas derivadas? del cálculo de juntores, modus ponendo tollens (MPT) y modus 
tollendo ponens (MTP): 


= Modus ponendo tollens (MPT) («modo que afirmando, niega») es la primera figura del silogismo con- 
travalente (SC,); en ella, en la premisa menor se afirma el antecedente y, por tanto, en la conclu- 


sión se niega el consecuente; en formato de regla, «clásico», 


PY y 
0) 
=1 y 
o más «moderno», 
bYy q 


=p 


=  Modustollendo ponens (MTP) («modo que negando, afirma») es la segunda figura del silogismo con- 
travalente (SC) y la única figura del silogismo disyuntivo (SD); en ella, en la premisa menor se niega 
el antecedente y, por tanto, en la conclusión se afirma el consecuente; en formato de regla, «clá- 


sico», 
PY y PV y 
A 10) 1 0) 
Y Y 
o más «moderno», 
PbYy  =qQ PbVy =p 
y y 


* Cfr. infra $ 2.2.1 (p. 175 de esta edición). 
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Ejemplo 106 


Demostremos que se deducen formalmente de manera inmediata, 
o. UWdelpV y dt; 
1. ydelpY y, p). 


Resolución. En efecto, 
O. por MTP, yy se deduce formalmente de manera inmediata de [4 V Y, =p]; 


1. por MPT, —yy se deduce formalmente de manera inmediata de [4 Y y, p) (y alternativa- 


mente de [2 (pd > Y), Pp), pues (49 > Y) AE PY y). 


Observación 2.0.0.— Notaremos la acción de estas reglas funcionalmente con sus acrónimos, 
por ejemplo, la acción de modus ponendo tollens sobre dos fórmulas q y y por MPT(H, y) o 
MPT(to, t1) si dichas fórmulas están designadas por las etiquetas to y t,, respectivamente (alter- 


nativamente, con [] en vez de paréntesis). 


$ 2.0.3 Deducción formal 


Definición 2.2.— Sean Y un conjunto de fórmulas y «p una fórmula. Denominamos deducción (o si- 
nónimamente, derivación) formal de q a partir de d, a toda sucesión finita de fórmulas, tales que cada 
una de ellas sea: 


DFo.una fórmula de P, o 
DF1. un teorema lógico, o 
DF2.una fórmula que se infiera inmediatamente de un subconjunto de fórmulas anteriores en la su- 


cesión. 


Observación 2.0.1.— En realidad esto significa que construimos una secuencia de deducciones 


formales y utilizamos la propiedad transitiva de - para deducir q HF y: 


sip F doy do Ay... y Pn E y, entonces p E ul. 
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Ejemplo 107 


Demostremos que =p se deriva formalmente de [p > q,>q). 


Resolución. En el ejemplo 105 (p. 163 de esta edición) ya demostramos que =p se deduce 
formalmente de manera inmediata de d = [p = q,>=q; pues bien, es posible demostrar 
también que =p se deduce formalmente de [p = q, q), y esto es precisamente porque puede 
aplicarse modus tollendo tollens (MT). En efecto, 


O. p = q [DFo] Premisa 


1. =q [DFo] Premisa 


728 =p [DF2] MT o, 1 


Ejemplo 108 


Sirva como tal el ejemplo 125 (p. 207 de esta edición). 


Teorema 2.0 


Toda regla de inferencia deductiva es una deducción formal. 


Pero aún más, la deducción formal es un procedimiento que proporciona nuevas reglas de in- 
ferencia deductivas —reglas derivadas—. Por esto no presenta inconsistencia que designemos, como 
además es habitual, por $ + pel hecho de que q se deduzca formalmente de d, esto es, de que q) sea 


el último término de una deducción formal desde 9. 


El algoritmo de inferencia hacia adelante 

En el trabajo con una base de conocimiento (veámosla como un conjunto de fór- 
mulas) se utiliza el conocido como algoritmo de inferencia hacia delante: a partir de un 
conjunto | de reglas de inferencia, es decir, del tipo (fo, b1,..., Px) E Y, este al- 
goritmo recorre todas las posibles premisas (subconjuntos de fórmulas de la base de 
conocimiento) y cada vez que exista una regla de R cuyo conjunto de premisas sea uno 
de tales subconjuntos, añade la conclusión a la base de conocimiento. Este proceso se 
repite hasta que no se puedan hacer más adiciones a la base de conocimiento. 

En este ámbito, dada una base de conocimientos P y un conjunto de reglas R, 
decimos que de d se deriva «p con las reglas R si p está en P o si p es añadida a D du- 
rante la ejecución del algoritmo de inferencia hacia adelante utilizando el conjunto 
de reglas R. 
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Confusiones (LEÓN ROJAS [1], p. 7) 


Cuatro operadores aparecen con frecuencia en los razonamientos lógicos: modus ponendo 
ponens (A => B AA E B), modus tollendo tollens (A — BA =B EF A), la ley del silogismo (A = 
BAB= CH A C) yla ley de los contrapuestos (A > BF 2B => 4). No es raro saber que 
el ser humano los confunde, como también confunde validez y verdad. Es típica, por ejemplo, la 
confusión de modus tollendo tollens con la ley de los contrapuestos, a partir de apreciar únicamente 
la verdad de q, cuando se considera la validez de p => q (cfr. WASON y JOHNSON-LAIRD [70]; 
REVLIN, LEIRER, YOPP y YOPP [71]; NICKERSON, PERKINS y SMITH [72]). 


Más aún. Bruno LATOUR [73] (p. 189) relata la experiencia de comprensión de razonamientos 
sencillos que realizó Alexander Romanovich LURIA [74] entre personas campesinas de la antigua 
Unión Soviética. Por ejemplo: «En el polo norte todos los osos son blancos; Novaya Zemyla está 
en el polo norte. ¿De qué color son allí los osos? —No lo sé. Deberías preguntarle a la gente que 
ha viajado por allí y los han visto». Aparentemente, estas personas campesinas no son capaces 
de aplicar modus ponendo ponens. De esta experiencia, uno podría inferir que no son nada lógi- 
cas, pues no aplican el operador adecuado. Sin embargo, Michael COLE y Sylvia SCRIBNER [75] 
hicieron un experimento similar en Liberia, donde a las personas campestres que decían esto, se 
les pedía explicar su razonamiento, diciendo que para conocer el color de algo, tenían que verlo, 
y que para ver algo, tenían que estar junto a ese algo. Como ellas no estaban en el polo norte y 
no podían ver los osos, no eran capaces de responder a la cuestión. ¡Pues anda si son lógicas! Su 


razonamiento es un ejemplo de aplicación de modus tollendo tollens. 


$ 2.1 Sistemas deductivos 


Definición 2.3.— Un sistema deductivo D está formado por dos conjuntos: 
o. unconjunto A, vacío, finito o infinito numerable, de fórmulas, denominadas axiomas de D, y 


1. unconjunto R, no vacío, de reglas de inferencia deductivas. 


Grosso modo, se distinguen dos tipos de sistemas deductivos, los sistemas axiomáticos («tipo HIL- 


BERT»), si Á no es vacío y los sistemas de deducción natural («tipo GENTZEN-JASKOWSKI»), si Á es vacío. 


Los sistemas formales axiomáticos de la lógica de juntores se desarrollaron fundamentalmente 
en el siglo XX, por ejemplo, el sistema PM de RUSSELL y WITHEHEAD [76] (1910), el sistema de HILBERT 
y ACKERMANN [77] (1928), el sistema L de EUKASIEWICZ [78] (1929) o el sistema K de KLEENE [79] (1952). 
En esta edición de estas notas no estudiamos ninguno de éstos. Sin embargo, sí que dedicaremos un 
capítulo a la axiomática de conjuntos (cfr. infra capítulo 14 [pp. 666ss. de esta edición]). 
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Sí que estudiamos el sistema de deducción natural de GENTZEN [80] (1935) y JASKOwWSKI [81] (1934) 
(elaborado de manera independiente por ambos). 


Observación 2.1.0.— Los sistemas de deducción natural se denominan así porque en ellos las de- 
ducciones imitan, de alguna manera, la deducción intuitiva que posee cualquier ser humano. En 
este sentido son más «naturales» que los sistemas axiomáticos. Básicamente, la diferencia entre un 
sistema formal axiomático y un sistema formal de deducción natural radica en que en el primero 
se presupone la validez de uno o varios axiomas mientras que ninguno en el segundo. Por ejemplo, 
pensemos en el juego de ajedrez: un sistema tipo GENTZEN-JASKOWSKI puede actuar en cualquier 
momento de una partida, siendo cualquier posicionamiento de las fichas —¡.e. un axioma— ex- 
terna al sistema. Para que un sistema axiomático pudiese actuar igual, debería incluir todos los 


posicionamientos posibles —axiomas—. 


Observación 2.1.1.— Si bien hemos definido un sistema de deducción natural si Á es vacío, en 
algunostextos aparece la regla de inferencia Identidad*, A F A, de un sistema de deducción natural 


interpretada como un axioma, aunque siguen considerando dicho sistema como no axiomático. 


Ejemplo 109 


El sistema formal MIU, un sistema deductivo propuesto por HOFSTADTER [2], se define como 


sigue. 


2 = [M, I, U) (alfabeto de MIU) [las únicas letras con las que formar palabras], 
A = (MI) (axioma de MIU) [la palabra MI, la única conocida al comienzo], 


R = (Ri, Ru, Ru Riv) (reglas de inferencia), donde estas reglas son: 


Regla 1: si x/ es un teorema, también lo es x/U. 
Regla II: si Mx es un teorema, también lo es Mxx. 
Regla III: puede reemplazarse /!/ por U en cualquier teorema. 


Regla IV: puede suprimirse UU de cualquier teorema. 


En formato de reglas, dadas cualesquiera dos fórmulas a y É, 


al Ma ale auvUuB 
Ri Ruiz— Riu:—5 Kw: 5. 
"QU "Maa aUB id aB 


Definición 2.4.— Sea P un conjunto de fórmulas. Llamamos teorema de P en D a cualquier fórmula 
q que sea deducible formalmente de AU 9 mediante las reglas de inferencia de R. Notamos d Ep 


3 Vid. infra teorema 2.8 (p. 179 de esta edición). 
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o simplemente $ F «si no ha lugar a confusión. A las fórmulas de A U 0 las llamamos premisas o 


hipótesis del teorema, q es la conclusión o tesis. 


Si todas las premisas son axiomas, es decir, si Hd C A, entonces $ HF q no es más que fl + e. 


Esto suele notarse F q y denominarse teorema lógico (en el sistema deductivo D). 


Ejemplo 110 


Preguntémonos ahora si 
Emu MUIUI 


esto es, si MUIUI es un teorema lógico en MIU. 


Resolución. Observemos que al preguntarnos si es un teorema lógico, estamos conside- 


rando que 9 = f), es decir, que la única premisa es el axioma MI. 


Vemos que efectivamente sí es cierto que Huy MUINUTI. Para ello, vemos que MUIUTI es 


deducible formalmente de A mediante las reglas de inferencia de R.. En efecto, 


o. MI axioma] 
1. MIl o y Ri] 
MIT! 1y Ri] 
MUI [yRul 
MUIUI [3 y Ri] 


> $ 


Este ha sido un ejemplo de cómo demostrar que una fórmula es un teorema MIU. Veamos a 


continuación un ejemplo de una fórmula que no es un teorema MIU. 


Ejemplo 111 


El rompecabezas MU. 
¿Es MU un teorema del sistema MIU?, esto es, ¿es posible generar la palabra MU 


en el sistema MIU? La respuesta es que no, que MU no es un teorema MIU. 


Resolución. Tras una inspección atenta es fácil conjeturar un par de cosas sobre los teo- 


remas del sistema MIU. 
Intuición O: Todos los teoremas comienzan con M,; 


Intuición 1: No hay manera de eliminar /; en otras palabras, el número de veces que apa- 


rece | en cualquier fórmula es no nulo. 
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Llamemos N[/] al número de veces que aparece / en una fórmula dada —N es el contador, 
un cuantor aritmético elemental—. Si MU fuese un teorema MIU, entonces en algún estado de 
la derivación formal, N[/] = o. Por contraposición, si demostramos que N[/]| no puede ser cero 
en ningún estado, habremos demostrado que MU no es un teorema MIU. 


¿Qué sabemos? 

Conocimiento o: N|/],, el valor inicial de N[/], es 1 (ya que el único axioma MIU es M);; 
Conocimiento 1: R; y Riy no afectan a N[/); 

Conocimiento 2: Ry; decrementa N[/] en 3; 

Conocimiento 3: R;, duplica N[/]. 


Pues bien, tras aplicar p veces la regla Ry, y q veces la regla R;;1, el N|/] correspondiente a 
la fórmula producida vale (2?-3q) - N[/]., que como NÍ[/|¿ = 1, queda 


22-3q =0; (2.0) 


es decir, que N[/] sea o en algún estado de la derivación, equivale a que existan p, q € Z*, tales 
que 2? — 3q = 0, lo que no es posible, ¿verdad? 


Debemos así demostrar que Vp, q € Z*,2P + 3q, cuestión que demostraremos en el 
ejemplo 357 (p. 719 de esta edición). 


Observación 2.1.2.— Pensemos en que en realidad hemos demostrado que en ningún estado de 
la derivación/computación, N[/] es múltiplo de 3. 


Actividad 2.0 

El rompecabezas MI. 

Pudiésemos plantear el rompecabezas MI, en cierto sentido «dual» y «equivalente» al rompe- 
cabezas MU. Para ello, construimos el sistema UIM, con el mismo alfabeto anterior, el único 
axioma, MU, y como reglas, las recíprocas de las anteriores —por ejemplo, la UIM-Regla 1: si 
xIU es un teorema, también lo es x/—. El rompecabezas MI es: ¿Es MÍ un teorema UIM? 
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Teorema 2.1 
Sean D un sistema deductivo, $ un conjunto de fórmulas y 7 el conjunto de todos los teoremas 
de den D. Entonces: 
UA E 
T es cerrado para todas y cada una de las reglas de inferencia, básicas y derivadas. 
T es el menor, en el sentido de la inclusión, de todos los conjuntos de fórmulas que satis- 
facen (0) y (1) —en realidad, es la intersección de todos ellos—. 
Principio de Inducción para Teoremas (PIT): Si S € T y S satisface (0) y (1D), entonces S = T. 


Teorema 2.2 (Propiedades) 


Sean d y y fórmulas y d y Y conjuntos de fórmulas. Se satisfacen las siguientes propiedades: 


o. siPbEVyO0H df, entonces Y E dp; (monotonía) 
1. PH si, ysólo si, existe DP, C O, Dd, finito, tal que Do + dp; (compacidad) 
2. si E (py para toda fórmula y de d, Y E y, entonces V E GQ.  (transitiva —regla T—) 


Teorema 2.3 (Teorema de la deducción (TD)) 
Sean 9 un conjunto de fórmulas y q y yy fórmulas; entonces 
BULPEY=>DBE DO A. 


Teorema 2.4 (Teorema recíproco del teorema de la deducción (TRD)) 
Sean 9 un conjunto de fórmulas y q y yy fórmulas; entonces 
BEP>Y=>DUÍL[PÍ FA dy. 


Ejemplo 112 


Demostremos que se satisface 


Dor Dr 0. E Ps y solos. de. DO) > 0: 


Resolución. En efecto, se satisface la doble implicación: 


>) por el teorema de la deducción (TD) aplicadoa 9 = [do da, -.- On) 0 SS ny Y 
b; 


<) por el teorema recíproco (TRD) aplicado a las anteriores d, b y y. 
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Observación 2.1.3.— Si 9 = f), TD y TRD establecen que afirmar que de q se deduce formalmente 


y equivale a afirmar que q > y es un teorema lógico: 


PpEYSro¿=>y (2.1) 


En particular, afirmar p FE q, esto es, afirmar que q se deduce de q, equivale a afirmar el 


teorema lógico + q => dp. 


Jesús MOSTERÍN [82] (p. 88) llama primer teorema de la deducción a (2.1). 


La acción conjunta de TD y TRD permite entonces reescribir la regla de deducción 
Der Orio Da EI, 


como el teorema lógico 
F(PGLAQBA...ABn) > O, 


esto es, 


De. Me e: Uh , a 
si, y sólo si, . 
Qp (PAHAAM...APB)> 0 


Una proyección a la lógica de juntores es 
(do ABLA... da) > $) o (ds > (6, >(...> $r)...), 
por ejemplo, sin = 4, 
(do BND, NO) > 0) o (do > (6, > (6, > (6, > 44)))). 


Definición 2.5.— Llamamos teoría formal a un sistema deductivo más un conjunto de fórmulas no 


axiomas. 


Ejemplo 113 


El sistema deductivo MIU más, por ejemplo, el conjunto de fórmulas —teoremas lógicos— 
[MI!, MUI, MUIUIY es una teoría formal. Observemos que no conocemos todos los teoremas 
lógicos en MIU, pero que esto no nos extrañe, es de lo más normal, ¿verdad?; ¿quién conoce, 


si no, exhaustivamente, todos los teoremas de alguna teoría matemática al uso? 
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$ 2.2 Sistema de Deducción Natural (SDN) 


La presente exposición se fundamenta en el sistema de deducción natural, elaborado independien- 
temente por GENTZEN [80] (1935) y JaSKOwsKI [81] (1934). En él, a partir de unas reglas básicas de 
inferencia, es posible resolver cualquier problema deductivo. 


$2.2.0 Reglas deductivas básicas 


Vemos a continuación las reglas de inferencia deductivas básicas del SDN. 


Regla de introducción del implicador (II) 


Esta regla es justamente el teorema de la deducción (ID) (cfr. supra teorema 2.3 [p. 170 de esta edi- 
ción)). Su esquema argumental es 


Si se supone dp, se sigue uh. 


Se sigue que > y. 


Diferentes formas de escribir la regla de deducción correspondiente son: 


Qp 
py 
lor ul r(o> 4) ai y 
db=> Y 


Observación 2.2.0.— Notemos la diferencia con lo que correspondería al esquema argumental 


Se tiene que q > Up. 


Se sigue que q > ul. 


cuya regla de deducción correspondiente es la identidad (Id), es decir, 
Qp 
19) 

que reescrita en los términos de q => 4, en las formas anteriores, es: 


py p=> y 


ld => Y F(9d= Y) Ppb> y p> Y 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


173 2. Del cálculo de juntores 


Regla de eliminación del implicador (El) 


Esta regla es justamente modus ponendo ponens (MPP) —<modo que afirmando, afirma», a veces 
referido simplemente por modus ponens (MP)—. Ya hemos comentado (cfr. supra ejemplo 105 [p. 163 de 
esta edición]) que tradicionalmente es una figura del llamado silogismo hipotético (SH¿). También se 
la conoce como regla o principio de separación en referencia a que el consecuente se separa. Su esquema 


argumental es 
Se tiene que d > Y). 


Se tiene dp. 


Se sigue y. 


Diferentes formas de escribir la regla de deducción correspondiente son: 


Pb>y 
[(ó>p.H Ey o e $ 
m 


Regla de introducción del conjuntor (IC) 


También se la conoce como ley del producto (Prod). Su esquema argumental es 


Se tiene q. 
Se tiene y. 


Se sigue HA 1). 


Diferentes formas de escribir la regla de deducción correspondiente son: 


10) 
Lo. rOny A y 
PAY NERO E 
PAY 


Regla de eliminación del conjuntor (EC) 


También se la conoce como regla de simplificación (Simp) o ley de Pedro Hispano. Dos modalidades 


según el consecuente sea p o y, siendo sus esquemas argumentales respectivos: 


Setiene p A 4). Setiene PA 4). 


Se sigue «». . Sesigue Ub. 


Diferentes formas de escribir las reglas de deducción correspondientes a ambas modalidades 


son: 
ECo: EC;: 


PAY da PAY 


INDI 
$ Y 
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Regla de introducción del disyuntor (ID)] 


También llamada ley de adición (Ad) o ley de ampliación disyuntiva. Dos modalidades según el an- 


tecedente sea p o 1), siendo sus esquemas argumentales respectivos: 


Se tiene dp. Se tiene Y). 


Se sigue Q V Y. . Sesigue ( V y. 


Diferentes formas de escribir las reglas de deducción correspondientes a ambas modalidades 


son: 
IDo: ID;: 
(69 vd í OIE 0 
PLRFOÓV A ———— Yrovy == 
PV y PV y 
Regla de eliminación del disyuntor (ED) 
También llamada prueba por casos (Cas). El esquema argumental es: 
Se tiene Q V 1). 
Si se supone q», se sigue x. 
Si se supone 4), se sigue x. 
Se sigue x. 
Diferentes formas de escribir la regla de deducción correspondiente son: 
[PVYPEXDEXE XA 
PV y 
10) 
db (y 
PVy PEX yE x E : X 
ed PVY 1 | X y 
X 
X 


Regla de introducción del negador (IN) 


Dos apuntes: O.*, en esta regla se hace uso de una subderivación (bajo la hipótesis adicional , 


hemos concluido yy —subderivación de y a partir de p—), y 1.*, esta regla formaliza la demostración 
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por reducción al absurdo (Abs, RAA): si de la hipótesis adicional q, se sigue una fórmula insatisfactible 


(Y A =1p), entonces se concluye Gp. 


El esquema argumental es 


Si se supone q», se sigue Y A 4). 


Se sigue 24». 


Diferentes formas de escribir la regla de deducción correspondiente son: 


10) 
ibi 
(6 (YA) Fé A mm 
1 10) 


Regla de eliminación del negador (EN) 


Suele conocerse también como regla de doble negación (DN). El esquema argumental es 


Se tiene 26h. 


Se sigue d. 


Diferentes formas de escribir la regla de deducción correspondiente son: 


Lose Ed 
10) 


Observación 2.2.1.— El apartado 2 del ejemplo 141 (p. 243 de esta edición), proporciona una for- 
mulación alternativa del sistema de deducción natural, a saber, si admitimos DU2 y las reglas bá- 


sicas de eliminación de A, sobran las de introducción de V. 


Observación 2.2.2.— De aquí en adelante, nostomamos la licencia de expresar [do, P,,..., Pnj F 
y simplemente por do, Qs, ... , Pn F Y. Llamamos secuente a esta expresión y cálculo de secuentes 


a la representación de todo el aparato lógico. 


$2.2.1 Reglas deductivas derivadas (RD) 


Aunque con las ocho reglas deductivas básicas es posible resolver cualquier problema de de- 
ducción formal, el proceso, a veces, sería bastante arduo. Puede facilitarse esta labor aumentando el 


número de reglas que puedan utilizarse, las denominadas reglas derivadas, de las anteriores. 


Conceptos que ayudan a la generación de estas reglas derivadas son: 
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= derivación formal? y regla de sustitución”, en el campo sintáctico, y 
= teorema de sustitución”, formas normales? y dualidad'”, en el campo semántico. 
Pues bien, debido a que la lógica de juntores es correcta y completa”: 


o.”, todas las implicaciones lógicas f F y —campo semántico— (y hemos estudiado bastantes hasta 


este momento), son reglas deductivas q F yy —campo sintáctico—, y de manera similar, 


1.9, todas las equivalencias lógicas fp = yy —campo semántico— son reglas deductivas dobles p 4H 
y —campo sintáctico—, esto es, reglas deductivas en la forma p F 1 y sus recíprocas en la 
forma (p 1 y —que también son, en dicho caso, reglas deductivas—; en particular, todas las 


correspondientes a interdefinición de juntores estudiadas en anteriores ejemplos” y teoremas”. 


Estas reglas deductivas dobles las notaremos: 


10) 
p AE y o == 
Y 
Por ejemplo, las leyes de De Morgan: 
pAq 
pAqAr (=p V q) o 
(=p V =q) 


pAq Ar a(=pV q) 
pVqAr=(=pA q) 
=(p A q) AF =pV q 
(pVq)ArR=pA=q 
(Po Api A +++ App) AF Po V Ap, V c+ V app 
(Po V py V +++ V pp) AFEPoA Pp, A +++ App 
el principio de Filón: 
p=>qAF=pVg, 


y el principio de Crisipo: 


p=>qAr=(pA q). 


6 Vid. supra $ 2.0 (p. 159 de esta edición). 
7 Vid. infra observación 2.2.33 (p. 193 de esta edición). 
$ Vid. supra $ 1.19 (p. 141 de esta edición). 
? Vid. infra S 3.1 (p. 231 de esta edición). 
19 Vid. infra S 3.2 (p. 242 de esta edición). 
= Vid. infra teorema 6.9 (p. 397 de esta edición). 
2 Vid. supra ejemplos 91, 95, 96 y 97 (Pp. 139, 143, 143 y 144, respectivamente, de esta edición). 
1 Vid. supra teoremas 1.25 y 1.27 (pp. 146 y 147, respectivamente, de esta edición). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


177 2. Del cálculo de juntores 


Como en el caso de las reglas básicas, proporcionamos su nombre y figura, con la abreviatura co- 
rrespondiente si es el caso. Por otro lado, algunas actividades consistirán en hallar la fundamentación 


de algunas de estas reglas. 


Reglas derivadas iniciales 
De negación 


Teorema 2.5 (RD de negación) 


Introducción de doble negación (IDN): 


Doble negación (DN): 


De negación y disyunción 
Teorema 2.6 (RD de negación y disyunción) 


Principio del tercio excluso 
(Tertium non datur) (Principium tertii exclusi) (PTE): 


Regla de resolución (RES) 


Observación 2.2.3.— Sobre PTE: 


O. El principio del tercio excluso suele enunciarse también como la regla sin premisa 
PV 0. 


1.  Elprincipio del tercio excluso podría interpretarse, en un sentido, como una regla de introduc- 
ción de T (IT), 
pV=0 
To 


y, en el otro sentido, como una regla de eliminación de T (ET), 


EPA 
Pp VQ 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León RoJAs; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


2.2. Sistema de Deducción Natural (SDN) 178 


lo que permitiría considerar la constante enunciativa T como un operador lógico —un juntor 


medádico—, en consonancia con la composición medádica tautología!*. 


Observación 2.2.4.— Sobre RES: 


O. En la regla de resolución, la conclusión, la cláusula p V yy se conoce como la resolvente de las 


cláusulas p V x y Y Vx. 
1. Modus ponens es un caso particular de RES”. 


2. La regla de resolución es ampliamente utilizada en demostración automática de teoremas. 


De negación y conjunción 


Teorema 2.7 (RD de negación y conjunción) 


Principio de la no contradicción (PNC) L 


(Principium contradictionis): PpA=0Q 


Eliminación débil de la negación PpA=Q 
(Ex contradictione quodlibet (ECQ)): y 


Observación 2.2.5.— O. El principio de la no contradicción suele enunciarse también como la 
regla sin premisa 
(9 A=0). 


1.  Elprincipio de la no contradicción podría interpretarse como una regla de introducción de 1 
(11), 
b 
0 
1 


a la vez que del principio de la (no) contradicción y de la eliminación débil de la negación, 


aplicando la regla de sustitución, podría derivarse una regla de eliminación de 1 (E_1), 


Qp 


lo cual permitiría considerar la constante enunciativa | como un operador lógico —un juntor 


medádico—, en consonancia con la composición medádica contradicción'*. 


Observación 2.2.6.— Además de Ex contradictione quodlibet (de la contradicción, cualquier co- 
sa), la ley de eliminación débil de la negación también es conocida como Ex falso quodlibet (de la 


falsedad, cualquier cosa) y como el principio de explosión. 


14 Cfr. supra $ 1.3.0 (p. 68 de esta edición). 
15 Vid. infra S 114 (p. 194 de esta edición). 
16 Cfr. supra $ 1.3.0 (p. 68 de esta edición). 
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De implicación 
Teorema 2.8 (RD de implicación) 


Silogismo Barbara, 1.* forma: p>y 


(WS 


Silogismo Barbara, 2.* forma py 


(Ley del silogismo hipotético (Sil) U>x 


(Transitividad de > como operación): Pd>x 


Mutación de premisas (MPr): O 
y >($= x) 


Identidad (Id) EN 
(Ley de repetición): eN 
Carga de premisa (CPr) Qp 
(Ley de introducción del antecedente): 


Observación 2.2.7.—  Mediando la regla de sustitución”, la ley de identidad (Id) podría interpre- 


tarse, en un sentido, como una regla de introducción de id (lid), 


b 
id) 


y, en el otro sentido, como una regla de eliminación de id (Eid), 


id) 
b 


en consonancia con la funcionalidad de id como operador lógico, el juntor monádico afirmador'*. 


De negación e implicación 


Teorema 2.9 (RD de negación e implicación, l) 


Modus tollendo tollens (MTT): 


17 Vid. infra observación 2.2..33 (p. 193 de esta edición). 
18 Cfr. supra $ 1.3.1 (p. 69 de esta edición). 
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Observación 2.2.8.— Frecuentemente la regla modus tollendo tollens —modo que negando, 
niega— es conocida, simplemente, como modus tollens —modo que niega— y abreviada MT. Co- 
mo ya hemos comentado”, tradicionalmente es una figura del llamado silogismo hipotético (SH,). 


Su esquema argumental es 
Se tiene que q => 4. 


Se tiene 4h. 


Se sigue =p. 


Teorema 2.10 (RD de negación e implicación, 1!) 


d> Y 
Ley de los contrapuestos (Cp): 


=p > =Q 


ue : P> Y 
Contraposición constructiva (Cp,): ——_——_—_——— 
Y => 0 


E 00 
Contraposición clásica (Cp,): ——————— 
1 => Q 


An a] (0) —e y 
Recíproca de la ley de los contrapuestos (Cp): > — 
WERO) 


Observación 2.2.9.—  Fusionamos las reglas Cpo y Cp3 en 


5 p>oy 
Ley de contraposición (Cp): 222 
=p > 0 
Observación 2.2.10.—  Notemos que en cualquier momento, podríamos incrementar el grado de 


abstracción de las reglas; por ejemplo, también podríamos llamar ley de contraposición (Cp) a 


py 
VARO) 


Observación 2.2.11.— Con respecto a la eliminación débil de la negación (ECQ)?", también apare- 
ce en algunos textos la siguiente figura alternativa, basada en el negador y el implicador, 


0 


p>oy 


1» Cfr. supra ejemplo 105 (p. 163 de esta edición). 
20 Cfr. supra teorema 2.7 (p. 178 de esta edición). 
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y las siguientes dos variantes, también basadas en el negador y el implicador, 


pb>y 
Ex contradictione irrestricta: $ => =p 


P>x 


pb> y 
Ex contradictione negativa: $ => =p 


Hd > Xx 


Reglas derivadas adicionales 
De negación y disyunción 


Teorema 2.11 (RD de negación y disyunción) 


Silogismo disyuntivo (SD) 
Modus tollendo ponens (MTP,): 


Silogismo disyuntivo (SD,) 
Modus tollendo ponens (MTP): 


Observación 2.2.12.— SDo y SD), corresponden justamente a las dos modalidades de Modus to- 
llendo ponens (MTP) —«modo que negando, afirma»—, según el consecuente sea q o y. Por ello 


también MTPo y MTP;, las designan. Los esquemas argumentales respectivos de dichas modalida- 


des son: 
Se tiene Q V 4). Se tiene Q V 4). 
Se tiene =1p. Se tiene 24. 
Se sigue d. . Sesigue y. 
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De contravalencia 
Eliminación 


Teorema 2.12 (RD de contravalencia, l) 


Eliminación de la contravalencia (ECV,) 


Silogismo contravalente (SCoo) 
Modus ponendo tollens (MPT.): 


Eliminación de la contravalencia (ECV,) 
Silogismo contravalente (SC,,) 
Modus ponendo tollens (MPT,): 


Observación 2.2.13.— Las reglas ECV, y ECV, corresponden justamente a las dos modalidades de 
Modus ponendo tollens (MPT) —«modo que afirmando, niega»—, según el consecuente sea 21 O 
=p. Por ello también MPT, y MPT, las designan. Como ya hemos comentado”', tradicionalmente 
son las dos modalidades de la primera figura del silogismo contravalente, SCoo y SCo,, respectiva- 


mente. Los esquemas argumentales respectivos de dichas modalidades son: 


Se tiene p Y y. Setiene p Y y. 
Se tiene d. Se tiene 4). 
Se sigue 14h. . Sesigue dh. 


en oposición al silogismo disyuntivo, de única figura, cuyos esquemas argumentales respectivos 


de sus dos modalidades, SD, y SD,, hemos estudiado en la observación inmediatamente anterior. 


Introducción y eliminación 
Hemos eliminado el contravaledor, mas no lo hemos introducido. Hagámoslo ahora y, de paso, 


veamos nuevas reglas de eliminación. 


Teorema 2.13 (RD de contravalencia, 1!) 


PV y 
Introducción del contravaledor (ICV.): 0 V =p 
PY y 


PY y 
PV y 


Eliminación del contravaledor (ECV,): 


PY y 


Eliminación del contravaledor (ECV,): —————— 
09 V Y 


2 Cfr. supra ejemplo 106 (p. 164 de esta edición). 
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Observación 2.2.14.— Las reglas IC Vo, ECV2 y ECVz se fusionan en 


PV y 
Ley de contravalencia (CV): q V =p 


pY uy 


La regla deductiva doble ley de contravalencia (CV) se corresponde con la forma normal con- 
juntiva (FNC)W de q Y y. 


Introducción 
Finalmente, veamos dos reglas más de introducción, ahora, con las bases [=, V) y (>, V, A]. 
Teorema 2.14 (RD de contravalencia, 11!) 
(6 V Y) VAÓV 4) 


PY y 


Introducción de Y a partir de = y V (ICV,): 


Teorema 2.15 (RD de contravalencia, IV) 


(PAY) V (EPA 4) 


PY y 


Introducción de Y a partir de =, Vy A(ICV,): 


Observación 2.2.15.— Esta regla deductiva doble ICV, se corresponde: 


= con la forma normal disyuntiva (FND)W% de q Y y, y 


=  conlaregla semántica falsedad de la equivalencia (FEJ?4. 


De conjunción e implicación 
Teorema 2.16 (RD de conjunción e implicación) 


p>(Y>=x) 
PAY => x 


Ley de importación (Imp): 


PAY => x 
d= (Y = x) 


Ley de exportación (Exp): 


Observación 2.2.16.— En la literatura aparece, a veces, como ley de importación la fusión de las 


dos anteriores: 


22 Vid. infra $ 3.1.0 (pp. 23288. de esta edición). 
23 Vid. infra $ 3.1.0 (pp. 232ss. de esta edición). 
24 Vid. infra $ 3.3.0 (pp. 245ss. de esta edición) y $ 4.1.8 (pp. 345ss. de esta edición). 
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PAYU=> xXx 
d => (Y => x) 


Ley de importación (LD): 


Sobre la ley de importación 

La mente matemática, por naturaleza o educada, peca de ambición generaliza- 
dora. Podríamos ver la ley de importación como un caso particular de la acción de una 
relación diádica R no necesariamente simétrica (ley de importación/exportación) en- 


tre dos términos funcionales: 
Fg(x, y), 2) Rx, My, z)), (2.2) 
donde R, por ejemplo, bien pudiese ser de equivalencia lógica y expresarse 
fí(g(x, y), z) si, y sólo si, f(x, f(y, z)) 
o de igualdad numérica y expresarse 


Hglx, y), 2) = fx, Hy, 2). 


De disyunción e implicación 


Teorema 2.17 (RD de disyunción e implicación) 


Dilema constructivo simple (DCS): 


Dilema constructivo complejo (DCC): 
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De negación, disyunción e implicación 


Teorema 2.18 (RD de negación, disyunción e implicación) 


Dilema destructivo simple (DDS): 


Dilema destructivo complejo (DDO): 


De la coimplicación 
Introducción y eliminación del coimplicador, I 
A continuación las tradicionales reglas de introducción y eliminación del coimplicador, en rela- 


ción con el implicador. 


Teorema 2.19 (RD de coimplicación, l) 


Introducción del coimplicador (ICO,): 


Eliminación del coimplicador 
(Debilitación implicativa) (ECO,): 


Eliminación del coimplicador 


(Debilitación replicativa) (ECO): 


Observación 2.2.17.— Las reglas ICO, ECO¿ y ECO); se fusionan en 


Ppb>y 
Ley de coimplicación (CO): vU> o 


Ppoy 


Si el SDN se definiese a partir de la base de juntores [=, V, A, >, +], entonces, el conjunto de 


reglas básicas constaría, en vez de ocho reglas, de diez, al incorporar las reglas de introducción del 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


2.2. Sistema de Deducción Natural (SDN) 186 


coimplicador (ICO) y de eliminación del coimplicador —en sus dos modalidades ECO, y ECO,— O 


de nueve reglas, al incorporar su fusión, la regla de coimplicación (CO). 


Introducción y eliminación del coimplicador, II 

Alternativamente, son posibles otras reglas de introducción y eliminación del coimplicador para 
tener una definición alternativa del SDN similar a la comentada en la observación anterior. Destaca- 
mos tres, las vistas anteriormente, en relación con el implicador, las que presentamos a continuación 
en, relación con el conjuntor, y las que mostraremos en el apartado siguiente, en relación con el dis- 


yuntor. 


Teorema 2.20 (RD de coimplicación, ll) 


(HA =p) 


Introducción del coimplicador (ICO,):: (29 A y) 


boy 


O A boy 
Eliminación del coimplicador (ECCO,): NEON 
(Pp Ay 

boy 


(9 Mp) 


Eliminación del coimplicador (ECCO)): 


Observación 2.2.18.— Las reglas |CO,, ECO» y ECOy se fusionan en 
($ A =p) 
Ley de coimplicación (RCO,): (HAM) 
pop 


Introducción y eliminación del coimplicador, 111 
Presentamos otras reglas alternativas de introducción y eliminación del coimplicador, esta vez 


en relación con el disyuntor. 


Teorema 2.21 (RD de coimplicación, 11!) 


Introducción del coimplicador (ICO,): 
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Teorema 2.22 (RD de coimplicación, IV) 


Eliminación del coimplicador (ECO,): 


Eliminación del coimplicador (ECO): 


Observación 2.2.19.— Las reglas ICO), ECO, y ECO; se fusionan en 


PV y 
Ley de coimplicación (RCO,): pV=yY 
poy 


Introducción del coimplicador 
Ahora, con las bases (2, V) y (2, V, A). 


Teorema 2.23 (RD de coimplicación, V) 


(HPV 2) VA (PV Y) 
po y 


Introducción de > a partir de = y V (ICO): 


(PAY) VGEPA24) 
po y 


Introducción de > a partir de =, V y A(ICO,): 


Observación 2.2.20.— La regla deductiva doble ICO, se corresponde con la regla semántica ver- 


dad de la equivalencia (VE)?. 


Regla de separación del coimplicador 


En sus dos modalidades. 


25 Vid. infra $ 3.3.0 (pp. 245ss. de esta edición) y $ 4.1.8 (pp. 345ss. de esta edición). 
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Teorema 2.24 (RD de coimplicación, VI) 


Regla de separación (RSCO): 


Regla de separación (RSCO)): 


Más reglas derivadas: algunas propiedades de los juntores como relaciones 


La relación de implicación 
Teorema 2.25 (Propiedades de la implicación como relación) 


Reflexiva: p=>0 


Transitiva (Sil): (p => Y) A(Y => x) 
DS 


Observación 2.2.21.— La relación => de implicación es una relación de preorden parcial?*? en la 


colección F,¿ de todas las fórmulas de la lógica de juntores. 


La relación de coimplicación 


Teorema 2.26 (Propiedades de <= como relación) 


Reflexividad de la coimplicación (RCO): 


Simetría de la coimplicación (SCO) 


(Regla de inversión): 


Transitividad de la coimplicación (TICO): 


Observación 2.2.22.— La relación + de coimplicación es una relación de equivalencia?” en la co- 


lección F, de todas las fórmulas de la lógica de juntores. 


26 Cfr. infra definición 11.50 (p. 567 de esta edición). 
27 Cfr. infra definición 11.39 (p. 551 de esta edición). 
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Más reglas derivadas: algunas propiedades de los juntores como operaciones 
La operación disyunción 
Teorema 2.27 (Propiedades de la disyunción como operación) 


PVy 


Conmutativa de la disyunción (CoD): === 
UVO 


CAADNZ: 


Asociativa de la disyunción (AD): (+ 
PV (YV x) 


pvl 


Elemento neutro de la disyunción (eNtrD): 


Elemento absorbente de la disyunción (eAbsD): 


Idempotencia de la disyunción (IdD): 


Demostración. (Por ahora, sólo AD, la asociativa de la disyunción). 


O. (pVq)vr Premisa 


1. (pv q) Supuesto 


Ze Pp Supuesto 


3. || pV(qVr) ID¿2 


4. q Supuesto 
5. qvr ID, 4 
6. || pV(qVr) ID,5 


7. pV(qVr) Cas1,2-3,4-6 


r Supuesto 


9. qvr ID, 8 


10. | pV(qVr) ID,9 


nm.  pV(qVr) Caso,1-7, 8-10 


Observación 2.2.23.— (Fo; V) tiene estructura de monoide abeliano idempotente”*, 


28 Cfr. infra S 17.4 (p. 745 de esta edición). 
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La operación conjunción 
Teorema 2.28 (Propiedades de la conjunción como operación) 


a A PAY 
Conmutativa de la conjunción (CoC): =—— 
UNO 


(BAY)AN Xx 


Asociativa de la conjunción (AC): ——— 
PBA(YA x) 


AS PAT 

Elemento neutro de la conjunción (eNtrC): o 
10) 
PAL 


Eje 


Elemento absorbente de la conjunción (eAbsC): 


PAG 


Idempotencia de la conjunción (IdC): 
10) 


Observación 2.2.24.— (Fo; A) tiene estructura de monoide abeliano idempotente”?. 


Observación 2.2.25.—  Notemos que debido a la propiedad asociativa de un juntor, es posible su- 
primir paréntesis en ciertas ocasiones; por ejemplo, en el caso de la disyunción y de la conjunción, 
las deducciones directas y recíproca, esto es, las propias reglas AD y AC, nos permiten expresar la 


equivalencia de las expresiones 
(PVY)VxAFEOV(Y Vx) AFOVYV 
(PAYAXAFOÓM(YA O) AEREA GDA 


y trabajar habitualmente con estas últimas, al darse la equivalencia en todas las posibles situacio- 


nes correctas de paréntesis. 


Observación 2.2.26.— La asociatividad de la disyunción y de la conjunción permite expresar ver- 
siones para más de dos fórmulas de reglas vistas, por ejemplo, las leyes de De Morgan y la Ley de 


Resolución, 


(Po VA V-:-VOx) 


Distribución de = en V (DMo): 


200 AA: A=Z0k 


Distribución de = en A(DM;) (Po APLA-:-AQx) 


(Dual de DMo, esto es, DMo”): 0 V 1 V ++: V br 
29 Cfr. infra S 17.4 (p. 745 de esta edición). 
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Po VOV--VOV Xx 
Regla de resolución (Res) Yo VU V VU Vx 
Po VQ VW --- VQ V Po V Y V VU 


La disyunción y la conjunción como operaciones, conjuntamente 
Teorema 2.29 (Propiedades conjuntas de V y A como operaciones) 


PA(HV y) 


Absorción de V por A (AbsC): ; 
d 


Absorción de A por V (AbsD) PpV(PdAY) 
(Dual de AbsC, que podría designarse por AbsC”): lo) 


PA(YV x) 
(PAY)V(PA Xx) 


Distributiva de A en V (DisC): 


Distributiva de V en A (DisD) ÓV(YAx) 
(Dual de DisC, que podría designarse por DisC”): (HBVIA(ÓV x) 


Observación 2.2.27.— A modo de ilustración de las propiedades asociativa y distributiva en ac- 


V((pVg)A(=pv q) (pV =q) A (=pV -q)) 


HE (sV (pVq)A(sV(pvVq)n(sv (pv=q)nM(svV(=pV=q) (por RD distributiva) 


ción. 


HF(sVpVq)A(sV=pVq)M(sVpV=q)A(sV =p V q) (por RD asociativa) 


Observación 2.2.28.— Veamos una nueva combinación de la acción de las propiedades asociati- 
va y distributiva (sólo se muestra el resultado final; sin duda es interesante pensar y documentar 


los pasos intermedios) (4). 
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Observación 2.2.29.— (Fo; A, V, 7) tiene estructura de álgebra de Boole*?. 


La operación implicación 


Teorema 2.30 (Propiedades de la implicación como operación) 


Recíproca de la idempotencia: 


Distributiva (de la implicación en sí misma): 


Observación 2.2.30.— Se satisface 


(d=>Y1)=>xF0=>(Y =>). 


Hay quienes se refieren a este hecho como asociatividad de izquierda a derecha (observemos la 


posición de los paréntesis) y quienes la llaman simplemente asociatividad izquierda. Por otro lado, 


PO (YI (b= Y) > xe 


En otras palabras, la operación implicación como operación no es asociativa. Considerando ambos 
resultados, hay quienes dicen que es asociativa de derecha a izquierda, pero no de izquierda a 


derecha, y quienes dicen que es asociativa izquierda, pero no asociativa derecha. 


La operación coimplicación 


Teorema 2.31 (Propiedades de «+ como operación, 1) 


Conmutatividad de la complicación (CoCO): 


Asociatividad de la coimplicación (ACO): 


Elemento neutro de la coimplicación (eNtrCO): 


Elemento simétrico para la coimplicación (eSimCO): 


30 Cfr. infra $ 3.7 (p. 319 de esta edición). 
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Observación 2.2.31.— (Fo; +) tiene estructura de grupo abeliano”!. 


Teorema 2.32 (Propiedades de «++ como operación, 1!) 


Pp 


Recíproca de la idempotencia de la coimplicación (ReIdCO): —_—— 


pop 


pe (p> 4) 


Absorción de > (AbsCO): 


Y 


$ (Y) 
(p= Y) > (b= x) 


Distributiva de = en =>: 


Reglas (derivadas) de intercambio y sustitución 


Teorema 2.33 (Intercambio y sustitución) 


Regla de intercambio (1): 


Regla de sustitución (S): 


Observación 2.2.32.— La regla de intercambio se corresponde con la operación de intercambio 
y refleja lo establecido por el teorema de intercambio*”. La regla de intercambio afirma que da- 
das dos fórmulas equivalentes x y r, si una fórmula q contiene como subfórmula a x (hecho que 
notamos q) y se reemplaza una ocurrencia determinada, digamos la primera, de x en q por 
T, entonces el resultado es una fórmula (7, lógicamente equivalente a ,. Por ejemplo, si p, es 
=(=pV=q) => (=pA q)yxes=(=p V q), y TespA q, y reemplazamos x por r, se obtiene como 


Pr (p A q) = (=p A q), que es lógicamente equivalente a ,.. Es decir, 


xr 
Px 
Pr A (Pz > Qr) 


de donde se extrae, en particular, la regla de intercambio. 


3 Cfr. infra $ 17.5 (p. 751 de esta edición). 
32 Vid. supra teorema 1.17 (p. 140 de esta edición). 
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Observación 2.2.33.— La regla de sustitución (campo sintáctico) se corresponde con el teorema 
de sustitución33 (campo semántico). La regla de sustitución afirma que si una proposición com- 
puesta (ps es una fórmula válida y si cada vez que aparece una variable de ps, digamos s, se sustituye 
por una proposición t, siempre la misma, entonces el resultado es una proposición compuesta (+ 
que también es una fórmula válida. Por ejemplo, si ps es (p A(p = q)) = q, que es una fórmu- 
la válida, y Tes q > r, y reemplazamos p —la «s» en este ejemplo— por 7, se obtiene como (z, 


((q => r) A ((q = r) > q)) = q, que también es una fórmula válida. 
Ejemplo 114 


Demostremos que modus ponens es un caso particular de la regla de resolución (RES) 


(cfr. supra teorema 2.6 [p. 177 de esta edición]). 


Resolución. En efecto, modus ponens, 


es un caso particular de RES, ya que fp => y es equivalente a 24 V Y y aplicando la regla de 


sustitución en la primera premisa, la regla de resolución queda justamente modus ponens: 


=p V y 


10) 


Y 


Absurdos: reglas (derivadas) Consequentia mirabilis y Reductio ad absurdum 


Teorema 2.34 


Ley de CLAVIO 


(Consequentia mirabilis): 


Observación 2.2.34.— La ley de Clavio establece la verdad de una proposición a partir de la in- 


consistencia de su negación. 


Teorema 2.35 


Reducción al absurdo 
(Reductio ad absurdum (RAA, Abs)): 


33 Vid. supra teorema 1.19 (p. 141 de esta edición). 
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Observación 2.2.35.— Un caso de particular interés de RAA es cuando la fórmula (p es una im- 
plicación, por ejemplo Qp => y, entonces su negación es p A 21h, por lo que, mediando la regla de 
intercambio, RAA queda 

PpA=Y => _1 


esto es, 

= quegA 24 implique una fórmula insatisfactible equivale a que q implique q. 

Notemos que, entonces, por contrapositiva, =((p A 4) => 1) AE =(4 = 1); en otras palabras, 
= quegA y no implique una fórmula insatisfactible equivale a que p no implique y, 


y esto a A 1 (principio de Crisipo). Aunque para este último viaje no hacían falta alforjas, esto no 
es más que un caso particular de la fórmula válida (pd > 1) = e. 


Ejemplo 115 


Sean P(x) y Q(x) dos funciones proposicionales. En un universo consistente U (no 
existen contradicciones en él) donde sucede =P(x) V Q(x) sabemos que P(a) es verda- 
dera, donde a es una entidad de U. ¿Es verdadera Q(a) en U? 


Resolución. Como en U sucede =P(x) V Q(x), en particular, =P(a) V Q(a). Comen- 
cemos la RAA, si suponemos Q(a), entonces por IC, (=P(a) V Q(a)) A =Q(a), que por 
distributiva de A en V (DisC), es =P(a) A =Q(a),lo que implica =P(a) V =Q(a), ahora, por 
P(a) V Q(a) 

RES, =P(a) V=0Q(a) en definitiva, =P(a). Por lo que por IC, se satisface P(a) A=P(a) en 
P(a) V =P(a) 

U lo cual es imposible, por lo que por RAA no se satisface 5Q(a) sino Q(a). 
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Principios constructivos, de sumación, destructivos y de consenso 


Teorema 2.36 (Principios constructivos, l) 


Principio constructivo (PCons,): 


(PCons,): 


Teorema 2.37 (Principios constructivos, 1!) 


Pb= Y 
Principio constructivo (PCons,): x>U 
PVx=>YVT 


p>Y 
(PCons;): x>T 
PAX=> UNT 


Teorema 2.38 (Principios de sumación) 


b> Y 
PBVx>YV Xx 


Principio de sumación (PSum.): 


py 
DINO IN 


Pd>= Y 
(Y =x) >= ($ = x) 
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Teorema 2.39 (Principios destructivos) 


Pp=> Y 


Principio destructivo (PDes,): x=>T 


Y NV 2T=>0V XxX 


b= y 
E 
Y AT=>ABAX 


Teorema 2.40 (Consenso, l) 


(HAY)VEPAOVÍDAx) 
(PAY)IVEPA x) 


Regla del consenso (RCon): 


Teorema 2.41 (Consenso, ll) 


PV y 
PNV Xx 
UV x 
(PVY)AGÓV x) 


Dual de la regla del consenso (RCon”): 


Observación 2.2.36.— Se conoce como consenso (o sinónimamente, término de consenso) a Y A 


x en RCon y a y V x en su dual RCon?”. 


Reglas de interdefinición 


Al ser (=, A), (7, V) y [7, >] bases de juntores, es posible la definición mutua entre juntores. 


Destacamos también estas reglas. 


Teorema 2.42 (Interdefiniciones de V y A) 


Definición de A a partir de = y V (DC): 


Definición de V a partir de = y A(DD,) 
(Dual de DC,, que podría designarse por DC.”): 
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Teorema 2.43 (Leyes de De Morgan) 


(pvp) 


=pA=Y 


Distribución de = en V(DM.o): 


Distribución de = en A(DM,) AHAM Y) 
(Dual de DM., que podría designarse por DM/”): =p V =4Y 


Teorema 2.44 (Interdefiniciones de V y >) 


Definición de > a partir de = y V (Dl): 


Definición de V a partir de = y > (DD): 


Teorema 2.45 (Interdefiniciones de A y >) 


boy 


(PA =p) 


Definición de > a partir de = y A (DL): 


PAY 


Definición de Aa partir de = y > (DC): ———_——— 
($ > =p) 


Observación 2.2.37.— En este punto seremos conscientes de las múltiples presentaciones que 
puede tener una relación metalógica entre fórmulas, en particular, las reglas que estamos estu- 


diando. 


Por ejemplo, la regla deductiva doble Dl, puede presentarse de manera equivalente por 


(9 > Y) 
PpA=p 


Negación del implicador (NI): 


que se corresponde con la equivalencia lógica ya estudiada, =(p = Y) = HA au (principio de 


Crisipo) y con la regla semántica falsedad de la implicación (Fl)34. 


34 Vid. infra S 3.3.0 (pp. 245ss. de esta edición) y $ 4.1.8 (pp. 3458s. de esta edición). 
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Reglas de reducción 


Se conocen como reglas de reducción a las definiciones de los juntores habituales, ya en la base de 


E 


juntores [=, J], ya en la base [-, 


Teorema 2.46 (Reducción de la disyunción) 


PV y 
(pl pb) 


Reducción de Va [-=, |) (RedD,): 


' PV y 
Reducción de Va (>, |) (RedD,): ==== 
=$ 1 


Ejemplo 116 
De la afirmación «Tú lo haces o yo lo hago o lo hacemos ambas»: 


o.”, se deduce la afirmación «Es falso que ni tú lo hagas ni yo lo haga» [por RedD,] y recípro- 


camente, de esta última, la primera [también por RedD,], y 


1.2, se deduce la afirmación «Que tú no lo hagas es incompatible con que yo no lo haga» [por 


RedD),] y recíprocamente, de esta última, la primera [también por RedD,]. 


Teorema 2.47 (Reducción de la conjunción) 


Reducción de Aa [-, |) (RedCo): 


Reducción de Ma [-, |) (RedC,): 


Ejemplo 117 
De la afirmación «Tú lo haces y yo lo hago»: 


o.”, se deduce la afirmación «Ni tú lo haces ni yo lo hago» [por RedC¿] y recíprocamente, de 
esta última, la primera [también por RedC,], y 


1.2, se deduce la afirmación «Que tú lo hagas no es incompatible con que yo lo haga» [por 
RedC,] y recíprocamente, de esta última, la primera [también por RedC,]. 
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Teorema 2.48 (Reducción de la implicación) 


Reducción de > a [=, J) (RedL,): 


Reducción de > a [-, | (Red1,): 


Ejemplo 118 
De la afirmación «Si tú lo haces, yo lo hago»: 


o.”, se deduce la afirmación «No es cierto que ni tú no lo haces ni yo lo hago» [por Redl,] y 


recíprocamente, de esta última, la primera [también por Redl.], y 


1.2, se deduce la afirmación «Que tú lo hagas es incompatible con que yo no lo haga» [por 


RedI,] y recíprocamente, de esta última, la primera [también por Red1,]. 


Teorema 2.49 (Reducción de la equivalencia) 


po y 


EPly) lp lap) 


Reducción de + a [-, |]: 


po y 


(912401159154) 


Reducción de + a [-, |]: 


Ejemplo 119 
De la afirmación «Tú lo haces si, y sólo si, yo lo hago»: 


o.”, se deduce la afirmación «No es cierto que ni tú no lo haces ni yo lo hago» [por RedCO,] y 


recíprocamente, de esta última, la primera [también por RedCO,], y 


1.2, se deduce la afirmación «Son incompatibles las siguientes dos afirmaciones: 0.?, que tú lo 
hagas es incompatible con que yo no lo haga, y 1.*, que tú no lo hagas es incompatible con 
que yo no lo haga» [por RedCO,] y recíprocamente, de esta última, la primera [también 
por RedCO),]. 


Observación 2.2.38.— Existen textos donde aparecen las reglas de reducción de la equivalencia 


como las siguientes: 
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poy 


(59 14) V (6120) 


Reducción (alternativa) de > a [=, V, J) (RedAltCOJ): 


doy 


(Pl) AG609 14) 


Reducción (alternativa) de + a [=, A, |) (RedAltCO)): 


Ejemplo 120 
De la afirmación «Tú lo haces si, y sólo si, yo lo hago»: 


o.”, se deduce la afirmación «Es falso afirmar que ni tú no lo haces ni yo lo hago o ni tú lo 
haces ni yo no lo hago, o ambas cosas» [por RedAltCO,] y recíprocamente, de esta última, 
la primera [también por RedAltCO,], y 


1.2, se deduce la afirmación «Suceden a la vez dos cosas: O.*, que tú lo hagas es incompatible 
con que yo no lo haga, y 1.*, que tú no lo hagas es incompatible con que yo lo haga» [por 
RedAltCO,] y recíprocamente, de esta última, la primera [también por RedAltCO,]. 


Observación 2.2.39.— Recordemos que las reglas de interdefinición para la disyunción opuesta 


l y la conjunción opuesta | se muestran análogas a las leyes de De Morgan 


SN 


Análoga a la ley de De Morgan DM. (OpDMo): AH 
| (5 10) | 1 17) 
$14 

Análoga a la ley de De Morgan DM; (OpDM)): === 
(50 | 4) 


Ejemplo 121 


O. Dela afirmación «Ni tú lo haces ni yo lo hago» se deduce la afirmación «Es falso afirmar 
que tú no lo hagas sea incompatible con que yo no lo haga» [por OpDM,] y recíprocamente, 


de esta última, la primera [también por OpDM.]. 


1. Dela afirmación «Es incompatible que tú lo hagas con que yo lo haga» se deduce la afir- 
mación «Es falso afirmar que ni tú no lo haces ni yo no lo hago» [por OpDM,] y recíproca- 


mente, de esta última, la primera [también por OpDM.]. 
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$ 2.3 Muestra de más ejemplos 


Ejemplo 122 


Utilicemos reducción al absurdo para resolver la siguiente argumentación. 

«Las IA (inteligencias artificiales) manejan creencias, pero una multitud de IA no 
es caótica, sino que está organizada colectivamente. De hecho, si una multitud de IA se 
organiza colectivamente y no es caótica, es porque las IA manejan creencias. Por tanto, 
puede concluirse que una multitud de IA no se organizará colectivamente siempre que 


no haya IA que manejen creencias». 


[EFO 3.6.2019:1]. 


Resolución. 

O. Argumento (A): Las IA manejan creencias y una multitud de IA no es caótica y una multi- 
tud de IA se organiza colectivamente. Si las IA manejan creencias, entonces una multitud 
de IA se organiza colectivamente y no es caótica. Luego, si las IA no manejan crencias, 


entonces una multitud de IA no se organiza colectivamente. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 


= Variables proposicionales. 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todas las IA, sean las si- 
guientes tres variables proposicionales y sus correspondientes enunciados o propo- 


siciones simples 
p = Las IA manejan creencias; 
q < Una multitud de IA es caótica; 
r 5 Una multitud de IA se organiza colectivamente. 
= Esquema argumental: 


Se tiene pynoqgyr. 
Si se supone p, se sigue r y no q. 


Se sigue que si se supone no p, se sigue no r. 


= Formalógica. 
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Identificamos el conjunto de premisas 9 = [do, $) =[pA72qAr,p => (rA=q)) 
y la conclusión y, a saber, =p —> ar. La fórmula correspondiente a A en lógica de 
juntores es (Pp AG Ar) A(p > (rA 2q)) = (7p > ar). Llamémosla A. 


2. Resolución del argumento por reducción al absurdo. 


Utilicemos reducción al absurdo para demostrar que la proposición A es una fórmula vá- 


lida y, por lo tanto, que el argumento A es válido. 


Al suponer falso el implicador, la única posibilidad es que el antecedente, (p Aq Ar) A 
(p => (rA 5q)), sea verdadero y el consecuente, =p > ar, falso. De esto último, se tiene 
que =p es verdadero y ar falso; en otras palabras, p es falso y r es verdadero. Por otro lado, 
por ser el antecedente verdadero, la conjunción es verdadera y cada uno de los conjuntos, 
pA=q Aryp => (r A 5q), también. Sin embargo, por ser p falso, el primer conjunto 
también lo es. Por tanto, el primer conjunto, p A q A r es verdadero y falso, a la vez, lo 
cual en la lógica de juntores bivalente no es posible; dicho de otro modo, hemos llegado 
a una fórmula insatisfactible. En resumen, de suponer A hemos deducido una fórmula 


insatisfactible, por lo que, de RAA se sigue que A es una fórmula válida; en otras palabras, 


el argumento A es válido e, igualmente, la argumentación es válida. 


Observación 2.3.0.— En el ejemplo anterior, hemos identificado la estructura de A con ser dy A 
, > | una fórmula válida. Por el teorema 1.2 (p. 61 de esta edición) sabemos que w es un con- 
tramodelo para dicha fórmula si, y sólo si, w es un modelo para TP, donde T = [do, Hp U [Y] = 


lpA=9Ar,p => (rA=q) (=p > a5)]. 


Ante una fuerte sospecha de que la argumentación sea válida, estudiamos si existe una refu- 


tación para I', en este caso por reducción al absurdo. 


Como vimos en el apartado 2.1!l del ejemplo 83 (p. 110 de esta edición) —en aquél caso para 


tablas de verdad—, debido al teorema 1.2 (p. 61 de esta edición), es posible abordar directamente 


Testo es, (pAq Ar] A(p > (rA=q) A=(=p => ar), a partir de su verdad (cfr. 2.111.A de dicho 
ejemplo) o, equivalentemente, abordar (p A=q Ar) A (p > (rA 2q)) > (2p > ar), a partir de su 


falsedad (cfr. 2.111.B de dicho ejemplo). 


Recordemos que esto se debe a que $ A 4 = =(4 > 1) (ley de Crisipo), que proporciona la 


vista de RAA como la regla $ A =4Y => L AF > y. 


Estudiamos éste y los ejemplos siguientes tomando como punto de comienzo la falsedad de 
(pA2GADA(p > (rA=q)) => (=p > ar), esto es, la verdad de su negación, ((pAqArjA(p > (rA 
2)) => (=p > ar)), lo cual no es más que la verdad de su antecedente (pAqAr)A(p > (rA =q)) 


y la falsedad de su consecuente =p => ar. 


35 Cfr. supra observación 2.2..35 (p. 195 de esta edición). 
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Observación 2.3.1.— Más adelante, resolveremos este ejemplo mediante árboles semánticos”. 
Ejemplo 123 


Utilicemos reducción al absurdo para resolver la siguiente argumentación. 

«Las personas colaboran cuando cooperan, pero no es cierto que cooperen si cola- 
boran. Que las personas cooperen significa que se apoyan mutuamente. En definitiva, 
las personas se apoyan mutuamente siempre que cooperan aunque no colaboren». 


[EFE 25.6.2019:1]. 


Resolución. 


O. Argumento. 
= Reescritura de la argumentación. 
Identificamos tres oraciones enunciativas: 


I. «las personas que cooperan, colaboran, pero las que colaboran no tienen por 
qué cooperar» (O,), en la que identificamos «las personas que cooperan, cola- 
boran» (O,,) y «las [personas] que colaboran no tienen por qué cooperar» (O) 
unidas por la conjunción adversativa «pero» (O,, y O,,); en O, está presente una 
elipsis del condicional material por lo que es posible reescribir O, como «si las 
personas cooperan, entonces las personas colaboran»; por otro lado, es posible 
reescribir O, como «no es cierto que las personas que colaboran, cooperen» 
o «colaborar no es suficiente para cooperar» y así, reescribimos O, como «es 


falso que si las personas colaboran, entonces las personas cooperan»; 


II. «que las personas cooperen significa que se apoyan mutuamente» (O,), estruc- 
tura semántica que en nuestra lengua natural involucra un concepto sinonímico 
«p significa r» (como si encontrásemos r como definición de p en un dicciona- 
rio); así, es posible reescribir O,, por ejemplo, como «afirmar que las personas 


cooperan es tanto como afirmar que las personas se apoyan mutuamente»; 


III. «las personas se apoyan mutuamente siempre que cooperan aunque no cola- 
boren» (Oy»), en la que identificamos «[las personas] cooperan aunque no co- 
laboren» (O,,) formula una condición suficiente para que se cumpla que «las 
personas se apoyen mutuamente» (O,,), en otras palabras, que «si O, , enton- 
ces O,,»; así, es posible reescribir O, como «las personas que cooperan, tanto 


si colaboran como si no, se apoyan mutuamente». 


36 Cfr. infra ejemplo 143 (p. 257 de esta edición). 
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= Argumento (A): Si las personas cooperan, entonces las personas colaboran y es fal- 
so que si las personas colaboran, entonces las personas cooperan. Afirmar que las 
personas cooperan es tanto como afirmar que las personas se apoyan mutuamente. 
Luego, las personas que cooperan, tanto si colaboran como si no, se apoyan mutua- 
mente. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todas las personas, sean las 
siguientes tres variables proposicionales y sus correspondientes enunciados o pro- 
posiciones simples: 


p <= «Las personas cooperan», 
q = «Las personas colaboran», 


r= «Las personas se apoyan mutuamente». 


= Estructura lógico-gramatical. 


Vista parcialmente a la hora de reescribir la argumentación. Con las variables an- 
teriores, formalizamos en el lenguaje de la lógica de juntores, lo concluido allí en I, 
II y III, respectivamente, por: 1, (p => q) A = (q => p) (ya que expresamos O,, por 
p => qy0O,por=(q > p);IL p e r,y!lL (p A (q Vq)) => r, que puede sim- 
plificarse a p > ral ser T [q V =q es una fórmula válida] el elemento neutro de la 
conjunción. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p, se sigue q y es falso que si se supone q, se sigue p. 
Si se supone p, se sigue q, y recíprocamente. 


Se sigue que si se supone p, se sigue 1. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas 9 = [((p > q)A (q > p)) ,(p = r)yla 
conclusión y, a saber, p > r. La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores 


esp => q)A=(q =>p)Al(p e r) > (p > r). Llamémosla A. 


2. Resolución del argumento por reducción al absurdo. 
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Utilicemos reducción al absurdo para demostrar que la proposición A es una fórmula vá- 


lida y, por tanto, que el argumento A es válido. 


Al suponer falso el implicador, la única posibilidad es que sea verdadero el antecedente, 
(p=>q)A=(q = p)) A (p = r), y falso el consecuente, (p = r). De esto último, se 
tiene que p es verdadero y r es falso. 


Por otro lado, por ser el antecedente verdadero, la conjunción es verdadera y cada uno de 
los conjuntos, (p => q), (q —= p) y (p = r), también. La veracidad del tercer conjunto 
implica que p y r tienen el mismo valor de verdad, en contra de lo deducido en el párrafo 
anterior. Dicho de otro modo, hemos llegado a una fórmula insatisfactible. En resumen, 
de suponer A hemos deducido una fórmula insatisfactible, por lo que, por reducción al 


absurdo, se tiene que A es una fórmula válida; en otras palabras, el argumento A es válido 


e, igualmente, la argumentación es válida. 


Actividad 2.1 
Elaboremos para este ejemplo una discusión en torno a I' similar a la hecha en la observa- 
ción 2.3.0 (p. 203 de esta edición). 


Observación 2.3.2.— Más adelante, resolveremos este ejemplo mediante árboles semánticos””. 
Ejemplo 124 


Utilicemos derivación formal para resolver la siguiente argumentación (ya resuelta 
por tablas de verdad en el ejemplo 83 [p. 110 de esta edición]). 

«Si el programa de cooperación en la sostenibilidad para el desarrollo (PCSD) no se 
frustra, entonces el PCSD debe comenzar y terminar. El PCSD comenzó y se frustró. Por 
lo tanto, el PCSD no terminó». 


Resolución. Recordemos que una formalización posible es: 
f <= el PCSD se frustra; 

c <= el PCSD comienza; 

t <= el PCSD termina. 


Se trata, pues, de encontrar una deducción formal de =a desde [2f => cAt,e Af). 
Veamos. 


37 Cfr. infra ejemplo 144 (p. 259 de esta edición). 
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O. =f=>cAt [DFo] Premisa 
1. cAf [DFo] Premisa 
2. cAt=>t  [DFI] EC, 

3. fot [DF2] TrT o, 2 
4. f [DF2] EC, 1 

5. =l [2] 


¿Será posible deducir =a de las anteriores? No se nos ocurre cómo. Lo único que quiere 
decir esto es que no hemos sido capaces de encontrar una deducción formal, lo cual no indica 


que no la haya. 


Lo que debemos hacer en casos como éste es aplicar otra estrategia. Lo hemos intentado 
en la sintaxis. Ahora bien, debido a que la lógica de juntores es correcta y completa (vid. infra 
teorema 6.9 [p. 397 de esta edición]), es posible hacerlo, bien desde la sintaxis, bien desde la 


semántica. 


Preguntarnos en la sintaxis si (=£ > c At) ACAf = tes un teorema lógico, esto es, 
sit (=f=>cAt)AcAf => at, equivale a preguntarnos en la semántica si es una fórmula 
válida, es decir, si FR (f >cCcAt)ACcAf> -t. 


Para resolver esta última cuestión, hallemos, por ejemplo, la tabla de verdad de (=f => 
cAtiANenf = =t. Justo esto lo hicimos en el ejemplo 83 (p. 110 de esta edición). De allí 
observamos que la fórmula es contingente, y por tanto, obtenemos que (=f => cAt)AcAf = 
at no es una fórmula válida y, de nuevo, por ser la lógica de juntores correcta y completa, que 


(Af =>cNntiAcAf = =t noes un teorema lógico. En definitiva, la argumentación no es 


válida. 


Ejemplo 125 


¿Es válida la siguiente argumentación? 
«Si echo una mano o soy persona de gran bonhomía, me sentiré satisfe- 
cha. Si me siento satisfecha, tendré paz interior. Como no tengo paz inte- 


rior, esto significa que no eché una mano». 


Resolución. Éste es el ejemplo 101 (p. 150 de esta edición). 
Recordemos que una formalización posible es: 
p = echo una mano, 


q <= soy persona de gran bonhomía, 
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r <= mesiento satisfecha, 


s <= tengo paz interior, 


Abordaje directo (semántico). 


En aquella ocasión apuntamos varias vías semánticas para su resolución. Podríamos decir 
que aquél constituyó el abordaje directo (semántico). En efecto, desde la semántica se trataría 
de averiguar si [p V q = r,r > s,2s) FE =p, tarea que por el teorema 1.14 (p. 130 de esta 
edición) equivale a averiguarsiF (p Vq => rjA(r => s)A=s => =p, para lo que, por ejemplo, 
bastaría que hiciésemos su tabla de verdad, comprobando que de hecho se trata de una fórmula 


válida. Ésta fue la que llamamos vía o. Las vías 1 y 2 vistas allí consistieron en su demostración 


por deducción semántica. 


Abordaje indirecto (sintáctico). 


Por ser la lógica de juntores correcta (—teorema de corrección de PosT —vid. infra el teo- 
rema 6.9 (p. 397 de esta edición) —), para demostrar F (pVq =>r)A (r=>s)A>=s => p, 
basta demostrar [p Vq => r,r=s,2s) E =p. 


Así, desde la sintaxis, se trataría de averiguar si se deduce/deriva formalmente =p del 
conjunto de fórmulas [p V q = r,r = s,=s). Todo consistiría, pues, en encontrar una 
deducción formal, como así va a ocurrir. Para ello utilizamos las reglas DFo, DF1y DF2—vid. 
supra definición 2.2 (p. 164 de esta edición) — para construir la siguiente derivación formal. 

O. pVq—=r  [DFo] Premisa 
1. r=>os [DFo] Premisa 
De 5 [DFo] Premisa 


3. p=>pVq [DFI] ID, 


4. DP [DF2] Trl 3,0 
5. p=>s [DF2] Trl 4, 1 
6. =p [DF2] MT 5, 2 


donde Trl es la ley transitiva del implicador. 


Abordaje indirecto (sintáctico). 


Una deducción formal alternativa, esta vez con supuesto y su cancelación es la siguiente: 
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O. (pVq)= "5 [DFo] Premisa 
1. r=>os [DFo] Premisa 
2. Ss [DFo] Premisa 
3. =(pVq)vr Dijo 

4. r Supuesto 

5. S MP1,4 

6. sA=sS IC 5, 2 

q ar RAA 4-6 

=(p V q) MTo,7 

9. pA=q DM, 8 
10. =p ECo 9 


Observación 2.3.3.—  Olbservemos que en el abordaje indirecto —sintáctico— hemos pasado de 
la semántica a la sintaxis y vuelto a la semántica. Así, para una cuestión semántica, la demostración 


que hemos hecho ha sido exclusivamente sintáctica. 


De la isla de las personas veraces y falaces. 


Para pensar sobre los ejemplos siguientes y las ocho primeras actividades propuestas subsi- 
guientes, consideremos una isla donde todas las personas que la habitan son, o bien veraces, o bien falaces. Una 
persona veraz es aquélla que siempre dice la verdad y falaz quien siempre miente. Si bien estos pro- 
blemas tienen su origen en GARDNER [83], fueron popularizados por SMULLYAN, quien hablaba de 
knights and knaves en [84]. Esos nombres han sido traducidos al español también como las parejas 


(caballeros, bribones/escuderos/truhanes), (honestos/sinceros, mentirosos) y («veros», «mentos»). 
Los ejemplos y las primeras tres actividades proceden de SMULLYAN [85]. 


Nos proponemos la resolución de las cuestiones aquí agrupadas como parte del entrenamiento 
del buen manejo de las reglas del sistema de deducción natural. Claro que también es un buen ejerci- 
cio mental aplicar tanto las diferentes estrategias estudiadas hasta este momento como las que están 


aún por conocer. Es por esto que debiésemos volver aquí durante el estudio futuro. 


Lo habitual a la hora de resolver cuestiones de personas veraces y falaces es designar X para re- 
presentar el hecho de ser X una persona veraz (por lo que =X designa el hecho de ser X falaz) y Sx 
para representar lo que dice la persona X. Además, para toda persona X, se satisface X <= Sx (de 
sencilla demostración, por haber sólo dos tipos de personas en la isla: si X es una persona veraz, en- 


tonces Sx, lo que dice X, es verdad; recíprocamente, si Sx, lo que dice X, es verdad, necesariamente 
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X es una persona veraz). En resumen: X < X es veraz; 1X <= X es falaz; Sx < (lo que dice X); 
X <> Sx (la «regla básica»). 


Ejemplo 126 


Siendo A una de las personas que habita la isla, alguien le pregunta: «¿Es usted una 
persona veraz?»; Á contesta: «Si soy una persona veraz, entonces, me comeré mi som- 
brero». Demostremos que A tiene que comerse su sombrero. 


Resolución. Sean: 
A <= Aes una persona veraz; 
H = Ase come su sombrero. 


Entonces, de A > Say Sa > (A => H), por la transitividad de >, tenemos A > (A => H); 
ésta es nuestra premisa. 


Resolvamos esta situación por dos vías. 


Simplifiquemos la expresión mediante una secuencia de equivalencias (a la KLEENE). 


ASs(A=H) 
Ao (=AVH) [ 
= (AMCAVH)V(AM(-AV H)) (doy =(PdAYWV(PHA=p) 
= ((AMA)V(AAHD)V(GAM=(AAV H)) [Distributiva de A en V] 
(EV(AAHD)V(AM=(-AV H)) [Insatisfactibilidad] 
[ 
[ 
[ 


Filón] 


= (AD) VEAAM=(AV H)) F neutro para V] 

= (AAMDV(AA(AAA=H)) De Morgan] 

= (AAHD)VEAM(A,M=H)) Doble Negación] 

= (AAMH)V(GAMA)A 2H) [Asociativa de A] 

= (AAHV(EA=H) [Insatisfactibilidad] 
= (AAH)VF [F absorbente para A] 
= AMH [F neutro para V] 


Concluimos que A es veraz y se come su sombrero. 
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Alternativamente, deduzcamos (derivemos) formalmente la conclusión utilizando el 


Principio del Tercero Excluido: 


o. As=>(A=H) Premisa 
1. AV-A PTE 


Za =A Supuesto 


3. (A=>H) =>A ECO,o 


4 (A > H) MT 3,2 

5 AMH NI4 

6 A EC 5 

8 AMA IC 6, 2 
A RAA 2-7 


9.  A=>(A=H) ECO¿o 


10. A=>H MP9, 8 
11. H MP 10, 8 
12. AMH IC 8, 11 


Concluimos que A es veraz y se come su sombrero. 


Ejemplo 127 


Sean Ay B dos habitantes de la isla. 
O. Adice:«Si B es veraz, entonces soy falaz». ¿Qué son A y B, veraces o falaces? 
1. Seguidamente, B dijo: «No crea a A; miente». Con esta nueva información, ¿podría- 


mos determinar si A y B son personas veraces o falaces? 


[EFO 1.6.2017:1]. 


Resolución. 
o.  Formalizamos la afirmación de A, «Si B es veraz, entonces soy falaz» por B > A y el 
hecho de que Alo diga, por A > (B => 54). Ala vista de la tabla de verdad 


A BÍA [5] (B > = AM) 
11¡l O 1lOoOoSOl1 
10O¡l 1 O 1.01 
1 1. 1 1 
0) o 1 1 
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el único modelo para A > (B > A) es la interpretación lo, por lo que tanto puede deter- 


minarse que A es una persona veraz y B falaz. 


1.  Laafirmación de B, «No crea a A; miente», es equivalente a «A es una persona falaz», que 
formalizamos por 4 y el hecho de que B lo diga, por B > 4, que viene a afirmar que 
A y B no pueden ser ambas veraces ni ambas falaces, lo que no nos aporta nada nuevo, 


como era de esperar al estar ya determinado. En efecto, a la vista de la tabla de verdad 


ABI(A o (B>o 23 A) IN(Bosm-An) 


1 1 1 O 1 O 


o 1.0OO 10 01 
101 10 1011 0OoO1s01 


1jJO O 1 1 1 1 1 


HR 


ojo Oo O 1 1 O o) O o 1 


observamos que todo sigue igual, de nuevo interpretación /,, es el único modelo, ahora 
para (A > (B => A) AMA(B o 24). 


Solución. — En ambos supuestos, la conclusión es la misma, a saber, que A es una persona 


veraz y B falaz. 


Ejemplo 128 


Nos encontramos con dos personas A y B, habitantes de la isla, que nos dicenlo si- 
guiente. A: Como mucho una de nosotras dos es una persona falaz si, y sólo si, yo soy una 
persona falaz. B: Exactamente una de nosotras es una persona falaz. En esta ocasión, ¿es 


Auna persona veraz o falaz?, ¿y B? 


[EEEAAZOZIEN 


Resolución. 


O.  Reescritura simplificadora. 


Razonemos reescribiendo lo dicho por A y B para intentar aclarar su significado y acer- 


carlo a patrones más sencillos de traducción a la lógica de juntores. 


A dice: Que no suceda que yo sea una persona falaz a la vez que B sea también 
una persona falaz es equivalente a que yo sea una persona falaz. 

B dice: Sucede que A es una persona veraz o que yo soy una persona veraz, 
pudiendo suceder ambas cosas, pero no ocurre que A y yo seamos personas 


veraces ambas. 


1. Formalización de la situación expuesta en lógica de juntores. 
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= Variables proposicionales. 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todos las personas, tenemos 
las siguientes dos variables proposicionales y sus correspondientes proposiciones 


simples: 


A : «A es una persona veraz», 


B :«B es una persona veraz». 


= Estructura lógico-gramatical. 


Identificamos, pues, dos oraciones enunciativas, que notamos por Sa y Sg. Subra- 


yemos ahora las conectivas e identifiquemos las proposiciones simples. 


Sa: Que no suceda que, no suceda que Á sea una persona veraz a la vez que 
a 


= = 


A A 


no suceda que 


= 


B sea una persona veraz, es equivalente a que no suceda que A sea una persona veraz. 
AAA A/A ==) 


3 > a A 
Sp:Sucede que A sea una persona veraz o (pudiendo suceder ambas cosas) 
A | 
A Y 


que B sea una persona veraz, pero no ocurre que (a la vez), A sea una persona veraz 
AAA AAA Al y O q XI 
B A a A 


y Bsea una persona veraz. 
— 


A B 


= Formalógica. 


Expresado en lógica de juntores, lo que dice A es 
Sn (A A 5B) > A (2.3) 


y lo que dice B es 
Sp: (AVB)A(AAMB), (2.4) 


que pueden expresarse con diversas fórmulas equivalentes, entre ellas, a modo de 


ejemplo: 


SA (AM B) > A 


=(AVB) o A (por ley de De Morgan) (2.5) 
=(-A> B) o A (por principio de Filón) 
=(5B=>A) e A (por contrarrecíproca de la implicación) 


Se: (AVB)A=(AMB) 
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=AYB (definición de Y) (2.6) 
= AY AB (definiciones de = y Y) 
= AA > 5B) (definiciones de =, Y y >) 
=HAobB)=-ASsoB=As=o-=B (definiciones de = y >) (2.7) 
=-((4A=> B)A(B => A)) (definiciones de > y >) 
=H(A> B)V-(B > A) (por ley de De Morgan) 
=(AM-B)V(BA>4) (por principio de Crisipo) 
=(-A> B)A(A> -B) (de =A o B(2.7 y def. de > y >) 
Utilizando que X > Sx, la situación queda expresada por 
(As Sa) A(B o Sg), (2.8) 


esto es, por ejemplo, sustituyendo (2.5) y (2.6) en (2.8), la situación expuesta en la 


cuestión queda expresada en lógica de juntores por 


(Ao ((AVB) o A) (Bo (AY B).. (2.9) 


2. Resolución de la situación. 


Para obtener una conclusión, utilizamos tablas de verdad como estrategia de verificación. 


Et voila! 
AB (AS(AVB)o=A)A(Ber(aAy B) 
L 1 1: DIET DOLO O AT 
1.0 10 110 $001 0.00 110 
1 00 6TrL1Io 011011 
O OT 005 $0 11000 


Apreciamos cómo la tabla de verdad de (2.9) muestra cómo el único modelo es la interpre- 


tación loo, lo que corresponde a que ambas personas, A y B, sean falaces. 


Solución.— A y B son personas falaces. 


Observación 2.3.4.— Es patente que los diferentes métodos aplicables de la lógica de juntores 
nos conducirían al mismo resultado. Por ejemplo, podríamos razonar utilizando reducción al ab- 


surdo: 


= Si A fuese veraz, entonces Sa es verdad, en particular, A > 54 A 18, de donde por modus 
ponens, AAA AB, y por eliminación del A, se tendría 4, esto es, A falaz; por tanto, A no puede 


ser veraz. 
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= Si B fuese veraz, entonces Sg es verdad, es decir, (A + B), de donde como B es veraz, A es 
falaz, por lo que S4 no es verdad, esto es, =((AVB) > 4), de donde, (AVB)Y-A y, como sucede 
A, entonces (A V B), por lo que, por ley de De Morgan, A A AB y, por tanto, por eliminación 


del A, se tendría B, esto es, B falaz; por tanto, B no puede ser veraz. 


O por equivalencias lógicas o por cualquier otra estrategia que aprendamos. 


En definitiva, tanto A como B son personas falaces. 
Ejemplo 129 


De acuerdo con este viejo problema, tres habitantes —A, B y C— estaban de pie en 
un jardín. Una cuarta persona, extranjera, D, que pasaba por allí le preguntó a A: «¿Es 
usted una persona veraz o falaz?». A respondió, pero algo confusamente, por lo que D 
no pudo entender lo que dijo A. Entonces D le preguntó a B: «¿Qué dijo A?». B respon- 
dió: «A dijo que es una persona falaz». A estas alturas, C dijo: «No crea usted a B; ¡está 
mintiendo!». La cuestión es: ¿qué son B y C?, ¿veraces?, ¿falaces?, ¿una veraz y la otra 
falaz? 


[AIC 10.4.2018:1], [EFE 22.6.2022:1]. 


Resolución. 


I. Formalización. 
o. Formalización de la respuesta de B. 


Observamos que B habla de lo que dice otra persona, A. En este caso, si bien es fac- 
tible aplicar la regla básica —la equivalencia entre lo que es B, veraz o falaz, y lo que 
dice B—, B <= Sp, nos preguntamos qué sucede con la relación de implicación y re- 
plicación entre Sg y lo que efectivamente dice B, ¿existe una relación bicondicional 
entre ellas? La realidad es que no, la relación no es de bicondicionalidad. 


Designemos por «A dice ...» lo que dice efectivamente B. La implicación Sg => 
«A dice .. .» síes verdadera, ya que si lo que dice B es cierto, entonces es cierto que A 
dice lo que B dice que dice. Sin embargo, laimplicación recíproca, «A dice .. .» > Sp 
no es verdadera, ya que si lo que dice B no es verdadero, entonces no tenemos ni idea 
de lo que dice A—observemos que admitir «A dice ...» —> Sp equivaldría a admitir 
2Sg > «A dice ...», y este es precisamente el quid de la cuestión, que de Sg es 
inviable deducir nada sobre lo que dice A—. 


Así, tenemos, por una parte, B > Sy [por la regla básica] y, por otra, Sg => (A => 


A), por la explicación anteriorjunto a A <> Sa [por la regla básica] y Sa > Aleslo 
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que dice B que dijo A];como A «=> A equivale a Falsum, entonces Sg > (A = 4) 


equivale a Sg > Falsum, esto es, a 2Sg V Falsum, es decir, a Sp. 


Por todo esto, la respuesta de B,«A dijo que es una persona falaz», se formaliza por 
(B > Sp) A (Sp). 


1. Formalización de lo que dice C. 


Por otro lado, lo que dice C, «No crea usted a B; ¡está mintiendo!», esto es, simple- 
mente, «B es una persona falaz», se formaliza C > B,a saber, C £ Sc [por la 
regla básica] y Sc + B [es lo que dice Cl], y por transitiva de >, tenemos que lo 
que dice C se formaliza por C o =B. 


2. Formalización de la situación expuesta en el enunciado. 


Así, la situación planteada se formaliza por (B > Sg) A (=5g) A(C => =B). 


IT. Estrategia. 


Pudiésemos simplificar la expresión mediante una secuencia de equivalencias (a la KLEE- 
NE) (4). 
(C > 5B) A (B > Sp) A=5SB 


= CASBA=S5 


Concluimos que C es veraz y B falaz y que A no dijo que fuese falaz. 


De hecho, de ser B falaz se sigue que A no dijo que fuese una persona falaz, ya que al ser 


B falaz, lo que dice B no es verdad. 


Deducción (derivación) formal utilizando el Principio del Tercero Excluido: 
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15. 


En definitiva, hemos concluido que C es veraz y B falaz. 


SN + 


(Co =B)A(B<o Sg)ASg Premisa 
Co -B ECO 
ECv-€ PTE 

=C Supuesto 
=B=>C ECO, 1 
=3B MT 4,3 
B DN 5 

B «=> Sg ECO 
B= Sg ECO. 7 
Sp MP8, 6 
SB EC o 

SB A 588 IC 9, 10 
E RAA 3-11 
CB ECO, 1 
B MP 13, 12 
CAB IC 12, 14 


Deducción formal sin utilizar PTE (a partir de una idea de la alumna Sara Guillén Torra- 


do): 


La forma normal disyuntiva de C o =Bes(BA=C) V (5B A C). En otras palabras, la 


respuesta es uno de los disyuntos o ambos. 


El primer disyunto no puede suceder pues si B fuese una persona veraz, entonces sería 


cierto que A dijo que era una persona falaz, pero ningún habitante de la isla puede hacer 


esa afirmación: una persona que siempre dice la verdad no puede afirmar que siempre 


miente y una persona que siempre miente tampoco puede afirmar que siempre miente. 


Es posible demostrar que sucede el segundo disyunto, por ejemplo, mediante una deri- 


vación formal. 
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o.|(Be Si) a(=S) (Ce =B) 
1. B= Sg 
SB 
Co>aB 
B= Sg 
B 
=B>C 
C 
BAC 


O 


[Premisa] 
[EC o] 
[EC o] 
[EC 0] 
[ECO, 1] 
[MT 4,2] 
[ECO, 3] 
[MP 6, 5] 
[IC 5, 7] 


Nota.— Los acrónimos utilizados corresponden a las siguientes reglas: EC = eliminación 


del conjuntor; ECO, = eliminación (>) del coimplicador; ECO, = eliminación (<—) del 


coimplicador; MT = modus tollendo tollens; MP = modus ponendo ponens; IC = introducción 


del conjuntor. 


III. Conclusión.— La estrategia diseñada e implementada nos ha servido para llegar a una con- 


clusión, a saber, que únicamente sucede BA C. 


Solución. — B es una persona falaz y C una persona veraz; por otro lado, A no dijo que 


fuese una persona falaz. 


Observación 2.3.5.— Demostrar que sucede el segundo disyunto equivale a demostrar que 
((B o Sg)A (5858) A(C e 2B)) => (5B A C) es una fórmula válida. Para ello, podríamos ha- 


ber utilizado cualquier otra estrategia como una tabla de verdad o una tabla semántica39 (como 


una breve anticipación). Por ejemplo, puede realizarse su tabla de verdad en Wolfram/Alpha*? con 


la entrada (((B xnor S) and (not S)) and (C xnor (not B))) implies (not B and C) y su tabla 


semántica en The Truth Tree Solver*? con la entrada (((B equiv S) and (not S)) and (C equiv 


(not B))) and not (not B and C). 


38 Cfr. infra $ 3.3 (p. 244 de esta edición). 
39 Cfr. https://www.wolframalpha.com/. 
40 Cfr. http://www.formallogic.com/en/truth-tree-solver. 
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Ejemplo 130 


Estaban tres personas A, B y C, lugareñas de la isla, de pie en el jardín delantero de 


una casa. Una persona foránea, que pasaba por allí, les preguntó: «¿Son ustedes personas 


veraces o falaces?» 


o.  Acontestó: «Ninguna de nosotras es una persona falaz». ¿Podríamos determinar si 


A, By C eran personas veraces o falaces? 


1. Seguidamente, B dijo: «Como mucho, una de nosotras es una persona veraz». Con 


esta nueva información, ¿podríamos determinar si A, B y C eran personas veraces 


o falaces? 


[EFE 7.7.2017:1]. 


Resolución. 


o. Utilizamos una tabla de verdad como estrategia de verificación. 


Interpretando los modelos, vemos que puede ocurrir: 


ABC| AlSJAMBAC) 
1 1 1 1. 1 11 111 
110 1010100 
101 101000 1 
100 1010000 
o 1 1 O1 00 1 11 
010 0100100 
O 1 0.100 o 1 
O O 0.100 ¡oo 


o.”, que las tres sean personas ve- 


races; 1.%, que A sea falaz y B y C veraz; 2.”, que A y C sean falaces y B veraz; 3.*, que A y 


B sean falaces y C veraz, o 4.”, que las tres sean personas falaces. 


En definitiva, no tenemos nada concluyente. 


1. Utilizamos de nuevo una tabla de verdad. 


ABC (ASAMBACIN(B>o(2AMOBASCOIV(A MA BAS COI)V(AGAMBASOOIVAAMA BAC 
1.1 1 11111 111 o 1.0 O 10: 0: 1000 1 o 0:70: T:0:00:. 1 O TO 100: 1 O 1.0: 01 

1 1-0 1:00 10: 31.00 o 10 O TO 01 001.0 o TO: 0 100100 OTTO E TIO 00100100 
10 1 1-0 10 0001 o Oo 1 0101000 1 o 101000 1 0100001 O..00 10 L:oOo1I1 
100 1 0 1.0 00:00 O” 0.0 O 10: 1:00: T, TIO 1 TI :0O 1 10 0100010 OO O0OLO L1Oo0oO 
Oo 1 1 O1O0O 111 o 1.0 1000100 1 O. 000.001.001 100 1001 0100010 1 
010 0. 1.:00:0 1:00 1 1 1 1-00 010: 1-0 1 0001010 IO 1 1 10 1 10000100 
o 1 O: 1-00 0-0: 1 O” 50 +0 100 1000 1 1 0:00. 1.-0::0::0' T T 300: -O' 0:01 1 101 10ÍT 

o o O: T.-Q0:0 '0::0:-0 1011 110 1 oo 1 110 10 010 o100 1 oo 


Sólo hay un modelo. Su interpretación es que A y C son personas falaces y B es veraz. 
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Utilizando la disyunción exclusiva triádica, 


VABC S (AMABASO)V(GAMBASC)V( AMABA O), 


la tabla de verdad es más sencilla: 


ABC|(AS(AMBACIDA(Bo(=AM2BA=CIV(YYABC) 
1 1 1 11.11 111 010 010010 1.0 0111 
110 1010100 O 10 O10010 0.0. 0110 
101 101000 1 000 010100 10 010 m1 
100 1010000 OOO O1O 10 1 Oo 1 1100 
o 1 1 0100 111 o 1 1 100010 10 001 1 
010 0100100 1 1 1 100010 O 1 1010 
O 1 01 00 o 1 100 1 O 1 1 10 1 
000 01 00 00 101 1 1 0100 O 


Solución.— En el primer caso, no llegamos a nada concluyente. En el segundo, Ay C son perso- 


nas falaces y B es veraz. 


Actividad 2.2 


En el ejemplo anterior, razonemos por qué Sa y Sg se formalizan, respectivamente, como A A 
BACycomo (AM (ABASC))V(AMABAO)V( AMBATO) V(óAM(ABAC)). 


Ejemplo 131 


Para resolver la siguiente argumentación, una vez formalizada, empleemos reduc- 


ción al absurdo de tres maneras: utilizando una tabla de verdad como estrategia de veri- 


ficación, utilizando una tabla de verdad como estrategia de refutación y utilizando deri- 


vación formal como estrategia de verificación. 


«Sabemos que Cala viene siempre que viene Abigail. También sabemos que Cala 


viene si viene Balbina. Y nos han dicho que es seguro que una de las dos, Abigail o Balbina, 


va a venir. Así que también es seguro que Cala vendrá». 


[EFE 29.6.2018:1a y 1b1]. 


Resolución. 


O. Argumento. 


= Reescritura de la argumentación. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


Versión: D:20240331194944+02/00' 


221 


2. Del cálculo de juntores 


Comencemos reescribiendo la argumentación para intentar aclarar su significado 


además de para acercarla a patrones más sencillos de traducción de los conectores 


de la lógica de juntores, identificando las premisas y la conclusión. 


Así que, 


Conclusión] Cala viene. 


Premisa 1] Si Abigail viene, entonces Cala viene. 


Premisa 2] Si Balbina viene, entonces Cala viene. 


Premisa 3] Abigail viene o Balbina viene o ambas vienen. 


= Argumento (A): Si Abigail viene, entonces Cala viene. Si Balbina viene, entonces Cala 


viene. Abigail viene o Balbina viene o ambas vienen. Luego, Cala viene. 


= Validez intuitiva. 


Intuitivamente se asemeja válido, pues de la tercera premisa debe suceder alguno 


de los disyuntos, que Abigail viene o que Balbina viene; si sucede el primero, de la 


primera premisa se tiene la conclusión; si sucede el segundo, de la segunda premisa 


se tiene la conclusión. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 


= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, sean éstas las va- 


riables proposicionales y las proposiciones simples que representan (tomándonos la 


licencia de designar a aquéllas como a éstas, con letras latinas mayúsculas): 


A 3 Abigail viene; B 5 Balbina viene; 


= Estructura lógico-gramatical. 


C <= Cala viene. 


Identificamos tres oraciones declarativas y la estructura deductiva [O., O,,O,j E 


O,, puesto que la conclusión (O,) está precedida de «Así que», un indicador de con- 


clusión, esto es, apuntando a que la oración que sigue es la conclusión de las que la 


preceden. 


Subrayemos ahora los juntores e identifiquemos las proposiciones simples con las 


variables proposicionales que las representan. 


Si Abigail viene, entonces no Cala viene. 
SI entonces no 


= 


A 


>) 


C 
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Si Balbina viene, entonces Cala viene. 
SI ) ENtOnces 


A | 
' na j 
> 
1) 
Abigail viene o Balbina viene o ambas (vienen). 
A | 


===] 
' J 
Y) 


Así que, 


Cala viene. 
A | 
E 


Observemos que el indicador de conclusión «Así que» queda designado por la conec- 
tiva .. del metalenguaje. 


= Esquema argumental: 
Si se supone A, se sigue C. 
Si se supone B, se sigue C. 
Se tiene A V Bb. 
Se sigue C. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Y = [do dd, = 14 > C,B=>C,AV 
By, con una única premisa, y la conclusión y, a saber, C. La fórmula correspondiente 
a A en lógica de juntores es (A > B)A(B => C)A(AV B) > C. Llamémosla A. 


2. Resolución del argumento por reducción al absurdo. 


Como sabemos, el razonamiento por reducción al absurdo consiste en demostrar que 
un argumento Á es válido, razonando a partir de suponer que no lo es, concretamen- 
te: (A FE 0) F A. En su traducción al lenguaje de la lógica de juntores, un argumento 
tiene la forma P > Qy lo anterior queda: (=(P = Q) = 0) => (P => Q), que equivale 
al =PVO)=>0) >(P > Q)yestaa((P AQ) = 0) > (P => Q), que significa 
que si admitiendo simultáneamente la premisa y la negación de la conclusión, llegamos 
a una fórmula insatisfactible, entonces el argumento es válido. En el caso de estudio, la 
premisa Pes (A > C)A(B => C)A(A V B) y la conclusión Q es C. 


Por motivo pedagógico, mostramos tres vías. 
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Mediante una tabla de verdad como estrategia de verificación, 


ABC|((A => CIA((B => CIA(A VB)A =C)=> 
1 1 1 111 0 1111111001 1.0 
110 1000 1000111010 10 
101 1110 0111110 001 1.0 
100 1000 0101110 110 10 
O 1 1 011.0 1111011 001 1.0 
010 0100 1000011010 10 
o01 011.0 1100 001 1.0 
000 0100 O10O00O0 010 1 0 


conseguimos demostrar que, en efecto, la conjunción de las premisas y la negación de la 


conclusión conduce a contradicción. 


Mediante una tabla de verdad como estrategia de refutación, 


CA =>CUnNB=oCmnNA vB) C 
o 1 o 1 o 1 o 1.01 0) o oO 
47 32 2% 19% 67 3% 2% 1 55 32 7% 0. 1 


donde los pasos han sido: 0.*, negación del argumento; 1.”, definición del implicador; 2.*, 
propagación del valor de verdad de C; 3.”, definición del conjuntor; 4.*, definición del im- 
plicador;5.”, propagación del valor de verdad de A;6.”, definición del implicador; 7.*, pro- 


pagación del valor de verdad de B. 


Observamos que hemos encontrado la fórmula insatisfactible (AV B) A=(A V B). 
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Mediante una derivación formal como estrategia de verificación, en la que partiendo de 


admitir simultáneamente la premisa y la negación de la conclusión, llegamos a 1: 


o. ((A=>CU)nA(B=>CU)A(AVB)A-C [Antecedente de RAA] 
E (A= C) [EC o] 

Ze (B= C) [EC 0] 

3. (AV B) [EC o] 

4. =L [EC o] 

5. A [MT 1, 4] 

6. B [MT 2, 4] 

Ze B [ED 3, 5] 

8. ABAB [IC 6, 7] 

9. l [PC 8] 


Nota.—Los acrónimos utilizados corresponden a las reglas deductivas: EC < Eliminación 
del conjuntor; ED < Eliminación del disyuntor; IC < Introducción del conjuntor; MT < 
modus tollendo tollens; PC <= principio de contradicción. 


Observación 2.3.6.— Más adelante, resolveremos este ejemplo mediante árboles semánticos”. 


$2.4 Propuesta de más actividades 


Actividad 2.3 

Se rumorea que hay oro enterrado en la isla. Llegamos a ésta y le preguntamos a una de las 
personas que la habita, A, si hay oro en la isla. Nos responde como sigue: «Hay oro en esta isla 
si, y sólo si, yo soy una persona veraz». En éstas, 

o. ¿es posible determinar si A es veraz o falaz?; 


1. ¿es posible determinar si hay oro en la isla? 


4 Cfr. infra ejemplo 152 (p. 283 de esta edición). 
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Actividad 2.4 

(Vid. ejemplo 129 [p. 215 de esta edición]). Supongamos que la persona extranjera, D, en vez 
de preguntar a A qué es, le preguntó a A: «¿Cuántas personas veraces hay entre ustedes?». De 
nuevo, A responde confusamente. Así que D le pregunta a B: «¿Qué dijo A?». B responde: «A 
dijo que hay una persona veraz entre nosotras». Entonces, C dice: «No crea usted a B; ¡está 
mintiendo!». Ahora, ¿qué son B y C? 


Actividad 2.5 
De nuevo, tenemos tres habitantes, A, By C. Ay B hacen las siguientes declaraciones: 
A: Todas nosotras somos personas falaces. 


B: Exactamente una es una persona veraz. 
¿Qué son A, By C? 
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Las siguientes cuatro cuestiones, que completan este conjunto de diez sobre veraces y falaces (los 
dos últimos ejemplos y estas ocho primeras actividades), corresponden a la visita de McGregor (vid. 
SMULLYAN [86] (Parte 2: La lógica de mentir y de decir la verdad, $ 3 El empadronador [pp. 25-28])): 
«Una vez, el empadronador señor McGregor realizó cierto trabajo de campo en la isla de las personas 
veraces y falaces. En esa visita McGregor decidió entrevistar solamente a las parejas». 


Actividad 2.6 

(Y). McGregor llamó a una puerta; una persona, digamos A, la abrió a medias y le preguntó a 
McGregor qué deseaba. 

Hago un censo —respondió McGregor—, y necesito información sobre usted y su pareja. ¿Cuál, 
si alguien lo es, es una persona veraz, y cuál, si alguien lo es, es una persona falaz? 

—i¡Mi pareja y yo somos falaces! — dijo A con enojo mientras cerraba la puerta de un golpe. 
¿Es Averaz?, ¿falaz?, ¿y la pareja de A? 


Actividad 2.7 

(O). En la casa siguiente, McGregor le preguntó a la persona, digamos A, que abrió la puerta, 
acerca de ella y su pareja: —¿Son usted y su pareja, ambas, personas falaces?— A respondió: 
—Por lo menos una lo es. ¿Es A veraz?, ¿falaz?, ¿y la pareja de A? 


Actividad 2.8 

(Si-entonces). La siguiente casa que visitó McGregor resultó un mayor enigma. Una persona, 
digamos A, algo introvertida, abrió la puerta tímidamente. Cuando McGregor le pidió que di- 
jera algo sobre ella y su pareja, lo único que dijo A fue: —Si soy una persona veraz, entonces 
también lo es mi pareja. McGregor se fue no muy complacido. —¿Cómo puedo deducir algo so- 
bre alguna persona de esta pareja a partir de una respuesta tan evasiva?— pensó. Estaba a punto 
de escribir, «Pareja, ambos componentes desconocidos», cuando recordó súbitamente una vie- 
ja lección de lógica de sus días de estudio en la universidad. Por supuesto —se dio cuenta—, 


puedo determinar de qué tipo es cada persona de la pareja. ¿Es A veraz?, ¿falaz?, ¿y la pareja de 
A? 


Actividad 2.9 

(Si, y sólo si). Cuando McGregor entrevistó a la cuarta pareja, una de las personas, digamos A, 
dijo: —Mi pareja y yo somos personas del mismo tipo, o ambas somos veraces o ambas somos 
falaces. 
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(A podría haber dicho alternativamente: —Soy una persona veraz si, y sólo si, mi pareja es una 
persona veraz. Es lo mismo.) 


¿Qué puede deducirse sobre A y qué puede deducirse sobre su pareja? 


Las tres cuestiones siguientes se basan en El mercader de Venecia de William SHAKESPEARE. En 
él, «Porcia tenía tres cofres: uno de oro, otro de plata y otro de plomo. Dentro de uno de estos cofres, 
Porcia había puesto su retrato y en cada uno había una inscripción. Porcia explicó a su pretendiente 
que cada inscripción podía ser, bien verdadera, bien falsa y que a partir de la inscripción debería 
averiguar qué cofre contenía el retrato. Si tenía éxito podría casarse con ella». Vid. BACKHOUSE [87] 
(pp. 49-52). El libro de SMULLYAN [85] contiene más versiones. 


Actividad 2.10 

(p. 49) Supongamos entonces que Porcia tiene dos cofres, uno dorado y el otro plateado y que 
dentro de uno de ellos, depositó su retrato y sobre ellos escribió las inscripciones. Dorado: El 
retrato no está en éste. Plateado: Exactamente una de las dos inscripciones es verdadera. ¿Qué 
cofre debiese elegir quien la pretende? 

Proporcionemos una demostración formal para nuestra respuesta. Usemos las siguientes abre- 
viaturas: G: el retrato está en el cofre dorado; S: el retrato está en el cofre plateado; g: la inscrip- 


ción del cofre dorado es verdadera; s: la inscripción del cofre plateado es verdadera. 


Actividad 2.11 

(1.25) Supongamos que Porcia escribe la siguiente inscripción en los tres cofres: Dorado: El re- 
trato está aquí. Plúmbeo: Al menos dos de las inscripciones de los cofres son falsas. ¿Qué cofre 
debiese elegir quien la pretende? 

Proporcionemos un argumento informal y convincente en apoyo de nuestra respuesta. Usando 
las siguientes abreviaturas, establezcamos formalmente las premisas en las que se basa nuestro 
argumento: G: el retrato está en el cofre dorado;S:el retrato está en el cofre plateado; L: el retrato 
está en el cofre plúmbeo;, g: la inscripción del cofre dorado es verdadera, s: la inscripción del 
cofre plateado es verdadera; l: la inscripción del cofre plúmbeo es verdadera. 


Actividad 2.12 

(1.26) En esta versión del problema, Porcia introduce una daga en uno de los cofres. Quien la 
pretende debe elegir un cofre que no contenga la daga. Las inscripciones de los cofres son como 
sigue. Dorado: La daga está en este cofre. Plateado: La daga no está en este cofre. Plúmbeo: 


Como mucho una de las inscripciones de los cofres es verdadera. 
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De nuevo, debemos proporcionar un argumento informal y convincente para la correcta elec- 
ción del cofre. Establezcamos formalmente también las premisas en las que se basa nuestro 
argumento. En esta ocasión usemos G, S o L, para indicar que la daga está en el cofre dorado, 
plateado o plúmbeo, respectivamente. 


$2.5 Bibliografía 


= Parauna primera aproximación: 


[62] María MANZANO ARJONA y Antonia HUERTAS SÁNCHEZ. Lógica para principiantes. Filosofía y 
Pensamiento. Alianza Editorial, S. A., Humanes de Madrid, Comunidad de Madrid [ES-M], 
España, 2004. 


[63] Pascual CasaÑ MUÑOZ y Amador ANTÓN ANTÓN. Lógica matemática. Ejercicios. 1. Lógica de 


enunciados. NAU llibres, Valencia, España, 1991. 
= Paraestudiar y saber más: 


[64] Manuel GARRIDO GIMÉNEZ. Lógica simbólica. Serie de filosofía y ensayo. Tecnos, Madrid, 
Comunidad de Madrid (ES-M), España, 1.* ed., 1977. (8.* reimpresión, 1989). 


[65] Carmen GARCÍA TREVIJANO. El arte de la lógica. Serie de filosofía y ensayo. Tecnos, Madrid, 
Comunidad de Madrid (ES-M), España, 2.* ed., 1999. 


=  Paraprofundizar, acullá: 


[66] Manuel GARRIDO GIMÉNEZ, Luis Manuel VALDÉS VILLANUEVA, Jesús MOSTERÍN DE LAS HE- 
RAS, Alfonso GARCÍA SUÁREZ y Carlos-Peregrín FERNÁNDEZ OTERO. Lógica y lenguaje. Cua- 
dernos de filosofía y ensayo. Tecnos, Madrid, Comunidad de Madrid (ES-M), España, 1989. 


[67] Raymond Merrill SMULLYAN. First-Order Logic. Dover Publications, Inc., Nueva York, NY, 
EUA, 1995. (Republicación corregida de la edición publicada por Springer-Verlag en 1968). 


[60] Herbert Bruce ENDERTON. A mathematical introduction to logic. Harcourt/Academic Press, 
San Diego, Condado de San Diego, California (US-CA), Estados Unidos de América, 2.* ed., 
2001. 
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$3.0 Simplificación de una fórmula 


Una primera cuestión es cómo reducir una fórmula a su forma equivalente más sencilla. Claro 
que quizás debiésemos reflexionar y discutir el significado preciso de esta relación «ser más senci- 
lla que». Sencillez, ¿en cuanto a qué?, ¿a que los juntores participantes en la fórmula transformada 
sean de menor potencia que los que aparecen en la original?, ¿a que la fórmula transformada sea de 
menor longitud? En la literatura suele entenderse una combinación de ambas características y, salvo 
que ocasionalmente digamos lo contrario, así también lo haremos: sencillez en cuanto a juntores de 
menor potencia y expresión de menor longitud. 
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Ejemplo 132 


¿Existe una expresión equivalente más simple de (29 V Y) A(9dVY)A(PV Y)? 


Resolución. Si hacemos la tabla de verdad, 


bb (=P VUACÓV 2 YDA IO V Y) 
L 1 ce Ml do NE A A: MS E O E E 
1:50 0100-00 DLiITO O EDS 
o 1 LOL 0m0001 0.011 
0.0 LOTO Lois 0.00: 


observamos que es equivalente a $ A Y. De hecho, podríamos aventurarnos a decir que ésta 


es una expresión minimal de la fórmula original. 


Observación 3.0.0.— En este punto de nuestro estudio, no está de más conocer que, alternativa- 
mente a las tablas de verdad, es posible utilizar, por ejemplo, los diagramas de Marquand-Veitch?, 


los mapas de Karnaugh! o el procedimiento de Quine y McCluskey?.3 


En $ 3.1.2 (p. 234 de esta edición), estudiaremos una segunda cuestión, a saber, averiguar la fór- 
mula correspondiente a una valoración dada conocido el número de variables proposicionales. Utili- 


zaremos las formas normales para hacerlo por dos vías. 


$ 3.1 Formas normales 


Desde la semántica —teoría de modelos—, sería posible estudiar en este momento muchas más 
equivalencias, así como sus correspondientes fórmulas válidas, pero quizás sea mejor dejar para más 
adelante su presentación y hacerla desde la sintaxis —teoría de la demostración—, como reglas de 


inferencia y sus correspondientes teoremas lógicos. 


No obstante, sí que estudiamos a continuación las formas normales, debido a su amplio interés 
como procedimiento de reducción a una estructura semántica común. Concretamente, se trata de 
reducir la fórmula original a otra que sólo contenga juntores de la base [=, A, VF. 


2 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Edward_W._Veitch o BROWN [88] (pp. 428s.). 

Vid. v. gr. https://es.wsustituciónikipedia.org/wiki/Mapa_de_Karnaugh. 

2 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_Quine-McCluskey. 

3 Para el estudio de los mapas de Karnaugh y el procedimiento de Quine y McCluskey, es posible interactuar con los 
artefactos en línea (https: //www.uni-marburg.de/de/fb12/arbeitsgruppen/grafikmultimedia/lehre/ti de Thorsten THor- 
MÁHLEN (https: //www.uni-marburg.de/en/fb12/research-groups/grafikmultimedia/thormae). 
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Aunque su exposición es desde la semántica, lo que se establece a continuación sobre formas 
normales tiene una expresión inmediata en la sintaxis como una estrategia de deducción más*. De 
hecho, así lo hemos aplicado para solucionar desde la sintaxis el ejemplo 124 (p. 206 de esta edición). 


Insistamos una vez más en que este desarrollo indistinto en la semántica y en la sintaxis sucede 
porque la lógica de juntores es correcta y completa?. Caso de presentar las formas normales desde 
la sintaxis, entonces, en el teorema 3.1 (p. 236 de esta edición), las equivalencias lógicas (=) serían 
sustituidas por reglas de inferencia dobles (4H), esto es, por reglas de inferencia? o teoremas” (en la 
forma Qp F 1)) y sus recíprocas (en la forma Qp 4 1), que también serían, en dicho caso, reglas de 


inferencia o teoremas. 


$ 3.1.0 Formas normales conjuntiva y disyuntiva 


Definición 3.0.— Decimos que una fórmula está en forma normal conjuntiva (FNC) —o forma normal 


clausal— precisamente si tiene la forma 
PAYAXN:-* 


donde d, y, x ... son literales o disyunciones de literales, esto es, si, y sólo si, es una conjunción de 
cláusulas*, 


Definición 3.1.— Decimos que una fórmula está en forma normal disyuntiva (FND) precisamente si 
tiene la forma 


PVYVxV::- 
donde d, y, x ... son literales o conjunciones de literales, esto es, si, y sólo si, es una disyunción de 
cubos?. 
Ejemplo 133 

Algunos ejemplos de fórmulas en FNC y FND son: 

o. pestáenFNCyenFND. 

1. pestáenFNCyenFND. 

2. pnAqestáenFNC, pues es una conjunción de dos cláusulas, y en FND, ya que es un cubo. 


3. pVqestáenFNC, ya que es una cláusula, y en FND, pues es una disyunción de dos cubos. 


4 Cfr. infra $ 6.0.2 (p. 399 de esta edición). 

3 Vid. infra teorema 6.9 (p. 397 de esta edición). 

6 Vid. supra definición 2.0 (p. 159 y ss. de esta edición). 

7 Vid. supra definición 2.4 (p. 167 de esta edición). 

$ Literales, cubos y cláusulas: vid. supra $ 0.7.7 (p. 50 de esta edición). 
? Vid. supra nota al pie anterior (8). 
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$ 3.1.1 Formas normales completas, canónicas y mínimas 


Definición 3.2.— Decimos que una fórmula q está en FND-completa precisamente si cada una de 
sus variables aparece exactamente una vez en cada cubo. De cada uno de estos cubos decimos que es 
una conjunción completa (también llamada minitérmino en el ámbito de los sistemas digitales) respecto 


de la fórmula ¿. 


Definición 3.3.— Decimos que una fórmula «p está en FNC-completa precisamente si cada una de 
sus variables aparece exactamente una vez en cada cláusula. De cada una de estas cláusulas decimos 
que es una disyunción completa (también llamada maxitérmino en el ámbito de los sistemas digitales) 


respecto de la fórmula «. 


Definición 3.4.— Decimos que una fórmula está en forma normal disyuntiva canónica precisamente 


sl se expresa como 


Víó Amp), 


1€3 
donde dp; es el valor de y para la interpretación / y my es la conjunción completa correspondiente a la 
interpretación /. 


Definición 3.5.— Decimos que una fórmula está en forma normal conjuntiva canónica precisamente 


si se expresa como 


Alén =m,), 


1€3 
donde «, es el valor de q para la interpretación / y =m;, es la disyunción completa, o sea, la negación 
de la conjunción completa, correspondiente a la interpretación /. 


Definición 3.6.— Decimos que una forma normal está en forma mínima si la expresión tiene el mí- 
nimo número posible de términos (cláusulas o cubos) y cada término tiene el mínimo número posible 


de literales. 
Ejemplo 134 


¿Cuál es la forma normal mínima de las siguientes fórmulas? 
0 (SaNdqAr V(pAqrór) 
L  (pAq)V(pAgAr). 


Resolución. 
o. Lafórmula(=pAqAr)V(pAqAr) está en forma normal disyuntiva canónica; su forma 
normal mínima, disyuntiva y conjuntiva, es q Ar. 
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1. La fórmula (p A q) V(p A q Ar) está en forma normal disyuntiva; su forma normal 


mínima, disyuntiva y conjuntiva, es p AQ. 


Observación 3.1.0.—  Estudiemos de nuevo el ejemplo 135 (p. 234 de esta edición). 


Teorema 3.0 


Toda fórmula puede reescribirse en forma normal disyuntiva y en forma normal conjuntiva. 


Demostración. Puede desarrollarse como la situación general de lo que estudiaremos a conti- 


nuación en el ejemplo 135 (p. 234 de esta edición). 


$ 3.1.2 Número total de juntores, II 


Las definiciones de forma normal disyuntiva canónica y forma normal conjuntiva canónica nos 
permiten afirmar que la lógica de juntores no necesita de más juntores de los veinte ya estudiados, 
pues cualquier juntor enádico podría definirse a partir del conocimiento de su semántica; es decir, 
siempre es posible definir una fórmula a partir de los valores de verdad de sus interpretaciones (lo 
cual no es más que decir que una fórmula queda caracterizada por sus modelos, o equivalentemente, 


por sus contramodelos). 


Ejemplo 135 


Imaginemos que la semántica de un juntor triádico, expresado en notación prefijo 


xpqr, viene dada por esta tabla de verdad. 


p|q_r|*pgr 
II O eS var) 
1|1jo| O |(«-- víaz) 
10 |1| 1 |(«*-- víao) 
1|ojo| 1 |(«-- víao) 
oj1|1| O |(<-- víal) 
o|1¡o| 1  |(«*-- víao) 
O 1| O |(<- víal) 
o) o| 1 |(«-- víao) 


Hallemos una fórmula de la lógica de juntores cuya tabla de verdad sea ésta. (Entende- 


remos el porqué de las anotaciones relativas a las vías al estudiar la resolución). 


Resolución. Las dos vías de razonamiento son las siguientes. 
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Bastaría hacer la disyunción de los modelos para obtener una fórmula lógicamente equi- 


valente a xpqr en la base de juntores [-, V, A], esto es, 
(PAGAN V(pA=2qGA2P)V(-pAqáAar)V(pA=q Ar), 


siendo ésta una expresión de xpqr en forma normal disyuntiva, concretamente en la conocida 


como forma normal disyuntiva canónica. 


Bastaría hacer la negación de la disyunción de los contramodelos para obtener una fór- 


mula lógicamente equivalente a *pqr en la base de juntores [=, V, A], esto es, 
(PpAGAr)V(pAqgAar)V(=pAqAr)V(=pA=qAr)j, 
que por las leyes de De Morgan es equivalente a 
(pV=q V=5N)A(PpV=qVrnA(pV=qV=5r)A(pVqv ar), 


siendo ésta una expresión de xpqr en forma normal conjuntiva, concretamente en la conocida 


como forma normal conjuntiva canónica. 


Observación 3.1.1.— El artefacto en línea'”, de Thorsten THORMAHLEN", calcula las expresiones en 


forma normal conjuntiva y en forma normal disyuntiva a partir de una tabla de verdad. 


$ 3.1.3 Obtención de las formas normales de una fórmula dada 


Si bien es posible obtener las formas normales canónicas a partir de la tabla de verdad como 
en el ejemplo 135 (p. 234 de esta edición), dichas formas normales obedecen al patrón estricto de la 


canonicidad. 


Si nuestro interés radica en encontrar la forma normal, conjuntiva o disjuntiva, de una fórmu- 
la dada (sin el requisito de canonicidad), entonces es oportuno aplicar el siguiente procedimiento, 
siempre teniendo presente que si en cualquier momento necesitásemos alguna otra equivalencia de 
las que aparecen a continuación, sería admisible utilizarla. 


Paso Oo (FNOo). 


Eliminación de > y >. 


bob=Pb=>YUAU= q; 


19 https://www. mathematik.uni-marburg.de/-thormae/lectures/ti1/code/normalform/index.html. 
2 https://www.uni-marburg.de/en/fb12/research-groups/grafikmultimedia/thormae. 
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b=>U=>=P9VY 


($ A=4p). 


Paso 1 (FN1). 


Interiorización de >. 


250 =p; 
APAY)=>pPV 24; 
(9 V Y) ==9 A =p. 


Paso 2 (FN2). 
Exteriorización de /) u V, esto es, la propia obtención de la forma normal. 


PVÍLA O) =(PdV Y) A(Qd V x) —si buscamos FNC—; 
PBMUVO)=(PdAY)V (PA x) —si buscamos FND—. 


Paso 3 (EN3). 

Simplificación y ordenación de los resultados (optativamente). 

o. suprimir las redundancias mediante las reglas de indempotencia: pAd= Py HPV = q; 
1. ordenar alfabéticamente, mediante conmutativas: 


o.  sisetiene FNC, sus disjunciones miembro: 
PVY=YyV 0; 


1.  sisetiene FND, sus conjunciones miembro: 
PAY =yYAdD. 


Teorema 3.1 (Obtención de la forma normal de una fórmula) 


Mediante el procedimiento anterior se obtienen las formas normales disyuntiva y conjuntiva 


de una fórmula dada. 


Ejemplo 136 


El ejemplo 138 (p. 237 de esta edición) ilustrará este procedimiento. 


$ 3.1.4 Estrategia de formas normales sobre la validez de una fórmula 


Mediante la utilización de las dos siguientes reglas es posible decidir si una fórmula es insatis- 


factible, contingente o válida. 
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Teorema 3.2 (Regla FNC) 
Una fórmula en FNC es una fórmula válida si, y sólo si, en cada cláusula aparece una variable 


y su negación. 


Teorema 3.3 (Regla FND) 


Una fórmula en FND es una fórmula insatisfactible si, y sólo si, en cada cubo aparece una va- 


riable y su negación. 


Ejemplo 137 


Demostremos que: 
o. (pA=pAq)V(pAqA q) es una fórmula insatisfactible; 
1. (pVpVq)A(pV q V 2q)es una fórmula válida; 


2.  pV qesuna fórmula contingente. 


Resolución. En efecto, 


o. (pA=pAq)V(pAqA q) está en FND, y es una fórmula insatisfactible porque en cada 


cubo aparece una variable y su negación; 


1. (pV=pVq)A(pVqV -q)está en FNC, y es una fórmula válida porque en cada cláusula 


aparece una variable y su negación; 


2. pVqnoesuna fórmula insatisfactible porque expresada en FND, sus cubos son p y q, por 
lo que no es cierto que en cada cubo aparezca una variable y su negación; por otro lado, 
tampoco es una fórmula válida, pues expresada en FNC, tiene una única cláusula, a saber, 
p V q, por lo que no es cierto que en cada cláusula aparezca una variable y su negación; 


por lo tanto, p V q es una contingencia. 


Veamos ahora otro ejemplo donde además aplicamos el procedimiento de obtención de las for- 


mas normales estudiado en el teorema 3.1 (p. 236 de esta edición). 
Ejemplo 138 
«Es absolutamente falso que si votas, entonces si eres mayor de edad, 


votas». 
¿Es esta afirmación una contradicción? 


Resolución. Siendo: 
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p <= túvotas, 
q < tú eres mayor de edad, 


entonces la cuestión es si =(p —= (q — p)) es una fórmula insatisfactible, esto es si p => 
(q = p) es una fórmula válida —punto de vista semántico, de la teoría de modelos—, o equi- 
valentemente —debido a que la lógica de juntores es correcta y completa (cfr. infra teorema 6.9 
[p. 397 de esta edición])—, si p => (q —= p) es un teorema lógico —punto de vista sintáctico, 


de la teoría de la demostración—. 


Abordemos primero su análisis mediante formas normales disyuntivas (FND). 


Hallemos su forma normal disyuntiva (END) (cfr. supra definición 3.1 [p. 232 de esta edi- 


ción]) y decidamos —[T 1] denota el teorema de intercambio (cfr. supra teorema 1.17 [p. 140 de 


esta edición]) y FNo, FN1, FN2 y EN3 son las correspondientes guías para obtener una for- 


ma normal (Cfr. supra teorema 3.1 [p. 236 de esta edición])—. 


o. | Ap=(g=>p)= 

LL |=-(-pVv(-qvp) [TIM|FNO]afo)) 
2.|= ap Aa(5q V p) TI FNIa (13) 
3. |=pA q Ap TI[FNI a (2)] 
4. |=pAqA=p TI[FNI a (3) 
5. [=pA-=pAq TI[EN3] a (4)! 


La FND sólo tiene una disyunción, y efectivamente, aparece una variable, p, y su nega- 
ción, =p, luego, por el teorema 3.3 (p. 237 de esta edición), la fórmula =(p = (q = p)) es 


insatisfactible. 


Hagamos ahora su análisis mediante formas normales conjuntivas (FNC). 


Observemos que la FND anterior puede ser vista como una forma normal conjuntiva 
(ENC) (cfr. supra teorema 3.0 [p. 232 de esta edición]). 


Sin embargo, esto carece de interés para el análisis en cuanto a poder aplicar el teore- 
ma 3.2 (p. 237 de esta edición). De hecho, lo que debemos asegurar es que la fórmula =(p => 


(q = p)) es insatisfactible, o equivalentemente, que la fórmula p => (q —> p) es válida. 


Como hemos obtenido que =(p > (q >= p)) =p Ap A q, tenemos que p => (q > 
p) =(pA=pA q). 
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Expresemos esta última en FNC: 


0... ApA-pAq)= 
L | =-=pV==pV=q [TI[FNIa[o)] 


Ds =p VpV=q [TN[ENI a (1)] 


La FNC sólo tiene una conjunción, y efectivamente, aparece una variable, p, y su negación, 
=p, luego p => (q —= p)—o la fórmula lógicamente equivalente, =(p A =p A q)—es una 
fórmula válida, por lo que su negación es una fórmula insatisfactible. 


En definitiva, la afirmación es una contradicción. 


Ejemplo 139 


Recordemos el ejemplo 86 (p. 120 de esta edición). Allí demostramos con una tabla 
de verdad que es válida la argumentación BB publicada por el medio de comunicación, 
a saber: «Si hay menos automóviles en las carreteras, la contaminación será aceptable. 
O bien tenemos menos automóviles en las carreteras, o bien se tendría que cobrar por 
el uso de las carreteras, o bien ambas cosas. Si se cobra por usar las carreteras, la tem- 
peratura aumentará en verano hasta un nivel insoportable. Este verano la temperatura 
está resultando ser bastante agradable. La conclusión es ineludible: la contaminación es 
aceptable». Pues bien, se trata aquí de que demostremos su validez por formas normales. 


(Es aceptable utilizar un artefacto en línea). 


Resolución. Utilicemos para ello, el artefacto PBL (http://formal.cs.utah.edu:8080/p- 
bl/PBL.php) de Tyler SORENSEN (https://github.com/tyler-utah). La entrada correspondiente 


a la expresión en lógica de juntores de B, 
((C => P) € (C | S) € (S => H) € -H) => P 
nos la habría devuelto reescrita en forma normal conjuntiva 


(E E Pao up 
(6 +] EUA 1 PJ 
(C]|-S]|S]H]P) 2 
(C|-S|-H]H]P)8 
(P.|-C]S]H]P) 2 
CP] -C]|-H]H]P)E 
(P.]|-S]|S]H]P) 2 
a 
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en la que observamos que en toda cláusula hay un terminal y su opuesto —una variable propo- 
sicional y su negación—, por lo que por un teorema conocido, la fórmula es una fórmula válida 


y, por tanto, el argumento B es válido. Ol 


Observación 3.1.2.— La colección de todas las fórmulas insatisfactibles, la de todas las fórmulas 
contingentes y la de todas las fórmulas válidas son conjuntos decidibles. Esto es así porque existe 
un algoritmo de decisión para conocer si una fórmula dada es insatisfactible, contingente o válida. 
De hecho, esto ya lo sabíamos pues sí que teníamos un algoritmo, la estrategia de las tablas de 


verdad. Aquí lo hemos corroborado mediante otro algoritmo, la estrategia de las formas normales. 


Observación 3.1.3.— Visto lo visto en el ejemplo 138 (p. 237 de esta edición), «si votas, entonces si 


eres menor de edad, votas» también es una afirmación válida, ¿o no? 


Actividad 3.0 
Utilicemos formas normales para determinar si (p V q) > (p A q) es una fórmula insatisfac- 


tible, contingente o válida. 


Actividad 3.1 
Utilicemos formas normales para determinar si (p A q) > (p V q) es una contradicción, una 


indeterminación o una tautología. 


$ 3.1.5 Otras formas de representación, algunas mínimas 


Dada una base de juntores y dos fórmulas q y Y con juntores únicamente de dicha base, deci- 
mos que y es una representación mínima de q) precisamente si son lógicamente equivalentes y en la 
expresión de yy participan el menor número posible de constantes, variables y de juntores de dicha 


base. 
Hemos visto: 
o. forma normal disyuntiva (FND); 
1. forma normal conjuntiva (FNO). 
Tenemos además: 
2. forma normal algebraica (FNA) (base de juntores (A, Y)) (disyunción exlusiva de cubos) 


3.  formanormal negativa (FNN) (base dejuntores [=, V, A)) (pero el negador sólo a variables; FNC 
y END son FNN) 
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Se utilizan diferentes bases de juntores y formas de representación. Por ejemplo, en la presen- 


tación estándar de Wolfram Alpha aparecen FND, FNC, FNA y además las formas: 
4. NOR (base de juntores [=, V)) 

5. NAND (base de juntores [=, A]) 

6. AND (base dejuntores [=,A)) 

7. OR (base dejuntores [=, V)) 

8.  BOOLE (base de juntores no minimal (=, V, A, Y, >,+P) 

9.  BIT2 (base de juntores no minimal [=, V, A, YH) 

10. IMPLIES (base de juntores [=, >|) 

11. ESOP (suma exclusiva de productos) (base de juntores [=, A, $) 


12. ITE (I£Then-Else) (base de juntores [=, V, A], con la estructura (p A Y) V (509 A x), si bien 
como ya comentamos en la observación 1.3.52 (p. 98 de esta edición), parece mucho más clara la 
expresión lógicamente equivalente (fp => Y) A (20 => x). 


Ejemplo 140 


Sea(pAq)V (=p Ar) —o su equivalente lógica (p => q)A(=p = r)—. Utilizando 


el artefacto Wolfram Alpha hallemos para ella todas las formas anteriores. 


Resolución. Son las siguientes: 


o. FND:(pAq)V(=pAr); 7 OBi(pY q V=(pW 5): 

1. FNC:(=pVq)A(pV r); 8. BOOLE:(pAq)V(=pAr); 

2. FNA:rY(pAq)Y(pAr); 9 Blair (pAlg xr) 

3. FNN:(pAq)V(=pAr); 10. IMPLIES: (p > q) > =(r => p); 

4. NOR:(=pY q)Y (pY r); 1. ESOP:(qArM(=pA=qArY(pAqAar); 
S. NAND:(pAq)A(2pAr); 1%. MTENPAD Y (pAr) 


6. AND:=(pA=q)A=(=p A ar); 


Observación 3.1.4.— Además de con Wolfram Alpha, es posible obtener expresiones en FNC y 


FND con otros artefactos lógicos al uso; por ejemplo: 
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= con Logic Calculator'?, ejecutando la entrada (((((“ p € q) € r) € (“ p v q))g (q vo 
ri) E (lg Y == 5)) => [p € q), 


= con SageMath”, ejecutando el código (el lenguaje es Sage) 


fórmula = propcalc.formula(”(-peqgure(-p|q)2(q|-r)2(q]-s))-=> (pe-q)>”) 
fórmula.converti_cnfl_table() 


fórmula 


$3.2 Dualidad 


Definición 3.7.— Dada una fórmula q generada por la base de juntores [=, V, A], llamamos fórmu- 
la dual de bp y notamos por q”, ala que resulta de sustituir en q todas las apariciones de V por » y las 
de A por V, sin modificar las apariciones de >. 


Tenemos los siguientes principios (o metateoremas) de dualidad. 


Teorema 3.4 (DUO) 


La negación de la dual de una fórmula válida también es una fórmula válida, esto es, 
si p E T,entonces =p" AE T, 


en otras palabras, 
Ep =>E 990, 


es decir, si fp es una fórmula válida, entonces q" es una fórmula válida. 


Teorema 3.5 (DUI) 


Si dos fórmulas son lógicamente equivalentes, también lo son sus duales, esto es, 


si fp 3F y, entonces q E YY, 


en otras palabras, 
Epdoy=>EPSOY, 


es decir, si $ > Y es una fórmula válida, entonces y” > y es una fórmula válida. 


2 Logic Calculator —de Christian GOTTSCHALL (https://www.erpelstolz.at/christian/homepage-uk.html), en Gate- 
way to Logic (https://www.erpelstolz.at/gateway/)—, en su versión del lado del servidor, debemos elegir en el desplegable 
«Task to be performed» [Tarea para ser realizada], «Conjunctive normal form (CNF)» [Forma normal conjuntiva (FNC)] 
—si bien probablemente sea una buena idea volver a leer lo escrito sobre Logic Calculator en la observación 1.8.1 (p. 119 
de esta edición) para recordar la sintaxis ya aprendida en su uso como generador de tablas de verdad—. 

B Cfr. supra $ 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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Teorema 3.6 (DU2) 
Si una fórmula implica lógicamente una segunda, la dual de ésta implica lógicamente la dual 
de la primera, esto es, 

sip F y, entonces y E Y”, 


en otras palabras, 


Eb>y=>EYPSO, 


es decir, si 4 > Y es una fórmula válida, entonces y” => q” es una fórmula válida. 


Observación 3.2.0.— Por ser la lógica de juntores correcta y completa!*, existe la correspondiente 


versión sintáctica de los principios de dualidad: 


Duo. La negación de la dual de un teorema lógico también es un teorema lógico, esto es, 


FÓ=>F20. 


pur. Si dos fórmulas se deducen (formalmente) mutuamente, también se deducen (formalmente) 


mutuamente sus duales, es decir, 


EPoy>+.poy. 


puz2. Si de una fórmula se deduce formalmente una segunda, de la dual de ésta se deduce formal- 


mente la dual de la primera, o sea, 


PFóÓó=>Y=>+Y> eg. 
Ejemplo 141 


Demostremos: 

0 OOO NO) 

1. (PdAYAX => OVÍ(YV x), esto es, la ley asociativa de la disyunción se deduce 
de la asociativa de la conjunción. 

2. PAUÚ>0=>0>0OVU. 

3. PVY==(HPAY)S HAY = A (50 V 4). 


Resolución. Las cuatro son inmediatas: O., por DUO; 1. y 3., por DU1, y 2., por DU2. 


14 Cfr. infra teorema 6.9 (p. 397 de esta edición). 
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Lengua - lenguaje 


Si [actor, actriz), entonces [narrador, narratriz). 


$ 3.2.0 Estrategia de dualidad sobre la validez de una fórmula 


Como muestra de la estrategia que aportan los metateoremas de dualidad estudiados en el teo- 


rema 3.2 (p. 242 de esta edición), tenemos: 
O. las dualidades existentes entre las correspondientes leyes: 
O.  conmutativa (CoC = CoD”), 
1. asociativa (AC = AD”), 
2.  deidempotencia (IdC = IdD”), 
3.  deabsorción (AbsC = AbsD”) y 
4. distributiva (DisC = DisD”), 


para los juntores conjuntor y disyuntor, estudiadas en $ 2.2.1 (p. 189 de esta edición); de hecho, 
suelen demostrarse dichas leyes para el conjuntor y aplicando después DUZ2 se tienen para el 
disyuntor; 


1. las dualidades: 


o.  entrela definición del disyuntor a partir del negador y el conjuntor y la del conjuntor a partir 


del negador y el disyuntor (DC, = DD/), y 
1.  entrelas correspondientes leyes de De Morgan (DM, = DM), 


todas ellas estudiadas en $ 2.2.1 (p. 197 de esta edición). 


$ 3.3 Tablas analíticas/semánticas 


Este subcapítulo versa sobre un método que utilizaremos, fundamentalmente, para decidir 
o.  siuna fórmula q es válida, esto es, si F (p, o 
1.  siuna fórmula yy es consecuencia lógica de un conjunto Y de fórmulas, esto es, si D E y). 


Aunque estudiamos este método en la semántica, por ser L, —la lógica de juntores— correcta 
(consistente) y completa, igualmente podríamos haberlo hecho en la sintaxis con el cuidado de no 
hablar de verdad ni falsedad, siendo entonces los objetivos decidir 


o.  siuna fórmula q) es un teorema lógico, esto es, si F «p, o 
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1.  siuna fórmula y es formalmente deducible (derivable) de d, esto es, si D E y. 
En cualquier caso, el problema sintáctico es reducible al semántico. 


Adaptamos las tablas analíticas de SMULLYAN [67], variante de las tablas semánticas de BETH [89] 
y las tablas de HINTIKKA [90]. 


El proceso de construcción de la tabla puede representarse mediante un árbol lógico. Las fórmu- 
las implicadas y subfórmulas suyas, se organizarán como etiquetas de los nodos de un árbol diádico 
ordenado, árbol que se irá extendiendo, todo ello de acuerdo a lo que aprenderemos a continuación. 


En la lógica de juntores este árbol siempre es finito; en la de cuantores, a veces será infinito. 


Crucial para su construcción será saber si una expresión tiene una estructura «profunda» con- 
juntiva o disyuntiva. En vez de analizar todos los juntores, basta hacerlo para una base cualquiera; 
lo haremos para la base [=, V, A, >, +), por lo que se trata de conocer dicha estructura para cada 
uno de estos juntores y para sus negaciones, en otras palabras, sus formas normales disyuntivas o 
conjuntivas, según sea el caso. 


Examinamos el método diferenciando reglas semánticas y patrones de extensión, aunque debido a la 
equivalencia existente entre dichas reglas y patrones, llegado el momento hablaremos simplemente 
de reglas de extensión. 


$ 3.3.0 Reglas semánticas 


Supongamos que conocemos si la premisa es verdadera o falsa, entonces pueden suceder dos 


situaciones: 


O. que se bifurque la inferencia en dos expresiones alternativas, de las cuales, al menos una de las 


cuales ha de ser verdadera —utilizaremos el signo / 5 para designar esta situación—, o 


1. que se infieran dos expresiones distintas, una tras otra, ambas verdaderas —utilizaremos el 
signo | para designar esta situación—. 


Además, la designación de las situaciones por estos símbolos aporta idea gráfica sobre la expan- 


sión del árbol, como veremos más adelante (cfr. infra $ 3.3.3 [p. 249 de esta edición]). 


Agrupamos en reglas semánticas de verdad (o sinónimamente, afirmativas) y de falsedad (o sinóni- 


mamente, negativas). 


Reglas semánticas de verdad en Lo 


Verdad de la disyunción (VD): OS 
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Verdad de la conjunción (VC): 


Verdad de la implicación (VD) 


—Principio de Filón—: 


Verdad de la equivalencia (VE): 


Reglas semánticas de falsedad en Lo 


Falsedad de la negación (FN) 
—Doble negación (DN)—: 


Falsedad de la disyunción (FD) 
—Ley de De Morgan DM¿—: 


Falsedad de la conjunción (FC) 
—Ley de De Morgan DM,—: 


Falsedad de la implicación (FI) 


—Principio de Crisipo—: 


Falsedad de la equivalencia (FE): 


pAy 
10) 
| 
Y 
b>oy 
OS 
20 Y 
boy 
ES 
(PAP) (59 A=4p) 
== 
10) 


2(H V p) 


1 10) 


Y 


>(d Ap) 


RS 


$ Y 


($ > y) 


10) 


=p 


(de y) 


AS 
(PAY) (ónY) 
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$ 3.3.1 Patrones de extensión 


Distinguimos dos tipos de fórmulas. Cada fórmula conjuntiva (o sinónimamente, fórmula de tipo a. 
y cada fórmula disyuntiva (o sinónimamente, fórmula de tipo f) tiene asociadas dos componentes, de tal 
forma que a = 0 A 0 y PB = Bo V f,. Esto origina la distinción entre patrón de extensión conjuntivo (o 
sinónimamente, patrón de extensión de tipo a) y patrón de extensión disyuntivo (o sinónimamente, patrón 
de extensión de tipo BB). 


Patrones de extensión de tipo a en Lo 


Para la base de juntores [=, A, V, >, +), los patrones de extensión de tipo a (patrones conjuntivos) 
son: 


Q a 
Falsedad de la negación (FN): 50 Pp 0 
Verdad de la conjunción (VC): PAY pb Y 


Falsedad de la disyunción (FD): (PpVY) =Qd =4Y 


Falsedad de la implicación (FD: (d => Y) Q Y 


Patrones de extensión de tipo $ en Lo 


Para la base de juntores [=, A, V, >, +), los patrones de extensión de tipo f (patrones disyuntivos) 
son: 


B Bo Bi 
Falsedad de la conjunción (FC): (PA y) 0 Y 
Verdad de la disyunción (VD):  pVyY Qp y 
Verdad de la implicación (VD: p= Y 0 y 


Verdad de la equivalencia (VE): pu y PAY =PA=Y 
Falsedad de la equivalencia (FE): =(9 > Y) PAY PAY 


Como intuimos y apreciamos, hay una correspondencia biyectiva entre las reglas semánticas y 
los patrones de extensión. 


Observación 3.3.0.— Encontramos otros nombres y abreviaturas en la literatura. Un ejemplo, en 
el orden mostrado, para los patrones conjuntivos: negación de la conjunción (NC), disyunción (D), 
implicación (Il), equivalencia (E) y negación de la equivalencia (NE); para los disyuntivos: doble 


negación (DN), conjunción (C), negación de la disyunción (ND) y negación de la implicación (NI). 
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Observación 3.3.1.— Hemos considerado la base de juntores [=, A, V, >, +). Claramente, para el 


resto de juntores o sus negaciones tenemos también reglas y patrones, por ejemplo: 


Q % % 
HOY Y) =9VY VA 


($ — Y) GQ y 


Falsedad de la contravalencia (FCv): 


Falsedad de la replicación (FR 


): 

): 
Verdad de la desimplicación (FR): $ -=»y Qp Y 
Verdad de la desreplicación (FR): d+*y 0 y 
Falsedad de la incompatibilidad (Flc): ($ | y) Qp 1) 
Verdad de la negación conjunta (VNc): pbly 0 Y 

B Bo Bi 
Verdad de la contravalencia (VCv): PY y PAY PAY 


Falsedad de la contravalencia (FCv):. (pYY) PAY PAY 


Verdad de la replicación (VR):  f+R y Qp =4Y 

Falsedad de la desimplicación (FR): (4) » Y) 0 y 

Falsedad de la desreplicación (FR): =((p + Y) Qp Y 

Verdad de la incompatibilidad (VIc): p|y 0 Y 

Falsedad de la negación conjunta (FNc): (9 |] y) Q y 
Observación 3.3.2.— La verdad y falsedad de la contravalencia y de la equivalencia pueden ex- 


presarse como patrones a: 


Q Ao 0% 


Verdad de la contravalencia (VCva): PY y 9V=Y VW 
Falsedad de la contravalencia (FCva): (py) PVY PV=Y 
Verdad de la equivalencia (VE): fp y =pVY — pV=yY 


) 
Falsedad de la equivalencia (FCva): =[(9 > Y) PV=Y PV 


pero su utilización llevaría a una complicación innecesaria de la estructura de la tabla. 


Observación 3.3.3.— Si bien hemos expresado las componentes resultantes 0%, 0%, Bo y f, en la 


base de juntores [=, A, V), somos libres de utilizar otros juntores, por ejemplo, 


Q %o 0% 


Verdad de la equivalencia (VE): Hd> Y Pd=>Y Y 


B Bo Bi 


Falsedad de la equivalencia (FEo): [9 => Y) =(9 => Y) (Y => q) 


aunque al no seguir la naturaleza de la construcción de la tabla supondría una complicación inne- 


cesaria de la estructura de la misma. 
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$ 3.3.2 Satisfactibilidad de ramas y árboles 


Definición 3.8.— Una rama satisfactible es aquélla en la que el conjunto de fórmulas que etiquetan 
sus nodos es un conjunto satisfactible de fórmulas'?. Una rama insatisfactible es aquélla en la que dicho 
conjunto es un conjunto insatisfactible de fórmulas —pensemos, por ejemplo, en un conjunto al que 


pertenezca una fórmula insatisfactible o una fórmula y su negación—. 


Definición 3.9.— Un árbol satisfactible es aquél en el que existe alguna rama satisfactible; un árbol 


insatisfactible es aquél en el que toda rama es insatisfactible. 


$ 3.3.3 Reglas de extensión 


Para reflejar, en cierta forma, la equivalencia entre reglas semánticas y patrones de extensión, 
hablamos de reglas de extensión. Estas, las reglas de tipo a y f£, nos permiten extender un árbol intro- 


duciendo subfórmulas de las fórmulas que etiquetan ciertos nodos de dicho árbol. 


Definición 3.10.— Sea q una fórmula que etiqueta un nodo hoja; si la rama p de la cual f es nodo 


hoja, es satisfactible y el nodo dh no está etiquetado con y, entonces 


Regla a: 

3 
si a. es una fórmula conjuntiva, por tanto con estructura A, A a,, extendemos p con (2) 
dos nuevos nodos consecutivos A y a, (si 4, = 0, sólo añadimos un nodo). 


(a) 


Regla f: 


si fB es una fórmula disyuntiva, por tanto con estructura Pf, V fP,, extendemos p con 
dos nuevos nodos, uno izquierdo y otro derecho, Bo y É, (si Bo = fP,, sólo añadimos 


un nodo). 


La guía para la aplicación de las reglas de extensión se resume en las tres instrucciones siguientes: 


o.*, aplicamos tanto la regla a como la f£ sólo una vez a cada nodo, tras lo que se etiqueta el nodo con 


el signo y/ (tic) subindizado con los identificadores de los nodos a los que se ha expandido; 


1.?, la regla a tiene prioridad sobre la regla fB**, y 


15 Cfr. supra definición 1.15 (p. 107 de esta edición). 
16 Esta heurística evita un incremento innecesario de la complejidad del árbol ya que aplicar primero la regla a y 
después la regla £ es de menor complejidad que aplicar primero la regla [ y después la regla a. 
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2.*, en cuanto detectemos que una rama es insatisfactible la etiquetamos con el signo x (aspa) y 


dicha rama no se extiende más. 


Definición 3.11.— Una rama completa p es aquélla que satisface: 
o.”, sia está en p, también lo están 0 y a, y 


1.2, si festá en p, entonces, o f, está en po lo está $, —informalmente, esto quiere decir que una 


rama es completa cuando, y sólo cuando, no sea posible expandir ningún nodo—. 


Definición 3.12.— Un árbol terminado es aquél en el que toda rama es insatisfactible o completa. 


Teorema 3.7 (Teorema de compacidad para tablas analíticas/semánticas) 


Siempre puede obtenerse un árbol terminado en un número finito de extensiones. 


$ 3.3.4 Refutación para un conjunto de fórmulas 


Definamos inductivamente el árbol. Sea = (do, f,,..., P,j un conjunto de fórmulas. 


Definición 3.13.— El árbol inicial para T' es de una única rama con raíz , y nodos consecutivos, 


en orden, Q,,..., Pn. Lo notamos Tp. Decimos que T es un árbol para l' precisamente si existe una 
sucesión finita de árboles To, T,,..., T,, tal que: 
> To = Tr; 


1.2, T¡se obtiene de T;_, (i > 1) por aplicación de una regla de extensión, y 


Ze lh=!TEF 


Definición 3.14.— Una refutación para I' es un árbol insatisfactible para I”. 


Insistamos en que al usar una estrategia de refutación para demostrar la validez de una deduc- 
ción semántica nuestro propósito es refutar que existe una interpretación que satisface las premisas 
y no satisface la conclusión —por lo que sí que la conclusión es entonces una consecuencia lógica de 


las premisas—. Recordemos: 
=  afirmarfdo, ,) F y equivale a que (f, A ,) A 4 sea una fórmula insatisfactible; 


=  refutarído, P,) F y equivale a que (Po A d,) A 4 sea una fórmula satisfactible. 
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La esencia en lógica de juntores de esto es el Principio de Crisipo”, cuyo reflejo semántico es la 


afirmación: 
= que > uy sea una fórmula válida equivale a que fp A =p sea una fórmula insatisfactible. 


Justamente de esto va lo que establece el siguiente teorema. 


Teorema 3.8 


Sean d y y fórmulas y $ un conjunto de fórmulas. Entonces: 


o. FdQ[pesuna fórmula válida] si, y sólo si, existe una refutación para T, siendoT = (4); 


1. PE y[yes consecuencia lógica de DP] si, y sólo si, existe una refutación para I', siendo 
SOSA 


Observación 3.3.4.— Al mediar TA/S para su resolución, en el transfondo también está RAA: si 
conseguimos refutar 24 (llegando a contradicción [[=p) F 1] en todas las ramas), entonces de 
RAA se sigue E dp. 


$ 3.3.5 TA/S: el método 


Resumiendo, el método de las tablas analíticas/semánticas (TA/S) es el siguiente: 


o.”, si se trata de demostrar si (p es una fórmula válida, se etiqueta el nodo raíz del árbol con =4, 


siendo habitual designar el conjunto [=p] por T; 


1.9, si se trata de demostrar si y es consecuencia lógica de P, se disponen todas las Po 
fórmulas de Y como etiquetas de nodos consecutivos, comenzando por la primera 
fórmula de Y como nodo raíz, y a continuación, se etiqueta el siguiente nodo con (9,) 

1 


1 —por ejemplo, si $ = [Qo, 1), el árbol del margen—, siendo habitual desig- 


nar el conjunto $ U [=p] por T (esto conforma lo que llamamos un grupo raíz [o 
sinónimamente, raíz plural]); EE 


2., se extiende el árbol aplicando las reglas de extensión y la norma para su aplicación**, hasta ob- 
tener un árbol terminado; 


3.2, si el árbol terminado es insatisfactible, es decir, si hemos encontrado una refutación para I, 
entonces, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), ya hemos demostrado, según sea el caso, 


que dp es una fórmula válida o que yy es consecuencia lógica de d, y 


4.9, si el árbol terminado es satisfactible, es decir, si no hemos encontrado una refutación para I, 
entonces, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), ya hemos demostrado, según sea el caso, 


que ( no es una fórmula válida o que yy no es consecuencia lógica de D. 


17 Cfr. supra teorema 1.27 (p. 147 de esta edición). 
X8 Cfr. supra definición 3.10 (p. 249 de esta edición]). 
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Como ya hemos mencionado”, se tiene la compacidad de TA/S; pues bien, también se satisface 


su consistencia y su completitud. 


Teorema 3.9 


En la lógica de juntores, TA/S es un sistema consistente (toda fórmula demostrable mediante 


TA/S es una fórmula válida) y completo (toda fórmula válida es demostrable mediante TA/S). 


$ 3.3.6 TA/S como método de construcción de modelos 


Es posible añadir algo al paso 4.*, a saber, si un árbol terminado es satisfactible, entonces en- 


contraremos, para cada rama satisfactible, 

o. unoomás modelos para =p, si estamos decidiendo si q es una fórmula válida, o 

1. unoomás modelos para 9 U [1], si estamos decidiendo si yy es consecuencia lógica de DP. 
Pudiese suceder que encontrásemos el mismo modelo en ramas satisfactibles distintas. 


Concretamente, para cada rama satisfactible p, un modelo para T es la siguiente interpretación: 
para toda x, variable proposicional de cualquier fórmula de P', I(x) = 1si x etiqueta algún nodo de p 


e l(x) = osi =x etiqueta algún nodo de p. 


Observación 3.3.5.— Aunque presentamos este método en la semántica, como Lo —la lógica de 
juntores— es correcta (consistente) y completa, igualmente podríamos haberlo presentado en la 
sintaxis con el cuidado de no hablar de verdad ni falsedad. En particular, en vez de rama/árbol sa- 
tisfactible/insatisfactible, hablaríamos de rama/árbol abierta(o)/cerrada(o). En el ámbito sintáctico, 
una refutación para I' es un árbol cerrado para I' y el correspondiente al teorema 3.8 (p. 251 de esta 


edición) reza como sigue. 


Sean dq y y fórmulas y Y un conjunto de fórmulas; entonces: 

O. Eu (yes un teorema lógico) si, y sólo si, existe una refutación para I', siendo I' = 
tv 

1 9H y (y se deduce/deriva formalmente de 9) si, y sólo si, existe una refutación 
para TP, siendo T = 9 U [=1p). 


En cualquier caso, como la lógica de juntores es correcta y completa, el problema sintáctico es 


reducible al semántico, esto es, 


O. decidir si p es un teorema lógico, esto es, si F q, se reduce a decidir si fp es una fórmula válida, 


es decir, si F (, y 


1 Vid. supra teorema 3.7 (p. 250 de esta edición). 
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1. decidir si y es formalmente deducible/derivable de 0, esto es, si $ E y», se reduce a decidir si y) 


es consecuencia lógica de 0, es decir, si $ E y. 


$ 3.3.7 Muestra de ejemplos de TA/S 


Para todas y cada una de las afirmaciones o situaciones, que proporcionan las siguientes cues- 


tiones, hagamos lo siguiente. 
o.  Hallemos el argumento equivalente a la argumentación dada. Llamemos a aquél, A. 
= Reescribamos la argumentación. (Optativo). 
=  Escribamos el argumento (4). 
= Exploremos intuitivamente su validez. (Optativo). 
1.  Formalicemos dicho argumento en lógica de juntores. 
=  Nombremos las variables proposicionales que representan las proposiciones simples. 
= Analicemos su estructura lógico-gramatical. (Optativo). 
= Proporcionemos su esquema argumental. 
= Hallemos su forma lógica. 
2.  Demostremos, utilizando TA/S, si A es o no es un argumento válido. Para esto, debemos: 


I. identificar el conjunto I' de fórmulas bien formadas para el que intentamos hallar una re- 


futación; 
II. hacer una construcción anotada del árbol semántico; 
III. demostrar de que es un árbol terminado; 
IV. demostrar la validez o no validez de A. 


3. =  SiA resultó ser un argumento válido, finalicemos o, alternativa, mas sólo optativamen- 
te, modifiquemos las premisas o la conclusión para que el argumento modificado no sea 


válido, justifiquemos su no validez y continuemos. 
=  Si.Anoesválido, identifiquemos los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 


4. Caso de que existan modelos para I', utilicemos alguna estrategia en lógica de juntores para 


demostrar que dichos modelos lo son para T.. 


5. Si existen modelos para l', expresemos en español las contraargumentaciones, construidas a 


partir de dichos modelos, que permiten refutar la argumentación dada. 
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Nota.— [Metalógica de la lógica de juntores]. El argumento A se descompone en un conjunto Y = 


[do Ps, -.. , Pnj de premisas y una conclusión y. Somos libres de elegir identificar formalmente A: 
=  conladeducción semántica d E y (en otras palabras, yy es conclusión lógica de Dd); 
= conEQpJA0ANn...AQd, > Y (estoes, POAQH A... An —> Y es una fórmula válida); 
=  conla deducción sintáctica D + y (es decir, yy es formalmente deducible/derivable de d); 
= conto. AAN... AQd. > Y (osea, PO AAA... AQ. => Y es un teorema lógico). 
Con respecto a T', recordemos que: 
= T=%U[(UQ) si formalizamos A como una deducción semántica o sintáctica; 


= T=ÁA=(d2AQAM...A dr. => Y)) si formalizamos A como una fórmula válida o como un 


teorema lógico. 


Ejemplo 142 


De [p V q, p), ¿se deduce q? 


Resolución. 


O. Argumento (A): Se tiene p V q. Se tiene p. Luego, se tiene q. 


Que reescrito destacando los juntores (recuadrados) y el deductor (subrayado), es: 


De tener p|O|q y tener p, se sigue q. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: p, q (vienen dadas). 


= Esquema argumental: 
Se tiene po q. 
Se tiene p. 


Se sigue q. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas $ = [do, $.) = fp V q,p) y la conclusión 
y, a saber, q. 
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Por mor pedagógico, aclarando la nota anterior, digamos que cuestionarnos la vali- 


dez del argumento A equivale a cuestionarnos: 


si q es conclusión lógica de [p V q, p), en otras palabras, si [p V q,pj F q; (3.0) 
si(p Vq) Ap > q es una fórmula válida, esto es, si F(pVq)Ap => q; 6.1) 
si q es formalmente derivable de [p V q, p], es decir, si [p V q,pj E q; (3.2) 


si(p Vq) Ap => q esunteorema lógico, osea, si F(pVq)Ap => q. (3.3) 


En este ejemplo trabajamos con la primera, [p V q,p) E q. 


Vemos pues que la fórmula en lógica de juntores que hemos hallado para A es 


(pVa)rap= q. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica (do, p,) F Y. Refutar 


[do P1) E y es demostrar que (Po A d1) A 24 es una fórmula válida. 


Como advertimos en la nota anterior, definimos I' como el conjunto de fórmulas bien 


formadas 
lpvq.pjUtz=g), 


para el estudio de (3.0) o (3.2), o 
T(pVqAp= q), 


para el estudio de (3.1) o (3.3), si bien, debido a la equivalencia de los problemas (3.0), 
(3.D, G.2) y G.3), por ser la lógica de juntores correcta y completa (cfr. supra observa- 
ción 3.3.5 [p. 252 de esta edición]) es admisible usar estas definiciones de l' indistin- 


tamente. 
En este ejemplo trabajamos con la primera, definimos T = [p V q,p)U (q). 


Estudiemos si existe una refutación para I' —esto es, si la tabla semántica (el árbol 
para 1) es un árbol insatisfactible—, un árbol de refutación, para I”. 


11. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 
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III. 


IN, 


Nota 0.—VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; VD < Ver- 


dad de la disyunción. 


Nota 1.—Alternativamente, debido a la equivalencia de los problemas (3.0), (3.1), (3.2) 


y (3.3) podríamos haber comenzado el árbol por el nodo 


((pVq)Ap => q) [Falsedad de la fórmula] 


Demostración de que es un árbol terminado. 


El tronco de este árbol es p. = [p V q,p,7G) y sus ramas son p, = po U [p) 
y p, = Po U (q). La rama p, es una rama satisfactible y completa —p V q está 
en p, y también está p—, mientras que p,, si bien también completa, es una rama 
insatisfactible —dado que aparecen q y 5q—. Como toda rama es insatisfactible o 


completa, concluimos que se trata de un árbol terminado. 
Demostración de la validez o no de A. 


Como existe una rama satisfactible, este afbol terminado es satisfactible, por lo tan- 
to, no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edi- 
ción), q no es consecuencia lógica de [p V q, p), esto es, A es no válido e, igualmen- 
te, la correspondiente argumentación es no válida. 


3. Identificación de los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 


La rama satisfactible pp, proporciona un modelo para I', a saber, la interpretación /(p) = 


1, /(q) = 0, la cual es un contramodelo para (p V q) A p => q, la expresión en lógica de 


juntores de la deducción semántica [p V q,p)F q. 


4. Demostración de que los modelos lo son para T. 


No es difícil demostrar que /,, es un modelo para I'; para ello, estudiemos la valoración de 


verdad de las fórmulas de I' con dicha interpretación: 
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pal pva |pl|-q 
10 | 1[]o |E] Eo 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones construidas a partir de los modelos. 
Contraargumentar [., p,) F y es satisfacer ($, A 1) AY. 


De esta manera, refutamos la afirmación propuesta: que se satisfaga p y no se satisfaga 
q es suficiente para que no se satisfaga dicha afirmación; en otras palabras, se satisfa- 
cen ambas premisas (la primera porque como se satisface p, da igual que se satisfaga q 


o no, la disyunción se satisface; la segunda porque se satisface p), pero no se satisface la 


conclusión (porque no se satisface q). 


Ejemplo 143 


«Las IA (inteligencias artificiales) manejan creencias, pero una multitud de IA no 
es caótica, sino que está organizada colectivamente. De hecho, si una multitud de IA se 
organiza colectivamente y no es caótica, es porque las IA manejan creencias. Por tanto, 
puede concluirse que una multitud de IA no se organizará colectivamente siempre que 


no haya IA que manejen creencias». 


[EFO 3.6.2019:1]. 


Resolución. En el ejemplo 122 (p. 202 de esta edición) resolvimos esta argumentación por 


reducción al absurdo. 


o.  Endicho ejemplo resolvimos los apartados O y 1 que aquí se piden, esto es, allí: o.*, halla- 
y  moselargumento Á correspondiente; 1.*, propusimos su formalización (variables propo- 
1.  sicionales, esquema argumental y forma lógica) en lógica de juntores; 2.”, identificamos 
el conjunto de premisas 9 = [Po Ap = [pA72q Ar,p => (r A =q)) y la conclusión 
y, asaber, =p => ar,y3.", sugerimos la forma lógica en lógica de juntores para A, que 


resultó ser (p A>q ArjA(p => (rA q) > (=p > ar). 


Ahora nos preguntamos si (p AG Ar)A(p => (rA=q)) => (=p > ar) es una fórmula 


válida, esto es, siF (pAG Ar] A(p > (rA q) => (5p > ar). 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con ser $, A , —> y una fórmula válida, esto es, 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


3.3. Tablas analíticas/semánticas 258 


II. 


III. 


con FE Po A, > Y. Refutar FE do A 1 —> Y es demostrar que (Po A 1) A =p es 


una fórmula válida. 
Definimos T = (a((pA=q Ar A(p => (rA=q)> (pp =>). 


Estudiemos si existe una refutación para I' —esto es, si la tabla semántica (el árbol 


para 1) es un árbol insatisfactible—, un árbol de refutación, para I”. 
Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 


[o] [=((9 49 Ar) A(p > (1 A=q)) > (=p > 21))) FFo y, 


[LL] ((pA=9 Ar) A (p => (rA=q))| Flo y,, 


2) (Sp > 21) Flo y, 
3.) [pA=q Ar|VC1 y, ¿ 


[4] (9 > (1A-9)) vez 


Nota.—FFo < Falsedad de la fórmula; FI 5 Falsedad de la implicación; VC < Verdad 


de la conjunción. 
Demostración de que es un árbol terminado. 
Este árbol de refutación tiene una rama: 


Po = [(pA=qArA(p > (rA2q)) >= (=p > 5), (pA=qArjA(p => 
(FAR (Sp =>, pA(59 Ar), p =1rA59).p (59 AF), Sp, =F|. 


Es un árbol terminado (toda rama es insatisfactible o completa), pues p, es insatis- 


factible, al existir en ella una variable y su negación: p (nodo 5) y =p (nodo 7). 
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IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como la única rama es insatisfactible, este árbol terminado es insatisfactible, por lo 
que hemos demostrado que I' es un conjunto insatisfactible de fórmulas, en otras 
palabras, hemos demostrado que existe una refutación para I' (traducido a Lo, para 
Po A, A 0), lo cual, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), equivale a haber 
demostrado FE d. A Q, > y, es decir, en este ejemplo, a que (p A=q Ar) A (p => 
(rA=q)) = (=p > =r)esuna fórmula válida, en otras palabras, a que el argumento 


A es válido e, igualmente, a que es válida la argumentación correspondiente. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1”). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Ejemplo 144 


«Las personas colaboran cuando cooperan, pero no es cierto que cooperen si cola- 
boran. Que las personas cooperen significa que se apoyan mutuamente. En definitiva, 


las personas se apoyan mutuamente siempre que cooperan aunque no colaboren». 


[EFE 25.6.2019:1]. 


Resolución. En el ejemplo 122 (p. 202 de esta edición) resolvimos esta argumentación por 


reducción al absurdo. 


O.  Endicho ejemplo resolvimos los apartados O y 1 que aquí se piden, esto es, allí: o.*, halla- 
y  moselargumento Á correspondiente; 1.*, propusimos su formalización (variables propo- 
1.  sicionales, esquema argumental y forma lógica) en lógica de juntores; 2.”, identificamos 
el conjunto de premisas Y = [do ,) = [(p = q) (q > p)) yla conclusión y, a 
saber, p > r,y3.", sugerimos la forma lógica en lógica de juntores para A, que resultó 


ser (p > q)A=(q => p)A(p er) = (p = 1). 


Ahora nos preguntamos si (p > q) A (q > p) A (p e r) > (p = r), es una fórmula 


válida, en otras palabras, si se satisface E (p > q)A (q > p)A (per) > (p = r). 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto T”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 


identificamos la estructura de A con ser $, A , — y una fórmula válida, esto es, 
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con FE Po A, > Y. Refutar E do A 1 —> y es demostrar que (Po AP) A =p es 
una fórmula válida. 


DefinimosT = [=((p > q)A=(q => p)A (p e r) => (p > r))). Estudiemos si 
existe una refutación para I' —esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un 
árbol insatisfactible—, un árbol de refutación, para I. 


II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 


10] [=(((e > 9) An(q > p)) Alp e 1) > (p > 1) ) EFo y, 


1) (((o > 9) Ag >») Apo r)) Flo y, 
[2] [=(p — 1)) Elo Ys, 
l) [(p > 9) A=(q > p)) VCo1 y, 

14) [54 > P)) VC13 Y, 
[5] (57P) FL2 y, 
[s.] (51) FI 2 
[7.] (274) FL4 
[s.] (5p) Fl 4 


[9.] (p) EN s 


Nota.— FFo < Falsedad de la fórmula; FI 5 Falsedad de la implicación; FN < Fal- 
sedad de la negación; VC < Verdad de la conjunción. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 


Este árbol de refutación tiene una rama: 
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po = Í=((((p => q) A=(q => p) Alp e r)) > (p = r)),(((p > q)A =(q => 
gnalp =p => lp =3)A=(g =p). (pes), lp =>q)1>( => 


pp ar pl 


Es un árbol terminado (toda rama es insatisfactible o completa), pues po es insatis- 
factible, al existir en ella una variable y su negación: p (nodo 9) y =p (nodo 8). 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como la única rama es insatisfactible, este árbol terminado es insatisfactible, por lo 
que hemos demostrado que I' es un conjunto insatisfactible de fórmulas, en otras 
palabras, hemos demostrado que existe una refutación para T' (traducido a Lo, para 
Po AP, A 4), lo cual, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), equivale a haber de- 
mostrado F ¿A q, —> Y, es decir, en este ejemplo, aque ((p > q)A (q => p)A 
(p O r) > (p => r) es una fórmula válida, en otras palabras, a que el argumento A 


es válido e, igualmente, a que es válida la argumentación correspondiente. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Ejemplo 145 


«En Tierrapésima, se ha comprobado que siempre que una solución es beneficiosa 
para la ciudadanía, pero es perjudicial para el bolsillo de la dirigencia política, entonces 
habrá dirigentes políticos que harán todo lo posible porque no se adopte, esto es, por pre- 
varicar». ¿Se deduce de aquí que, en Tierrapésima, cuando una solución es beneficiosa 
para la ciudadanía, entonces, si ocurre que es perjudicial para el bolsillo de la dirigen- 
cia política, entonces habrá dirigentes políticos que harán todo lo posible porque no se 
adopte, esto es por prevaricar? ¿Reconocemos alguna regla deductiva estudiada? 


Resolución. 

O. Argumento (A): Si una solución es beneficiosa para la ciudadanía y es perjudicial para el 
bolsillo de la dirigencia política, entonces hay dirigentes políticos que harán todo lo posi- 
ble porque no se adopte, esto es, por prevaricar. Luego, si una solución es beneficiosa para 
la ciudadanía, entonces de suponer que una solución es perjudicial para el bolsillo de la 
dirigencia política, se sigue que hay dirigentes políticos harán todo lo posible porque no 


se adopte, esto es, por prevaricar. 
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1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideremos las 
siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


p <= una solución es beneficiosa para la ciudadanía; 
q <= una solución es perjudicial para el bolsillo de la dirigencia política; 


r 5 hay dirigentes políticos que harán todo lo posible porque no se adopte, 


esto es, por prevaricar. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p y q, se sigue r. 


Se sigue que si se supone p, se sigue que si se supone q, se sigue r. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas $ = [bo) = [(p A q) — rf, con una única 


premisa, y la conclusión y, a saber, p > (q => r). 


La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es ((p A q) > r) > (p > 


(q = r));llamémosla A. 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 


Reconocemos la regla deductiva de inferencia, D + y, ley de exportación, [(p Aq) = rj F 
p = (q => r) (cfr. supra teorema 2.16 [p. 183 de esta edición]). Demostremos que efecti- 
vamente es una regla deductiva. Para ello, aplicaremos TA/S a su contraparte semántica, 
la deducción semántica [(p A q) => rj FE p > (q > r), en otras palabras, analicemos si 


p => (q > r) es consecuencia lógica del conjunto unitario de fórmulas [(p A q) = rj. 
I. Identificación del conjunto T”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254 de 
esta edición), identificamos la estructura de A con la deducción semántica [po] E 


y. Refutar (po) F 1 es demostrar que do A =p es una fórmula válida. 


DefinimosT = [(p A q) > r,=(p = (q => r))). Estudiemos si existe una refuta- 
ción para I', esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, 


un árbol de refutación, para I”. 


11. Construcción anotada del árbol semántico. 
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(0 (PA q) > e) VPr ya, 


1) (=(p > (q > r))) FCo y, 


Nota. —VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FI 5 Falsedad 
de la implicación; VI 5 Verdad de la implicación. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 

Este árbol de refutación tiene un tronco po y tres ramas ,, P, Y Ps: 
Po=(PAq) > r.2(p>(q> 1)).p.2(q=>r).q.>1) 
pi. =poUi=(pA q). =p) 
p.=poUL=(pAq),-q) 
ps =poU fr]. 

Las tres ramas son insatisfactibles: 

= laramap, ya que aparecen p (nodo 2) y =p (nodo 8); 

= larama pp, pues aparecen q (nodo 4) y =q (nodo 9), y 

= laramap,dado que aparecen ar (nodo 5) y r (nodo 7). 


Concluimos que se trata de un árbol terminado insatisfactible. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


3.3. Tablas analíticas/semánticas 2.64 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como este árbol terminado es insatisfactible, hemos encontrado una refutación para 
P, por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), p => (q => r) es consecuen- 
cia lógica del conjunto unitario de fórmulas [(p A q) > r], estoes, el argumento A 


es válido e, igualmente, lo es la correspondiente argumentación. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1”). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Ejemplo 146 


«Si vas tú, viene Ángela. Si no vas tú, viene Micaela. Por tanto, si viene Micaela, no 
viene Ángela». 


[EFE 28.6.2023:1]. 


Resolución. 
O. Argumento (A): Si vas tú, entonces viene Ángela. Si no vas tú, entonces viene Micaela. Lue- 


go, si viene Micaela, entonces no viene Ángela. 


Que reescrito destacando los juntores (recuadrados) y el deductor (subrayado) es: 


De tener que [si vas tú, entonces | viene Ángela, y que [si |[no| vas tú, 


viene Micaela, [entonces | [no | vie- 


Rae. 


entonces [viene Micaela, se sigue que |s 


ne Ángela. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 


siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 
yg = viene Ángela, m = viene Micaela, 5 vas tú. 


= Esquema argumental: 


Si se supone t, se sigue Y. 
Si se supone no t, se sigue m. 


Se sigue que si se supone m, se sigue no Y. 
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= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Y = [do, p,) = [t => g,t > mj, con una 
única premisa, y la conclusión y, a saber, m => =g. La fórmula correspondiente a 


A en lógica de juntores es (t => g) A(=t => m) > (m = =9);llamémosla A. 
2. Demostración de la no validez de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto T. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica (o, P,) F Y. Refutar 
[do P,) EF yes demostrar que d,A y es una fórmula válida. Definimos T' = [t => 
g,7t=m,=(m > 59)). Estudiemos si existe una refutación para I', esto es, si la 
tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol de refutación, 


para I”. 
II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol 


[o.] [SEGA VPr y, 


[1] (At => m) VPr Vos 010 


Nota.—VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FI 5 Falsedad 


de la implicación; VI < Verdad de la implicación. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 
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Este árbol consta de su tronco po = [t > g,2t => m,=(m > =9)) y sus cuatro 


ramas, 


p=pula a tdi 
p.=poULm,g,=t,m), 
ps =poU[m, 9,9, tj, 
pa= po Um, gg mb, 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa. 

En efecto: 

o.  p,esinsatisfactible, pues incluye una variable y su negación: t y =t; 
1. Pz, Pz y p4 Son ramas satisfactibles, aunque completas: 


=  enp,:estandot => g, está to q (están ambas); estando t => m, está t 


o m (está m), y estando = (m => 9), está m y g; 


"=  enpjy:estandot => g, está 2to y (está y); estando t > m, está to m 


(están ambas), y estando = (m => 9), está m y 9; 


"=  enp,:estandot => g, está to g (está q); estando t > m, está to m 


(está m), y estando = (m => 29), está m y 9. 
IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como existen ramas satisfactibles, este árbol terminado es satisfactible, por lo tanto, 
no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), 
det => gy-t => mnose sigue m => 9, esto es, el argumento A no es válido e, 


igualmente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 
3. Identificación de los modelos para U' que proporcionan las ramas satisfactibles. 
Al ser p,, Pz y p, ramas satisfactibles, proporcionan modelos para I, a saber, 
= p,proporciona /(g)=1,/(m) = 1e I(t) = O, abreviadamente, lo; 
= p,proporciona /(g)=1,/(m) =1e /(t) = 1, abreviadamente, /;;; 


=  p,proporciona l(g) = 1,/(m) = 1e I(t) = O, abreviadamente, lo, e [(g) = 1, 


I(m) = 1e I(t) = 1, abreviadamente, ly. 
En definitiva, las interpretaciones l,,, e /,,, son los únicos modelos para Il”. 


4. Demostración de que los modelos lo son para T. 
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No es difícil demostrar que /,,, e /,, son modelos para I'; para ello, estudiemos las valora- 


ciones de verdad de las fórmulas de I' con dichas interpretaciones: 


gmt| t>g Sim (10 => = g) 


1 1 1 1 1| 1 O 1 /[1| 1 11001 


110 o |1| 1 10 1| 1 11001 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 
Contraargumentar [d., p,) F y es satisfacer ($, A 1) AY. 


De esta manera, refutamos la afirmación propuesta: que vayan Ángela y Micaela es sufi- 
ciente para que no se satisfaga dicha afirmación; en otras palabras, se satisfacen ambas 
premisas (la primera porque como viene Ángela, da igual que vengas tú o no, ella viene; la 


segunda porque como viene Micaela, da igual que vengas tú o no, ella viene), pero no se 


satisface la conclusión (porque viene Micaela y viene Ángela). 


Observación 3.3.6.— Si hubiésemos reducido (t > g) A (=t => m) > (m => =g)a su forma 
normal disyuntiva, habríamos visto que ésta es 2g V 2m, equivalente a =(g A m), una contingencia 
cuya refutación equivale a ser verdad g y m (pudiendo t ser verdad o no), esto es, precisamente los 


modelos que habíamos descubierto. 


Observación 3.3.7.— Recordemos: las expresiones rama cerrada y rama abierta pertenecen a la 


sintaxis; en la semántica, sus correspondientes son rama insatisfactible y rama satisfactible. 


Observación 3.3.8.— Los signos F (deductor semántico) y £ (asterismo) no son propios de la ló- 


gica sino de la metalógica. 


Observación 3.3.9.— El argumento «Si vas tú, viene Ángela. Si no vas tú, viene Micaela. Por lo 


tanto, si no viene Micaela, viene Ángela.» es válido. 
Ejemplo 147 


«Dos personas no se pelean si una no quiere. De hecho, se pelean sólo si una tercera 
persona interviene. Por tanto, dos personas no se pelean a menos que las dos quieran o 


una tercera persona intervenga». 


[EFE Coincidencias 25.6.2019:1], [EFO 4.6.2021:1]. 


Resolución. 


O. Argumento. 
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Reescritura de la argumentación. 


Reescribiendo la argumentación para intentar aclarar su significado además de para 
acercarlo a patrones más sencillos de traducción de los conectores de la lógica de juntores, 


identificando las premisas y la conclusión: 


Si no sucede que dos personas quieran pelearse, entonces no sucede que (las) dos perso- 
nas se pelean [Premisa 0]. Si (las dos) se pelean, entonces (es que) interviene una tercera 
persona [Premisa 1]. Por tanto, si no sucede que las dos quieran pelearse y tampoco que 
una tercera intervenga, entonces no sucede que (las dos) se pelean [Conclusión]. 


Argumento (A): Si es falso que dos personas quieran pelearse, entonces no se pelean. Si se 
pelean, entonces interviene una tercera persona. Si dos personas no quieren pelearse y 


no interviene una tercera persona, entonces, las dos personas no se pelean. 
Validez intuitiva. 


Intuitivamente, parece válido, pues el antecedente de la conclusión es la conjunción del 
antecedente de la primera premisa y del antecedente de la contrarrecíproca de la segunda 


premisa, siendo ambos consecuentes el mismo, a saber, el consecuente de la conclusión. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 


siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


p = (las) dos personas se pelean; 
q <= (las) dos personas quieren pelearse; 


r 5 una tercera persona interviene. 


= Esquema argumental. 
Estructura lógico-gramatical. 


En A identificamos dos oraciones enunciativas como premisas y una tercera como 
conclusión (pues ésta está precedida de «Por tanto», un indicador de conclusión, esto 


es, apunta que el enunciado que sigue es la conclusión del argumento). 


Subrayemos ahora las conectivas e identifiquemos las proposiciones simples. 
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Si no sucede que dos personas quieran pelearse, entonces 
ne | 


E 


q 


(>) 
(Y) 


no sucede que (las) dos personas se pelean. 
ER) 


ES 


p 


Si (las dos) se pelean, entonces (es que) interviene una tercera persona. 
A | e | 
1) r 


(>) 
¡ud 


Por tanto, 


si no sucede que las dos quieran pelearse y tampoco que una tercera intervenga, entonces 
e Pa 


ES 


q A > 7 


(5) 
U) 


no sucede que (las dos) se pelean. 
A | 


= 


p 


Observemos que el indicador de conclusión «Por tanto» queda designado por la co- 


nectiva .*. del metalenguaje. 


Esquema argumental: 


Si se supone no q, se sigue no p. 


Si se supone p, se sigue r. (3.4) 


Se sigue que si se supone no q y no r, se sigue no p. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas $ = [do.,P,) = (2q >= pp > rj), 
con una única premisa, y la conclusión 4, a saber, (2q A ar) => =p. La fórmula 
correspondiente a A en lógica dejuntoreses (=q => 2p)A(p => r) > ((5qAar) => 


Pp). Llamémosla A. 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica (do, p,) F Y. Refutar 


[do Pp E y es demostrar que do A bd, A =1 es una fórmula válida. 
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Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos T = (do, bp U LY) = 
[29 => p,p =r5r,2((5q Ar) => p)). Estudiemos si existe una refutación pa- 
ral, esto es, sila tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol 
de refutación, para I. 


II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 


[o.] (24 —= =p) VPr es 


[n.)] (=9)vc3  [2.]ve3(-9[79) [3] vc3  [14.] (59)vC3 


[s] En vc. [16.)VC3 (an)fGr) [17.] VC 3 [18.] (=r) VC3 


[19.] (p) EN 4 (p) [20.] FN 4 


Xx 


Nota.—VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FI 5 Falsedad 
de la implicación; FN < Falsedad de la negación; VC < Verdad de la conjunción; VI 


<= Verdad de la implicación. 
III. Demostración de que es un árbol terminado. 


Este árbol de refutación tiene cuatro ramas. 
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Designando por p, el conjunto de nodos iniciales comunes (tronco), 
po= (q > >=p,p > 1,((59 Ar) > 2p),2q Ar, 2>5pj, 
las cuatro ramas son: 


p1=poU([2759,5p,q,=5,p), 
Pp. =poU [25q,F,2q,=5J, 

Ps = Po U[=p.2p,5q,5, pj, 
P4=PoU [pr q,=r]. 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible al existir en cada una de 


ellas al menos una variable y su negación: p y p en P, y Ps, Y TY 215 en p, y Pa: 
IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como todas las ramas son insatisfactibles, este árbol terminado es insatisfactible, 
por lo que I' es un conjunto insatisfactible de fórmulas, en otras palabras, hemos 
demostrado que existe una refutación paraT' = [do, p,) U [Y] (traducido a Lo, 
para YD. AQ, A 24), lo cual, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), equivale a 
haber demostrado , A Q, E Y, es decir, en este ejemplo, a que 5q Ar > pes 
consecuencia lógicade (=q => =p)A(p — r), en otras palabras, a que el argumento 


A es válido e, igualmente, a que es válida la argumentación correspondiente. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1”). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Observación 3.3.10.— Llamando A y B a las dos personas, pudiésemos haber reescrito q como 


gA Aqg haciendo referencia explícita a ambas; en este caso, el esquema argumental (3.4) es 


Si se supone no (qa y (5), se sigue no p. 


Si se supone p, se sigue r. 


Se sigue que si se supone no (qa y (8) y no r, se sigue no p. 


Observación 3.3.11.—  Alternativamente, una vez formalizado pudiésemos haber simplificado las 
fórmulas mediante equivalencias lógicas, de manera que el esquema argumental (3.4) se simplifica 


en 
Si se supone p, se sigue q. 


Si se supone p, se sigue r. 


Se sigue que si se supone p, se sigue q o r. 
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Ejemplo 148 


«De tres jugadores, A, B y C, se sabe sólo que “C miente siempre que miente 4” o 
que “la mentira de B siempre es seguida de la mentira de C”. Por lo tanto, se deduce que 


“si Ao B mienten, entonces C miente”». 


[PEP 26.3.2019:1], [EFE 19.1.2023:1], [EFO 24.5.2023:1]. 


Resolución. 


O. Argumento. 
= Reescritura de la argumentación. 


La hipótesis es una disyunción. Reescribimos, por una parte, el primer disyunto, «C 
miente siempre que miente A», de manera equivalente, como «siempre que miente 
A, miente C», y, en definitiva, «si miente A, entonces miente C», y, por otra, el se- 
gundo disyunto, «la mentira de B siempre es seguida de la mentira de C», como «la 
mentira de B tiene como consecuencia la mentira de C» y, en definitiva, como «si 


miente B, entonces miente C». 


= Argumento (A): O bien sucede que si la persona A miente, entonces la persona C 
miente, o bien que si la persona B miente, entonces la persona C miente, o bien, 
quizás, pudiesen suceder ambas cosas. Luego, si la persona A miente o la persona B 


miente, o ambas mienten, entonces la persona C miente. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos tres 
variables proposicionales y las proposiciones simples que representan (con la licen- 


cia de designar a aquéllas como a éstas, con letras latinas mayúsculas): 
A <= A miente; B = B miente; C <= C miente. 


= Esquema argumental: 


Si se supone que, 
bien si se supone A, se sigue C, 
bien si se supone B, se sigue C, 


bien ambas. 


Se sigue que si se supone Ao Bo ambas, se sigue C. 
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= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas $ = [p.) = 1(4 => C)v(B => C)|, conuna 
única premisa, y la conclusión y, a saber, AV B = C. La fórmula correspondiente 
a A en lógica de juntores es (A => C) V(B => C) > (AV B > C). Llamémosla A. 


Nota.— Pudiésemos trabajar con cualquier otra fórmula lógicamente equivalente, 
por ejemplo, ((4A => C)V(B => C)A(AVB) => C. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto TI”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de .A con la deducción semántica [p.) F y. Refutar 


[ po) E y es demostrar que po A =1p es una fórmula válida. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos I' = [p,) U [24] = 
((A=>C)V(B => C), (AV B => C)). Estudiemos si existe una refutación para 
TP, esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol 


de refutación, para IT. 
II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 


(0) ((A= 0) V(B > C)) VPr ys, 


[L] ((AVB => C) FCo y,, 


[2] (Av B) Fla 


Nota.—VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FI 5 Falsedad 


de la implicación; VD < Verdad de la disyunción; VI < Verdad de la implicación. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 
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Este árbol tiene un tronco, po. =1 (4A> C)V(B= 0), A((AVB)= C), AVB, 
CY, y ocho ramas, a saber, 


pi=p.U[A= C),A, A), ps =p. U[B= C),4,B), 
Pp. =PpoUÍLA= C),A,C], ps =poU[B => C),A,Cj, 
ps = Pp ULA = C), B, A], Pp, =PoU[B = C),B,Bj, 
Pa=Po.UÍA=C),B,Cj, Ps =P.U1B = C),B,Cj. 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa; en efecto, por 
una parte, 


= p,esinsatisfactible (4, 54 € p)), "=  p¿esinsatisfactible (C,=C € py, 
=  p,esinsatisfactible (C,C € p), .  p,esinsatisfactible(B,=B € p,), 


"=  p,esinsatisfactible(C,C € p,), .  pgesinsatisfactible(C,=C € pg), 


y, por otra, p, y ps no son insatisfactibles aunque sí son completas: 
=p, porque: 
+  estálo](4= C) V(B => C) y el disyunto [4] 4 = C, 
* está] =(AVB => C)ylos conjuntos [2] AV By [3] =C, 
*  está[2] AV Byel disyunto [7] B, y 
.*  está[4] A => Cyel disyunto [12] 54, y 
= p¿porque 
*  está[o](4=> C)V(B = C) y el disyunto [5] B => C, 
*  estáí[] =(AVB => C)ylos conjuntos [2] AV By [3] =C, 
*  está[2] AV Byel disyunto [8] A, y 
.*  está[s] B => Cyel disyunto [14] -B. 
IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como existen dos ramas satisfactibles, p, y ps, este árbol terminado es satisfactible, 
por lo tanto, no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de 
esta edición), de (A => C)V(B => C) nose deduce AVB => C, estoes, el argumento 


A no es válido e, igualmente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 


3. Identificación de los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 
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Al ser p, y ps ramas satisfactibles, proporcionan modelos para el conjunto de fórmulas 


bien formadas T', a saber: 
I. p, proporciona: I(4) = 0, /(B) =1e I(C) = 0, abreviadamente, loro; 
IT. psproporciona: /(A) =1,I1(B) = 0e I(C) = 0, abreviadamente, hos. 
En definitiva, las interpretaciones loo € los son los únicos modelos para Il. 
4. Demostración de que los modelos lo son para 1”. 


No es difícil demostrar que hoo € loo son modelos para 1; para ello, estudiemos las valo- 
raciones de verdad de las fórmulas de I' con dichas interpretaciones: 


ABC| (AS O VIB=>C0 ll (AVB=>0) 
100 100OJjljo 10 1111000 


010 010jlj1l00 101100 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 
Ejemplos de contrargumentos para refutar A son: 


I.. (a partir de loo) que A mienta y B y C no, es suficiente para que no se satisfaga el 
argumento, ya que se satisface que la mentira de B siempre es seguida de la mentira 
de C, pero no se satisface la conclusión pues A miente y C no miente; 


II. (a partir de loo) que B mienta y A y C no, es suficiente para que no se satisfaga el 
argumento, ya que se satisface que “C miente siempre que miente 4”, pero no se 


satisface la conclusión pues B miente y C no miente. 


Observación 3.3.12.— Desde un punto de vista sintáctico, lo que hemos demostrado es que > 


no se distribuye por la derecha en V. De hecho, de cómo se distribuye => en V, se satisfacen: 


=  ladistributiva por la izquierda, (p > (q V r)) > (p = q) V (p => r); 
=  lasemidistributiva por la derecha, ((p V q) => r) > [p > r) V (q = r), y 


=  laantidistributiva por la derecha, ((pV q) => 5) += (p=>.5A(q > r). 


Ejemplo 149 


«Dadas dos situaciones, del hecho de que ocurra alguna de ellas, siempre es posible 


inferir que ocurren ambas». 


[AIC-G 10.4.2018:1]. 
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Resolución. 
O. Argumento (A): Si ocurre la situación P u ocurre la situación Q, entonces ocurre la situa- 
ción P y ocurre la situación OQ. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 


siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 
p < Sucede la situación P; q <= Sucede la situación Q. 


= Esquema argumental: 


Setienepoq. 


Se sigue p y q. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas $ = [H.) = [pV q), con una única premisa, 
y la conclusión yy, a saber, pA q. La fórmula correspondiente a A en lógica dejuntores 
esp Vq > pA q. Llamémosla A. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de 4 con la deducción semántica [p.) F 4. Refutar 
[po F y es demostrar que dy A 21h es una fórmula válida. Correspondiendo a 
dicha estructura, definimos T' = [p.) U LY) = [p V q,> [p A q)). Estudiemos 
si existe una refutación para I', esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un 
árbol insatisfactible, un árbol de refutación, para [”. 


II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol 
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IE 


IV. 


[o] [p V q | VPr y, 


Nota. — VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FC < False- 


dad de la conjunción; VD < Verdad de la disyunción. 
Demostración de que es un árbol terminado. 


Este árbol tiene un tronco, po. = [p Vq,[(p A q)), y cuatro ramas, a saber, p, = 
poU [p, pj, p. = poU [p, q), 3 = Po U 1, =p) y ps = poU (q. q). 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa. En efecto: 


o. porunlado, p, y p, son ramas insatisfactibles, al existir en cada una de ellas una 


variable y su negación: p y 2p en p,y q Y 74 €n py; 
1.  porotro, pp, y p, son ramas satisfactibles y completas: 
o. enp,estáp V q, estando también p y está = (p A q), estando también =q; 
1. enpyestá pV q,estando también q y está = (p A q), estando también =p. 
Demostración de la validez o no de A. 


Como existen dos ramas satisfactibles, p, y p,, este árbol terminado es satisfactible, 
por lo tanto, no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de 
esta edición), p A q no es consecuencia lógica de [p V q], esto es, el argumento A 


no es válido e, igualmente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 


3. Identificación de los modelos para l' que proporcionan las ramas satisfactibles. 


Al ser p, y pz ramas satisfactibles, cada una de ellas proporciona un modelo para el con- 


junto de fórmulas bien formadas I', a saber: 


p, proporciona el modelo /(p) = 1, (q) = O, abreviadamente, lo; 


pz proporciona el modelo !(p) = 0, (q) = 1, abreviadamente, lo,. 


En definitiva, las interpretaciones lo e lo, son los únicos modelos para T. 
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4. Demostración de que los modelos lo son para T. 


No es difícil demostrar que /,, e ly, son modelos para I'; para ello, estudiemos las valora- 


ciones de verdad de las fórmulas de I' con dichas interpretaciones: 


pa pVq |=1pAq) 


10 1 ¡1/0 1100 


o 1 o 1/1 1| OO 1 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


Contraargumento: si ocurre sólo una de las situaciones, entonces ocurre una pero no am- 
bas. 


Contraargumentación: no es válida la argumentación porque si sucede sólo una de las situa- 


ciones se satisface la premisa ya que sucede alguna de las situaciones, pero precisamente 


por no suceder ambas situaciones, no se satisface la conclusión. 


Ejemplo 150 


«Lo digo yo sólo si lo dices tú. Así que, yo no lo digo pero tú sí». 


Resolución. 


O. Argumento (A): Si yo lo digo, entonces tú lo dices. Luego, yo no lo digo y tú sí lo dices. 
1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 
siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


p = lo digo yo, 


q = lo dices tú. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p, se sigue q. 


Se sigue no p y q. 


= Formalógica. 
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Identificamos el conjunto de premisas $ = [d.) = [p —= q), con una única pre- 
misa, y la conclusión y, a saber, =p A q. La fórmula correspondiente a A en lógica 
de juntores es p > q => =p M q. Llamémosla A. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto T. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica [p.) F 4. Refutar 


[p.) E y es demostrar que d, A 4 es una fórmula válida. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos T = [d.) U [=p] = 
[p = q,> (=p A q)). Estudiemos si existe una refutación para T, esto es, si la tabla 
semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol de refutación, para 
E. 


11. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol 


[o.] (2 > q) VPr y,,, 


Nota.— VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FC < False- 


dad de la conjunción; VI < Verdad de la implicación. 
III. Demostración de que es un árbol terminado. 


El tronco de este árbol es po = [p > q, (=p A q)) y sus cuatro ramas son p, = 
PoU[=p, pH p. = po ULp.G), ps = Po UÍ1q,pjy py, = po U1q,=q). 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa. En efecto: 


o. porunlado, p, y p, son ramas insatisfactibles, al existir en cada una de ellas una 


variable y su negación: p y =p en p, y q y 5q €n ps; 
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1.  porotro, p, y pp, son ramas satisfactibles, pero completas: en p, está p => q, 
estando también =p y está= (=p A q), estando también =q;en p, está p > q, 


estando también q y está = (=p A q), estando también =p, esto es, p. 
IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como existen dos ramas satisfactibles, este árbol terminado es satisfactible, por lo 
tanto, no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta 
edición), de [p > q), no se deduce =p A q, esto es, el argumento A no es válido e, 
igualmente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 


3. Identificación de los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 


Al ser p, y p, ramas satisfactibles, cada una de ellas proporciona un modelo para el con- 


junto de fórmulas bien formadas I', a saber, 

= p,proporciona /(p) =0e I(q) = O, abreviadamente, loo; 

= p,proporciona /(p)=1e/(q)= 1, abreviadamente, l,,. 

En definitiva, las interpretaciones l,, e ly son los únicos modelos para IT. 
4. Demostración de que los modelos lo son para T. 


No es difícil demostrar que /,, e ly, son modelos para I'; para ello, estudiemos las valora- 


ciones de verdad de las fórmulas de I' con dichas interpretaciones: 


pal p=9 | =(5pAg) 


LA 1|1 1 1I]O10l1 


00 opl|jo 11000 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


=  Contraargumentación proporcionada por el contramodelo /..: Siyo no lo digo es ver- 
dadera la premisa pues ésta consiste en la implicación que tiene por antecedente el 
yo decirlo; por otra parte, es falsa la conclusión ya que ésta consiste en la conjunción 


de yo no decirlo y tú sí decirlo, pero el segundo conjunto es falso ya que tú no lo dices. 


=  Contraargumentación proporcionada por el contramodelo /,,: Si yo lo digo y tú lo 
dices, es verdadera la premisa pues ésta consiste en la implicación que tiene por an- 
tecedente el yo decirlo y por consecuente el tú decirlo; por otra parte, es falsa la con- 


clusión ya que ésta consiste en la conjunción de yo no decirlo y tú sí decirlo, pero el 


primer conjunto es falso ya que yo sí lo digo. 
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Ejemplo 151 


«Que vayamos a la vez es un absurdo, por tanto no vas tú o voy yo». 


Resolución. 
O. Argumento (A): Si tú vas y yo voy, entonces se tiene una contradicción. Luego, si tú vas, 
entonces yo voy. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 


siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 
A = vas tú; B = voy yo. 


= Esquema argumental: 


Si se supone A y B, se sigue una contradicción. 


Se sigue que si se supone A, se sigue B. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas d = [p.) = [AMB = 1), con una única 
premisa, y la conclusión y, a saber, A — B. La fórmula correspondiente a A en 
lógica de juntores es (AA B => 1) > (A > B). Llamémosla A. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica [p.) F y. Refutar 


[p.) E y es demostrar que do A 1 es una fórmula válida. 


Correspondiendo a dicha estructura, definimos T =  [d.) U [ay] = 
[AAB= 1,=(A > B)). Estudiemos si existe una refutación para T, esto es, 
si la tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol de refuta- 


ción, para I”. 
II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 
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III. 


IV. 


lo.](AAB=> 1 Ve es 
[1] | (A= B) | FCo Vs 


Nota.— VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; FC < False- 
dad de la conjunción; FI < Falsedad de la implicación; VI 5 Verdad de la implica- 
ción. 

Demostración de que es un árbol terminado. 


Este árbol tiene un tronco, po = [AAB => 1,=(4= B)) y tres ramas: pp, = 
Po UTA, 2B,3(AAB), Ap; p. = poUÍA,7B,3(AAB),2B) y ps = poU 
14,-B, 1). 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa. En efecto: 


o. porunlado, p, y pp, son ramas insatisfactibles, pues p, incluye una variable y su 


negación: Ay A y py incluye a la contradicción _; 


1.  porotro, p, es una rama satisfactible, aunque completa:en p,estiAAB= Ll, 
estando también (4 A B), está = (A => B), estando también A y B y está 
(AMB), estando también 4. 


Demostración de la validez o no de A. 


Como existen ramas satisfactibles, este árbol terminado es satisfactible, por lo tanto, 
no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), 
de AAB => L,nose deduce A => B, esto es, el argumento Á no es válido e, igual- 


mente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 


3. Identificación de los modelos para U' que proporcionan las ramas satisfactibles. 
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Al ser p, satisfactible, proporciona un modelo para I', concretamente, (A) = 1, /1(B) =0, 
abreviadamente, /;o. 


4. Demostración de que los modelos lo son para l. 


No es difícil demostrar que /,, es un modelo para 1”; para ello, estudiemos las valoraciones 
de verdad de las fórmulas de I' con dicha interpretación: 

t y | (tAy)J> | = (t => y) 

10| 1oo|ijo E 100 


Ss. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


Hemos hallado una refutación para la afirmación propuesta, puesto que si sucede que si 
vas tú pero no voy yo, no se satisface dicha afirmación. En efecto: 


=  Contraargumentación proporcionada por /,/: Si tú vas y yo no voy, es verdadera la 
premisa pues ésta es la implicación que tiene por antecedente la conjunción de ir 
tú y yo, y ser ésta falsa por no ir yo; por otra parte, es falsa la conclusión ya que ésta 
consiste en laimplicación de antecedente ir tú (verdadero) y consecuente ir yo (falso). 


Con el ánimo de reflejar cómo aparecen las TA/S en otros textos, vemos en los siguientes dos 
ejemplos una variante de su representación. Ésta es, por ejemplo, la utilizada por HODGESs [91]. Por 
otro lado, la observación 3.3.13 (p. 289 de esta edición) muestra una representación algo anterior en 
el tiempo, que quizás ilustre nuestro entendimiento del porqué del nombre de tabla. 


Ejemplo 152 


«Sabemos que Cala viene siempre que viene Abigail. También sabemos que Cala 
viene si viene Balbina. Y nos han dicho que es seguro que una de las dos, Abigail o Balbina, 
va a venir. Así que también es seguro que Cala vendrá». 


[EFE 29.6.2018:1]. 


Resolución. En el ejemplo 131 (p. 220 de esta edición) resolvimos esta argumentación por 
reducción al absurdo. 


o.  Endicho ejemplo resolvimos los apartados O y 1 que aquí se piden, esto es, allí: o.*, halla- 


y  moselargumento Á correspondiente; 1.*, propusimos su formalización (variables propo- 
E 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


3.3. Tablas analíticas/semánticas 284 


sicionales, esquema argumental y forma lógica) en lógica de juntores; 2.*, identificamos 
el conjunto de premisas 9 = (do, d,, P,) =1A => C,B => C,AV Bj y la conclusión y, 
a saber, C, y 3.*, sugerimos la forma lógica en lógica de juntores para A, que resultó ser 
(A>OMB=>C)M(AVB)> C. 


Ahora queremos resolver A mediante TA/S, utilizando ésta para dilucidar si C es conse- 
cuencia lógica de (A > C,B => C,AV Bj), estoes,silA > C,B=> C,AVB]jEC. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica [Qo, b1, P,) E y. Re- 


futar (do, H1, P,) F Y es demostrar que do AQ, A, A =p es una fórmula válida. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos T = (do, 1, p.) U 
oy) = [4> C,B=>C,AV B, -C]. Estudiemos si existe una refutación para 
TP, esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol 
de refutación, para I. 


11. Construcción anotada del árbol semántico. 


Sea el árbol: 


O, A=C VPr Ys 
Te B=C VPr Y, 
Za AVB VPr Y, 
3 =C FCo 
4 =A C VI1 
5. B C 159) VI2 
6. A B S VD 3 
S S 


Nota. —VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; VI 5 Verdad 


de la implicación; VD < Verdad de la disyunción. 
III. Demostración de que es un árbol terminado. 


El tronco (conjunto de nodos iniciales comunes) po de este árbol es p. = [A => 
C,B=>C,AV B,-C] y sus cuatro ramas son: 
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p,= po U(A,B,A), ps, = po ULA, C), 
p.= Po UL-A,B, B), py =poU(Cj. 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible al existir en cada una de 


ellas al menos una variable y su negación: Ay A en p,;By=Ben p,, y Cy "Cen p, 


y Ps: 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como todas las ramas son insatisfactibles, este árbol terminado es insatisfactible, 
por lo que hemos demostrado que I' es un conjunto insatisfactible de fórmulas, en 
otras palabras, hemos encontrado una refutación para TP, esto es, para [Qo, 1, Pp, U 
[=43, lo cual, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), sabemos que es equivalente 
a que [do, d,, P,) E y, es decir, a que do A $, A , — y sea una fórmula válida, 
en otras palabras, a que A sea válido el argumento A e, igualmente, sea válida la 


argumentación correspondiente. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1”). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Ejemplo 153 


Una aplicación contiene dos tipos de componentes software, las correctas (se sabe 
que están libres de errores) y las incorrectas (se sabe que no están libres de errores). Toda 
componente de la aplicación es de alguno de los dos tipos. La aplicación ha fallado. El 
análisis de la situación arroja lo siguiente: 0.*, sólo se sospecha de tres componentes, A, 
B y C y se sabe que al menos una es incorrecta; 1.%, de ser A incorrecta, nunca podría 
fallar en solitario, fallaría junto al menos a otra componente, y 2.*, C es una componente 
correcta. Con estos datos, el personal investigador concluyó que B y C eran componentes 


correctas. 


[EFE 7.7.2017:9]. Cfr. [62] 4.5 Mafia, Mafia(2) Robo de archivos (p. 101). 


Resolución. 

O. Argumento (A): Aes una componente incorrecta o B es una componente incorrecta o C es 
una componente incorrecta. Si Aes una componente incorrecta, entonces B es una com- 
ponente incorrecta o C es una componente incorrecta. C no es una componente incorrec- 


ta. Luego, B no es una componente incorrecta y Cno es una componente incorrecta. 
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1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales: 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las componentes software, sean 


tres las variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


A <= Aes una componente incorrecta; 
B= Bes una componente incorrecta; 


C <= Ces una componente incorrecta. 


= Esquema argumental: 


SetieneAoBoC. 
Si se supone A, se sigue Bo C. 


Se tiene no C. 


Se sigue no By no C. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Dd = [do 1,9.) = [(AVB)VC,A => 
(Bv C), =C) y la conclusión y, a saber, ABAC. 


La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es (AVBVCU)A(A=(Bv 
C))AC => BAC. Llamémosla A. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de 4 con la deducción semántica (do, Y, Pz, Pz) E Y. 
Refutar [QDo, 1, Pz, P,) F y es demostrar que HA ,Ap,A ¿Ay es una fórmula 
válida. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos l' = (o, d1, Pa, Pz) U 
l24) =((AVB)VC,A> (Bv C),=C, B V C]. Estudiemos si existe una refu- 
tación para I', esto es, si la tabla semántica (el árbol para ) es un árbol insatisfactible, 
un árbol de refutación, para [”. 


11. Construcción anotada del árbol semántico. 


El árbol semántico es 
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(AV B) v C VPr ViVe 
A=(BvC) VPr Y, 
=C VPr 
A BvVC Vli Y, 
AVEB C B C VDo;VD4 Ys 
A B 5) AVEB C S VD5;¡VDo Y, 
S B C A B S VD 3;VD 6 
S B C B C VD 3 
S S 


Nota.— El punto y coma separa lo aplicado en los dos subárboles de raíces respec- 


tivas A y B V C. Los acrónimos utilizados son: VPr < Verdad de la premisa; FCo 


<= Falsedad de la conclusión; VI < Verdad de la implicación; VD < Verdad de la 


disyunción. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 


Este árbol tiene un tronco po (el conjunto de nodos iniciales comunes), 


po=H(AVB)VC,A=>(BvC)=C,BVvC), 


y diez ramas: 


P1= Po 
Pz = Po 
P3 = Po 
Pa = Po 
Ps = Po 


ULA, AV B,A), Ps =p U[BVC,B,AVB,A,C), 
ULA,AV B, B, B], p=poU[BVC,B,AV B, B, B], 
UL-=4,AV B,B,C), ps =p. U[BVC,B,AVB,B,C) 
ULA, CY, po. =poU[BVC,B,C], 
U[BVC,B,AVB,A, BJ], ps =p UITBYE Ch 


Es un árbol terminado, pues, por un lado, las ramas p,, 03, Pa, Po, Ps, Ps Y Pro, SON 


insatisfactibles al existir en cada una de ellas al menos una variable y su negación: 


= Ay-Aenp,y 


= Cy-CenQp;, 4 Pe, Ps, Ps Y Pro 
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Por otro, las ramas p,, os y pp, son satisfactibles pero completas; en efecto, 


= p,escompleta porque: respecto de (AV B)VC, el disyunto AV B es un elemento 
de p,;respectode A > (BV C), el disyunto A es un elemento de p,, y respecto 
de B V C, el disyunto B es un elemento de p,; 


"=  p¿escompleta porque: respecto de (AV B)VC, el disyunto AV B es un elemento 
de p:; respecto de A => (B V C), el disyunto B V C es un elemento de ps, y 
respecto de B V C, el disyunto B es un elemento de p:; 


= p,escompleta porque: respecto de (AV B)VC, el disyunto AV B es un elemento 
de p,; respecto de A > (B V C), el disyunto B V C es un elemento de p,, y 
respecto de B V C, el disyunto B es un elemento de p,. 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como existen ramas satisfactibles, este árbol terminado es satisfactible, por lo tanto, 
no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), 
de(AVBVO)M(A => (Bv C)) A=C,no se deduce BAC, esto es, el argumento 


A no es válido e, igualmente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 

3. Identificación de los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 

Los modelos proporcionados por las ramas satisfactibles son los siguientes: 

= p,proporciona el modelo 010, esto es ly (A) = 0, loa B) = 1, lao C) = 0; 

= psproporciona el modelo 110, esto es hjo(A) = 1, lzo(B) = 1, lo [C) = 0; 

= p,proporciona los dos modelos anteriores. 

En definitiva, las interpretaciones lozo e ly son los únicos modelos para T. 
4. Demostración de que los modelos lo son para [. 


No es difícil demostrar que loso e ly son modelos para ['; para ello, estudiemos las valora- 


ciones de verdad de las fórmulas de I' con dichas interpretaciones: 


ABC |(AVB)VC | AS(BVC)|=C| BVC 
1 1 1 0: o Es 


110 1 ¡1/0 


010 011 1¡j0 0o/1| 110 1|O 1 ¡1/0 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


Contraargumentación constuida a partir de /,,0: Si Ay B son componentes incorrectas y 
Cno lo es, se satisface: por un lado, la disyunción de ser incorrectas las tres, por ser inco- 


rrectas A y B; por otro, la disyunción de ser B incorrecta y C no serlo —por satisfacerse 
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ambos disyuntos— y, por lo tanto, la implicación que tiene a esta disyunción de conse- 
cuente a ser A incorrecta de antecedente; por otro, C no es incorrecta, y, sin embargo, la 
conclusión no es cierta pues la conjunción de no ser B ni C componentes incorrectas no 


lo es al ser B una componente incorrecta. 


Contraargumentación constuida a partir de loo: Si Ay C no son componentes incorrectas 
y B sí lo es, se satisface: por un lado, la disyunción de ser incorrectas las tres, por ser inco- 
rrecta B; por otro, la implicación que tiene de antecedente ser A incorrecta es verdadera 
precisamente por no serlo A y ser falso dicho antecendente; por otro, C no esincorrecta, y, 


sin embargo, la conclusión no es cierta pues la conjunción de no ser B ni C componentes 


incorrectas no lo es al ser B una componente incorrecta. 


Observación 3.3.13.— Las primeras representaciones de TA/S eran del estilo de la siguiente (equi- 


valentes, en cualquier caso, al árbol semántico estudiado). 


OJ(AVB)VC VPr Vg9V 10 
A=>(BVC) VPr Vas 

2) =C VPr 

3) BV C FCO V 1617 V 18,19 Y 20,22 


4) A [VI 2] (5 BvcC (Mal Ys, 
8) AV B [VD] V 1213 (9) € [VD 1] | (6) B [VD5] (7) c [VD 5] 
12) A [VD8] | (13) B [VD8] (10) AV B [VD] Vias (11) Cc [VD 1] 

(16) B [VD3] | (7) € [VD3] (14) A [VD 10] (15) B [VD 10] 


(18) B [VD3] | (19) € [VD3] | (20)B [VD3] | (21) € [VD 3] 


Nota.— VPr < Verdad de la premisa; FCo <= Falsedad de la conclusión; VD < Verdad de la 


disyunción; VI < Verdad de la implicación. 


Observación 3.3.14.— Si hubiésemos formalizado X < X es una componente correcta, entonces 
la formalización del argumento hubiese sido (54 VB) V=C,A > (=BV=C)CEBAC. 


Observación 3.3.15.— Por hacer un símil en paralelo, las componentes correctas serían como las 
personas veraces (nunca fallan/mienten), las incorrectas como las personas normales (a veces fa- 
llan/mienten, a veces no) y las componentes fastidiadas como las personas falaces (siempre falla- 


n/mienten). 


$ 3.3.8 Software y algunos ejemplos más 


Existen artefactos en línea de utilización gratuita para hallar el árbol semántico —algunas per- 
sonas seguro que utilizaremos algunos de ellos en nuestra práctica profesional—. Como muestra, 


veamos la aplicación de los cuatro que destacamos a dos ejemplos de deducciones semánticas: 


L [(pAq)=r)j + p => (q > r) (ley de exportación); 
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IL. (A=SC,B=CAVB)EC. 
Dichos artefactos son, entre otros: 


O.  TheTruth Tree Solver””, que resuelve las deducciones anteriores, por ejemplo con las siguientes 


entradas respectivas: 
I. ((P and Q) then R) and not (P then (Q then R)); 
II. (A then C) and (((B then C) and (A or B)) and not C); 


1.  logic-rs?”', que resuelve las deducciones anteriores, por ejemplo con las siguientes entradas res- 


pectivas: 
IL (P£ 0) > R(enlalínea 1)... PD (Q > R) (enla línea 2); 


IT. (A > 0), (enlalíneaD, (B > C), (enlalínea 2), (A V B) (enla línea 3) y... C (enla línea 
4); 


2.  pytableaux”, que resuelve las deducciones anteriores, eligiendo CPL (Classical Predicate Logic), 


por ejemplo con las siguientes entradas respectivas: 
I. (A£B ) > C(enPD)yA > (B > C) (en O); 
II. A > C(enP1),B > C(enP2),A V C (en P3) y C (en C); 


3. Tree Proof Generator”, que resuelve las deducciones anteriores, por ejemplo con las siguientes 


entradas respectivas: 
I. (p and q) then r |= p then (q then r); 
II. (A then C) and (B then C) and (A or B) |= C. 
4. Logic Calculator?*. 


También existen comparativas de artefactos”, 


20 The Truth Tree Solver (http://www.formallogic.com/en/truth-tree-solver) (OgratisOA), de Gabriel LEMONDE- 
LABRECQUE (https: //github.com/gablem). 

2 logic-rs (https://ixjf.github.io/logic-rs/) (OgratisOA), de Pedro FANHA, alias ixjf (https: //github.com/ixj6. 

22 pytableaux (https://logic.dougowings.net/) (O0GNU Affero General Public License), de Doug OWINS; este artefacto 
permite además el estudio de creación nodo a nodo del árbol, con notificación de la regla utilizada en cada paso. 

23 Tree Proof Generator (https: //www.umsu.de/trees/) (OgratisOA), de Wolfgang SCHWARZ (https: //www.umsu.de/), 
sólo para árboles insatisfactibles (para los satisfactibles proporciona un contramodelo) (antes, estaba funcional el artefac- 
to https://www.umsu.de/logik/oldtrees/ que construía ambos tipos de tablas semánticas, insatisfactibles y satisfactibles). 

24 Logic Calculator —de Christian GOTTSCHALL (https://www.erpelstolz.at/christian/homepage-uk.html), en Gate- 
way to Logic (https://www.erpelstolz.at/gateway/)—, en su versión del lado del servidor, debemos elegir en el desplegable 
«Task to be performed» [Tarea para ser realizada], «Prove the proposition» [Demostrar la proposición], cuya sintaxis es- 
pecífica podemos consultar en https://www.erpelstolz.at/gateway//prover.html (si bien probablemente sea una buena 
idea volver a leer lo escrito sobre Logic Calculator en la observación 1.8.1 (p. 119 de esta edición) para recordar la sintaxis 
ya aprendida en su uso como generador de tablas de verdad). 

25 Por ejemplo, A feature comparison of free proof tree aka semantic tableau software (https://creativeandcriti- 
cal.net/prooftools/comparison-of-proof-tree-semantic-tableau-software) (ODominio Público Anticipado), por Laird 
SHAW (https://creativeandcritical. net/about-laird-shaw). 
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Asimismo pudiésemos haber escrito un programa en algún lenguaje de programación conve- 


niente o favorito, por ejemplo, logic-rs?* o Semantic Tableaux in Less than 90 Lines of Scala”. 


Los siguientes cuatro son ejemplos de utilización de los cuatro primeros artefactos anteriores, 
con motivo de que nos acostumbremos a las diferentes representaciones del árbol semántico que nos 


ofrecen. Quien lee es libre de utilizar el quinto artefacto. 


Ejemplo 154 


«Ningún equipo que participa es capaz nunca de entrenar durante tres meses. Nin- 
gún equipo que participa está seguro de estar bien preparado a menos que sea capaz de 
entrenar durante tres meses. Por tanto, si es un equipo que participa, entonces ni está 
seguro de su buena preparación ni es capaz de entrenar durante tres meses». 


[EFO 17.1.2022:1]. 


Resolución. 


O. Argumento. 
= Reescritura de la argumentación. 


Detengámonos un momento en la segunda oración. La declaración «No sucede X a 
menos que suceda Y» expresa la necesidad de que suceda Y para que suceda X, es 
decir, «Que suceda Y es condición necesaria para que suceda X>», en otras palabras, 


«Si X, entonces Y». 


Reescribimos la segunda oración en la forma «No sucede X a menos que suceda Y», 
esto es, así: «No puede tratarse de un equipo que participa y está seguro de su bue- 
na preparación, a menos que se trate de un equipo capaz de entrenar durante tres 


meses». 


Por lo comentado, volvemos a reescribirla, ahora en la forma «Si X, entonces Y », es 
decir, así: «Si se trata de un equipo que participa y está seguro de su buena prepara- 


ción, entonces se trata de un equipo capaz de entrenar durante tres meses». 


26 logic-rs, en GitHub (https://github.com/ixjf/logic-rs) (OgratisOA). 

27 Semantic Tableaux in Less than 90 Lines of Scala (http://voidmainargs.blogspot.com/2011/09/semantic-tableaux- 
in-less-than-90-lines.html) (OgratisOA), de voidmainargs (https: //www.blogger.com/profile/00911109433888554531), en 
void-main-args (http://voidmainargs.blogspot.com/). 
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= Argumento(A):Sise trata de un equipo que participa, entonces no se trata de un equi- 
po capaz de entrenar durante tres meses. Si se trata de un equipo que participa y está 
seguro de su buena preparación, entonces se trata de un equipo capaz de entrenar 
durante tres meses. Por tanto, si se trata de un equipo que participa, entonces ni se 


trata de un equipo seguro de su buena preparación ni se trata de un equipo capaz de 
entrenar durante tres meses. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 
siguientes funciones proposicionales y sus descripciones: 


P(s) <= ses un equipo que participa; 
Q(s) <= ses un equipo seguro de su buena preparación; 
R(s) <= ses un equipo capaz de entrenar durante tres meses. 


Como es habitual, para facilitar el cálculo lógico, sustituimos las funciones proposi- 


cionales P(s), Q(s) y R(s) por una sola letra p, q y r, respectivamente. 


= Esquema argumental: 


Si se supone p, se sigue ar. 


Si se supone p A q, se sigue r. 


Se sigue que si se supone p, sesigue 2q A ar. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Dd = [do H,) = [p = =r,(p A q) > 
rj, con una única premisa, y la conclusión y, a saber, p > (2q A ar). La fórmula 
correspondiente a A en lógica de juntores es (p > 25) A ((p A q) > 5r) > (p > 
(2q Aar)). Llamémosla A. 


2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 


I. Identificación del conjunto IT”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con ser (p > r) A ((pA q) = r) >= (p > 
(2q A ar)) una fórmula válida, esto es, con (p > r) A((p A q) = 5r) > (p > 


(q Aar)). RefutarF do Ad, => y es demostrar que do A , A 1 es una fórmula 
válida. 
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Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos T  =  [=(d. A 
Ah > Y) = ilo=>>5)A((pAq)>r)>(p>(=qA=1))) = 
[(p => -NA((pAq) => A-=(p => (q A ar))). Estudiemos si existe una refu- 
tación para I', esto es, si la tabla semántica (el árbol para ') es un árbol insatisfactible, 


un árbol de refutación, para I”. 
II. Construcción anotada del árbol semántico. 


Vemos el árbol generado por Truth Tree Solver en la figura 3.0 (p. 293 de esta edición). 


((p=>>0D) a ((p1q)>5)) A =(p> (794 >1)) Y premise 


l 
2. (p>>5) A ((p1q)>r) Y La 
3. (p>(7q 4 >1)) Y la 
4, p>>rY 2A 
S; (prq)>rY 2 A 
6. p 32 
7. (q A 71) Y 32> 
8 =p "Tr 4>s 
x SN 
9 Apr Y r S> 
a 
10 q Y =1 Y 7>A 
Pp q Pp q SA 
12 X q X r 10 >> 
X 


Figura 3.0.— Árbol semántico correspondiente a T' que genera el artefacto Truth Tree Solver 
con laentrada ((p then not r) and ((p and q) then r)) and not (p 
then (not q and not r)).La notación es la de BARKER-PLUMMER, BARWI- 
SE, ETCHEMENDY, LIU, MURRAY y PEASE [92]. 


Actividad 3.2 

Este artefacto utiliza otra notación para anotar el árbol; por un lado, enten- 
dámosla, por otro, anotémoslo convenientemente utilizando nuestra notación 
habitual. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 
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Este árbol tiene el tronco p, de nodos iniciales comunes, 


po=tlp >>) A((pAq)=>r)An(p > (59 Ar), (p => =5) A((p A q) = 1), 
lp = (59 A=r)),p = rn, (pAq) =r,ppoo(=q Ar), 


y las seis ramas: 


p=poU (pj, py =poU Lar, (p A q) 221, =pj, 
p.=poU Lar, (PA q)>=9,=pp  ps=pULar,2(PA q) 221,9, Fr), 
ps =poU Lar, (pAq).25q,79,9) ps=poUÍ>"r,r). 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible al existir en cada una de 


ellas al menos una variable y su negación: p y =p en ps, P2 Y P43 Y 7G €N p3,yr y ar 


en Ps Y Po: 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como todas las ramas son insatisfactibles, este árbol terminado es insatisfactible, 
por lo que hemos demostrado que l' es un conjunto insatisfactible de fórmulas, en 
otras palabras, hemos demostrado que existe una refutación para l' (traducido a Lo, 
para Y. AQ, A 24), lo cual, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), equivale a 
haber demostrado F do. A Q, = y, es decir, a que do Ad, => y sea una fórmula 
válida, en otras palabras, a que A sea válido el argumento A e, igualmente, sea válida 


la argumentación correspondiente. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1”). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Observación 3.3.16.— Cualquier proposición admite una pluralidad de expresiones lógicamente 
equivalentes. Está en su naturaleza, una proposición es una clase de equivalencia de oraciones 
declarativas. Por ejemplo, insistiendo en la segunda premisa, podríamos reescribirla también en la 
forma «Si se trata de un equipo que participa y no se trata de un equipo capaz de entrenar durante 
tres meses, entonces no se trata de un equipo seguro de su buena preparación», que con esta 
formalización es «Si se supone p A ar, se sigue q» —seguramente menos sencilla de entender, 
aunque para convencernos, podríamos, por ejemplo, demostrar mediante una tabla de verdad 
que (p A q) > res lógicamente equivalente a (p A ar) > 2q—. Igualmente podríamos pensar en 


expresiones lógicamente equivalentes de las otras oraciones, por ejemplo, algunas de la primera 


premisa: p > rS-pV=q  A(pAr) S (p Ar) V =p. 
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Observación 3.3.17.— Aveces, es posible construir un razonamiento completo en breves líneas a 


partir del esquema argumental; por ejemplo, en el caso que nos ocupa: 


O., si se supone p, entonces se sigue ar [1.? premisa] (x); 
12, de ar se sigue =(p A q), esto es, =p V q (f) [2? premisa, contrapositiva y ley de De Morganl, 
22, de donde, como se supone p, no se sigue =p, por lo que de (f) se sigue =q (8); 


3.2, por (x) y (8), concluimos que si se supone p, se sigue 2q y ar. 


Ejemplo 155 


«Utilizaremos ambas componentes software sólo si aigual número de peticiones su 
capacidad de respuesta es la misma. Cuidado, insistimos, que el número de peticiones 
sea el mismo, no sólo que respondan por igual. Pero entonces, de todo lo anterior, se 


deduce que no es cierto que se vayan a utilizar ambas componentes». 


[EPF 14.5.2019:1b1]. 


Resolución. En el ejemplo 87 (p. 122 de esta edición) resolvimos esta argumentación por 
tablas de verdad. 


o. En dicho ejemplo resolvimos los apartados o y 1 que aquí se piden, esto es: 
= hallamos el argumento A correspondiente; 


=  propusimossu formalización (variables proposicionales, esquema argumental y for- 
ma lógica) en lógica de juntores; 


= identificamos el conjunto de premisas 9 = [do, d,) =1p => [q =r),q Ar)yla 


conclusión y, a saber, =p; 


= sugerimos la forma lógica en lógica de juntores para A, que resultó ser (p = (q = 
DH)AGAr=> =p. 


Ahora, en este ejemplo, nos preguntamos si (p > (q > r))AqAr > =p esuna fórmula 


válida, en otras palabras, si se satisface (p > (q => r)),q Ar E =p. 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica (do, p,) F Y. Refutar 


[do P1) E y es demostrar que do A bf, A 1) es una fórmula válida. 
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IT. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos T = (do, bp U LY) = 
[p = (q = r),q Ar, p). Estudiemos si existe una refutación para I, esto es, si la 
tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol de refutación, 


para I”. 
Construcción anotada del árbol semántico. 


Veamos el árbol generado por logic-rs en la figura 3.1 (p. 296 de esta edición). 


Y 1 (P>(Q>R) 


Y 2. (QER) 
Y 3. --P 
4. P (3, --) 
5. Q (2, €) 
6. R 2, 8) 
po 
7.-P (Q>R) (1,>) 
si ea 
8. -Q R (7, >) 
Xx 


Figura 3.1.— Árbol semántico correspondiente a T' que genera el artefacto logic-rs con la en- 


trada (P > (Q > R)), (enlalínead), (0 £ R), (enla línea 2) y P (en la línea 3 
) (el uso de las mayúsculas latinas es una imposición de logic-rs). La notación 
es la de LEPORE y CUMMING [93]. 


Actividad 3.3 

Este artefacto utiliza otra notación para anotar el árbol; por un lado, enten- 
dámosla, por otro, anotémoslo convenientemente utilizando nuestra notación 
habitual. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 


El tronco po de este árbol esp. = Lp > [q => MNA(qAr>=pp => (q > 
r),q Ar, q,r,p)h;tiene, además, tres ramas: 

pr =poU (pp; 

p.=poU[q = r,q); 

p,=poUÍ[q => r,rj. 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa. En efecto: 
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"=  porunlado, p, y p, son ramas insatisfactibles, al existir en cada una de ellas una 


variable y su negación: p y pen p,y q y qn p,; 
= porotro, pz, 


+  esuna rama satisfactible, ya que corresponde a un conjunto satisfactible 


de fbf, 


* también es una rama completa, en efecto, comprobemos que si una fbf 
conjuntiva (de tipo a) pertenece a p,, entonces también pertenecen a p, 
sus dos conjuntos y que si una fbf disyuntiva (de tipo f) pertenece a p,, 


entonces también pertenece a p, alguno de sus disyuntos: 


o  conrespectoala fbf conjuntiva =((p => (q => r))A(q Ar) = (5p)) 
(nodo 1), tanto (p => (q => r)) A(q A r) como (=p) pertenecen al 


tronco po (nodos 2 y 3, respectivamente) y por tanto, pertenecen a p»; 


o  conrespecto ala fbf conjuntiva (p > (q = r)) A (q A r) (nodo 2), 
tanto p > (q => r) como q A r pertenecen al tronco po (nodos 4 y 5, 


respectivamente) y por tanto, pertenecen a p»; 
o  conrespecto ala fbf conjuntiva ==p (nodo 3), p € po C py (nodo 8); 


o  conrespectoala fbf disyuntiva p > (q = r) (nodo 4), (q > r) € p, 
(nodo 10); 


o  conrespecto ala fbf conjuntiva q A r (nodo 5), tanto q como r perte- 


necen al tronco p, (nodos 6 y 7, respectivamente) y, por tanto, a pz; 


o finalmente, con respecto a la fbf disyuntiva q —> r (nodo 10), r E p, 
(nodo 12). 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como existe una rama satisfactible, p,, este árbol terminado es satisfactible, por lo 
tanto, no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta 
edición), de p > (q => r)y q Ar, no se deduce =p, esto es, el argumento Á no es 
válido e, igualmente, tampoco es válida la argumentación correspondiente. 


3. Identificación de los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 


Al ser p, una rama satisfactible, proporciona un modelo para I', a saber, 


Ip) =1,1(q)=1,Kr) =1 6.5) 
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o en formato abreviado l,,,. Y como es la única rama satisfactible, éste es el único modelo 
para [”. 


4. Demostración de que los modelos lo son para T. 


No es difícil demostrar que /,,, es un modelo para I'; para ello, estudiemos las valoraciones 


de verdad de las fórmulas de I' con dicha interpretación: 


p>(q>0n0|qnr p 
1111 |1d1 [bp 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 


De aquí que pueda refutarse A, ya que el hecho de que vayamos a utilizar ambas compo- 
nentes y que estas reciban igual número de peticiones cada una y que ambas respondan 
por igual, es suficiente para que se satisfaga las hipótesis y no se satisfaga la tesis y en 
definitiva, A no sea válido e, igualmente, tampoco sea válida la argumentación corres- 
pondiente. 


=  Contraargumentación proporcionada por l,,,: Si utilizamos ambas componentes softwa- 
re y si ambas componentes software reciben igual número de peticiones y ambas 
componentes software tienen la misma capacidad de respuesta, entonces: por una 
parte, se satisface la primera premisa pues se trata de implicaciones en las que los 
antecedentes y los consecuentes son verdaderos; por otra, se satisface la segunda 
premisa al ser la conjunción de satisfacerse que ambas componentes software re- 
ciben igual número de peticiones y que ambas tienen la misma capacidad de res- 
puesta; pero lo que no se satisface es la conclusión, a saber, que no utilizamos ambas 


componentes software, puesto que sí las utilizamos. 


Ejemplo 156 


«Este programa compilará siempre que hayamos declarado las variables. Eso sí, de- 
clararemos las variables precisamente si no se nos olvida hacerlo. Resulta que el progra- 


ma no ha compilado. Entonces es que hemos olvidado declarar las variables». 


Resolución. 

O. Argumento (A): Si hemos declarado las variables, entonces este programa compila. Si he- 
mos declarado las variables, entonces no olvidamos declarar las variables, y recíproca- 
mente. Este programa no ha compilado. Luego, olvidamos declarar las variables. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
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= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto unión del de todos los programas y del de 
todos los signos lingitísticos, consideramos las siguientes variables proposicionales 
y las proposiciones simples que representan (y tomándonos la licencia de designar a 
aquéllas como a éstas, con letras latinas mayúsculas): 


C <= este programa compila, 
D <= hemos declarado las variables, 


O = olvidamos declarar las variables. 


= Esquema argumental: 


Si se supone D, se sigue C. 
Si se supone D, se sigue no O, y recíprocamente. 
Se tiene no C.. 


Se sigue O. 
= Formalógica. 
Identificamos el conjunto de premisas d = [do P.,.) = [D => CID => 


20, =C) y la conclusión y, a saber, O. 


La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es 
(D>COA(Do-=0)A=C> 0. 


Llamémosla A. 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto IT”. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica [Qo, 1, P,) E y. Re- 


futar (do, H1, P,) F Y es demostrar que do AQ, A, A 1) es una fórmula válida. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos l = (do, db, pj U 
[24 =(D>C,q Ar, Do -50,=C,-=0). Estudiemos si existe una refutación 
para I', esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un 
árbol de refutación, para I. 


II. Construcción anotada del árbol semántico. 
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Veamos el árbol generado por pytableaux en la figura 3.2 (p. 300 de esta edición). 


DC 
D + E 
=C 
=E 


=D Cc 


=D E 


Figura 3.2.— Árbol semántico correspondiente a T' que genera el artefacto pytableaux con la 
entradaD > C(enPD),D% — E(enP2), C (en P3) y E (en C) (hemos sustituido 


O por E ya que O es una letra reservada en pytableaux). 


Actividad 3.4 
Este artefacto construye el árbol prácticamente sin anotar (sólo las marcas de 
ramas insatisfactibles); anotémoslo convenientemente. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 


Este árbol tiene el tronco po de nodos iniciales comunes, 
Po = 1D > C, Deo 0, =C, 50), 


y las tres ramas: 


pi = Po U[=D, 0]; 
p,= po U(D,=0, DJ; 


ps = po LLC). 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible al existir en cada una de 


ellas al menos una variable y su negación: 
= Oy-0enp;; 

= Dy-=Denp,,y 

= Cy-Ceng,. 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


301 3. De la semántica. II 


Como todas las ramas son insatisfactibles, este árbol terminado es insatisfactible, 
por lo que hemos demostrado que l' es un conjunto insatisfactible de fórmulas, en 
otras palabras, hemos encontrado una refutación para I', esto es, para 9 U [=p], 
lo cual, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), sabemos que es equivalente a que 
D E y, es decir, a que yy sea consecuencia lógica de P, en otras palabras, a que A sea 


un argumento válido e, igualmente, sea válida la argumentación correspondiente. 
3.  Noprocede (no hay ramas satisfactibles). 


4.  Noprocede (no hay modelos para 1). 


5.  Noprocede (no hay contraargumentaciones). 


Ejemplo 157 


«No lo haré si tú no lo haces también. Pero tú no lo harás, a menos que yo lo apruebe. 


Por tanto, lo haremos si yo lo apruebo». 


[AIC 10.4.2019:1]. 


Resolución. 


O. Argumento. 
= Reescritura de la argumentación. 


Comencemos reescribiendo la argumentación para intentar aclarar su significado 
además de para acercarlo a patrones más sencillos de traducción de los conectores 


de la lógica de juntores, identificando las premisas y la conclusión. 
Identificamos tres oraciones enunciativas: 


I. «nolo haré si tú no lo haces también» (O,), en la que identificamos «no lo haré» 
(O,.) =p) y «tú no lo haces» (O,;) (q), unidas por «si» (O,, si O,p), por lo que 


formalizamos O, como «si O,,, entonces O,¿»; 


II. «túnolo harás, a menos que yo lo apruebe» (O,), en la que identificamos «tú no 
lo harás» (O,.) y «yo lo apruebo» (O,,), unidas por «a menos que», por lo que 


formalizamos O, como «si no O,,, entonces O, ¿»; 


III. «lo haremos si yo lo apruebo» (O,), en la que identificamos «yo lo apruebo» (O) 
y «lo hagamos tú y yo» (O), formulando aquélla una condición suficiente para 
que se satisfaga ésta, que es por lo que formalizamos O, como «si O, , entonces 
Op». 
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= Argumento (A): Sitú nolo haces, entonces yo no lo hago. Si yo no lo apruebo, entonces 
tú no lo haces. Luego, si yo lo apruebo, entonces lo hacemos tú y yo. 


1. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el conjunto de todas las personas, consideramos las 


siguientes variables proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


p : «Yo lo hago», 
q : <Tú lo haces», 


r :<Yolo apruebo». 


= Estructura lógico-gramatical. 


Vista parcialmente a la hora de reescribir la argumentación. Con las variables ante- 
riores, formalizamos en el lenguaje de la lógica de juntores, lo concluido allí en 1, II 


y III, respectivamente, por:L, q > 2p;IL =r => =q,y0L,r > (pA q). 


= Esquema argumental: 


Si se supone no q, se sigue no p. 
Si se supone no r, se sigue no q, y recíprocamente. 


Se sigue que si se supone r, se sigue p y q. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Dd = [Qo, Hb) = [2q >= =p,r => q) y 
la conclusión y, a saber, r > (p A q). La fórmula correspondiente a A en lógica de 


juntores es (2q > 2p) A (ar > q) > (r => (p A q)). Llamémosla A. 
2. Demostración de la validez o no de A mediante la estrategia de árboles semánticos. 
I. Identificación del conjunto T. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla de esta sección (p. 254), 
identificamos la estructura de A con la deducción semántica [Qo, P,) E 4. Refutar 


[do P1) F y es demostrar que do A bp, A 21h es una fórmula válida. 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimos T = [Q., Pp U LY) = 


[q >= 2p,2r => 2q,2(r > (p A q))). Estudiemos si existe una refutación para 
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TP, esto es, si la tabla semántica (el árbol para 1) es un árbol insatisfactible, un árbol 
de refutación, para I. 


II. Construcción anotada del árbol semántico. 
Veamos el árbol generado por Tree Proof Generator en la figura 3.3 (p. 303 de esta edi- 
ción). 
(ap) (>=) >(1>(p1))) 
is not valid (24 nodes, 5 open branches): 


1. =((-9>=P)Ar>=q))>(1=(p1)) 
2. ((9>=P)a(=r>=9)) (1) 
3. (r=(paq) (1) 


4. (4>-=P) (2) 
5. (59) (2) 
6. r (3) 
7. APA). 
ERA $5 0 
10. =-q (4) Ap (6) 19. q (4) 20. =p (4) 
12 9,10) 16.5" 17196 290%) 2 51 (6) 23.4 6) 
13. 1 (5) 14. q (5) 18. r (16) e 24. r (22) 
15. r (13) x 


Figura 3.3.— Árbol semántico correspondiente a T' que genera el artefacto Tree Proof Ge- 
nerator (versión oldtrees) con la entrada ((1lnot q Yto Ylnot p) Wwedge 
(Ylnot r Xto Ylnot q)) 1to (r Ito (p Iwedge q)). 


Actividad 3.5 
Este artefacto construye el árbol con una anotación incompleta; anotémoslo 
convenientemente. 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 


El tronco p, de este árbol es po = L2((2q >= =p) A (ar > q) > [(r => (pA 
q). (29 => >p)Mor => 2q), (1 = (pAq)),2q = >2p,2r = >q,r,(pAq)) 
y sus siete ramas son: 


p=poU([=p,q.rjJ, ps = poU([=q, q), 
p. = poU (=p, q,=9), Ps =poU([=q,=p,rj, 
Ps =PoU (=p, =p, rj, Pp, =poU (q,=p,q). 


P4=PoU[2p, =p, >), 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa. En efecto: 
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"=  porunlado, p, y ps son ramas insatisfactibles, al existir en cada una de ellas una 
variable y su negación: q (nodos 12 en p, y 21 en ps) y q (nodos 14 en p, y 9 en 


Ps) pertenecen a p, y ps; 
" POrotro, p;, 3, Pa, Ps Y P, SON ramas satisfactibles, pero completas: 


*  conrespectoa(=q > =p)A(=r => 2q),tanto q => =pcomo =r => q 


forman parte del tronco po y por tanto, pertenecen a todas las ramas; 


*  conrespectoa=(r => (p A q)), tanto r como =(p A q) forman parte del 


tronco po y por tanto, pertenecen a todas las ramas; 
*  Conrespectoa q > 7p,7p pertenece a las cinco ramas; 


*  Cconrespectoar => q, r pertenece a p, y a 3 y q pertenece a py, Ps Y 


a pr 
* finalmente, con respecto a =(p A q), =p pertenece a las cinco ramas. 
IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como existen ramas satisfactibles (cinco, para ser exactos: ;, 03, P4, Ps Y PP), este 
árbol terminado es satisfactible, por lo tanto, no existe una refutación para I', por 
lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de esta edición), de q => py 3r => q, no se 
deduce r => (p A q), de donde, el argumento A no es válido e, igualmente, no es 


válida la argumentación correspondiente. 
3. Identificación de los modelos que proporcionan las ramas satisfactibles. 


Al ser p,, P3, Pa, Pé Y p, ramas satisfactibles, proporcionan modelos para el conjunto de 
fórmulas bien formadas T', a saber: 


=  p,proporciona:/(p)=0,/(q)=1el(r) = 1; 
= p,proporciona dos modelos: 

«“. Mp)=0,10)=061(1)=1 

« Hp =0 Hg) =1e ll) =k5 
=  paproporciona:1(p)=0,1q)=0e Hr) =1; 
= p¿proporciona: !(p)=0,!(q) =0el(r) = 1; 
= p,proporciona: l(p)=0,!l(q)=0el(r) =1. 


En definitiva, hay dos modelos para 1”: 
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o. I(p)=0,!(q)=1el(r) = 1, abreviadamente, lo, (proporcionado por p, y ps), y 


1. I(p)=0,!I(q)=0el(r) = 1, abreviadamente loo, (proporcionado por p,, Ps, Ps Y 


4. Demostración de que los modelos lo son para 1”. 


No es difícil demostrar que lo;, € loo, son modelos para I'; para ello, estudiemos las valora- 


ciones de verdad de las fórmulas de I' con dichas interpretaciones: 


par =q>>p ar>5“q 2(r=>(pAq) 
O1l o1jl¡10 O1|¡|1ljo 1 110 00 1 


001 1Of|l|10 01 1|10 110 000 


5. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 
Es posible elaborar contraargumentos y contraargumentaciones: 
=  /¿ proporciona: 


*  Contraargumento: Si yo no lo hago y tú sí lo haces y yo lo apruebo, entonces: por 
una parte, se satisface la primera premisa pues se trata de una implicación con 
antecedente (tú no lo haces) falso ya que tú sí lo haces; por otra, se satisface la 
segunda premisa por un motivo similar, el antecedente (yo no lo apruebo) de la 
implicación es falso puesto que sí lo apruebo; pero lo que no se satisface es la 
conclusión, ya que se trata de una implicación falsa ya que su antecedente (yo lo 
apruebo) es verdadero y su consecuente (yo lo hago y tú lo haces) es falso puesto 


que yo no lo hago. 


*  Contraargumentación: Que yo lo apruebe y tú lo hayas hecho pero yo no, es sufi- 
ciente para que no se satisfaga el argumento, pues aunque lo he aprobado no es 
cierto que tú lo hayas hecho y yo también. 


= loo proporciona: 


*  Contraargumento: Siyo no lo hago y tú no lo haces y yo lo apruebo, entonces: por 
una parte, se satisface la primera premisa pues se trata de una implicación con 
antecedente (tú no lo haces) verdadero y consecuente (yo no lo hago) verdadero; 
por otra, se satisface la segunda premisa ya que el antecedente (yo no lo aprue- 
bo) de la implicación es falso puesto que sílo apruebo; pero lo que no se satisface 
es la conclusión, ya que se trata de una implicación falsa ya que su antecedente 
(yo lo apruebo) es verdadero y su consecuente (yo lo hago y tú lo haces) es falso 
puesto que yo no lo hago ni tú lo haces. 
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*  Contraargumentación: Que yo lo apruebe pero ni tú ni yo lo hayamos hecho, es 
suficiente para que no se satisfaga el argumento, pues aunque lo he aprobado 


no es cierto que tú lo hayas hecho y yo también. 


Ejemplo 158 


La matemática explica el universo por ser éste matemático o por ser matemática la 
expresión de suexistencia. Silo explica por ser matemático, entonces toda emergencia es 
pura reducción, siendo cualquier razonamiento mera intuición. En cambio, si tal expli- 
cación es por ser matemática la expresión de su existencia, no toda emergencia es pura 
reducción, existiendo además razonamientos no intuitivos. La matemática hace de to- 
da emergencia pura reducción, a no ser que cualquier razonamiento sea mera intuición. 
Por lo tanto, no es cierto que la matemática haga de toda emergencia pura reducción sólo 


si existen razonamientos no intuitivos. 


Resolución. (Inicio). 


Argumento (A): La matemática explica el universo por ser éste matemático o la matemática 
explica el universo por ser matemática la expresión de su existencia o ambas cosas. Si 
la matemática explica el universo por ser éste matemático, entonces la matemática hace 
que toda emergencia sea pura reducción y que no existan razonamientos no intuitivos. 
Si la matemática explica el universo por ser matemática la expresión de su existencia, 
entonces la matemática hace que no toda emergencia sea pura reducción y la matemática 
hace que existan razonamientos no intuitivos. Es falso que la matemática no haga que 
toda emergencia sea pura reducción y simultáneamente haga que existan razonamientos 
no intuitivos. Por lo tanto, es falso que la matemática haga que toda emergencia es pura 


reducción sólo si hace que existan razonamientos no intuitivos. 
Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Siendo el universo de discurso el universo, consideramos las siguientes variables 


proposicionales y las proposiciones simples que representan: 


p = la matemática explica el universo por ser éste matemático; 


306 


q = la matemática explica el universo por ser matemática la expresión de su existencia; 


r 5 la matemática hace que toda emergencia sea pura reducción; 


s 5 la matemática hace que existan razonamientos no intuitivos. 
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= Esquema argumental: 


Se tiene po q. 
Si se supone p, se sigue r y nos. 
Si se supone q, se sigue nor ys. 


Se tiene la falsedad de la conjunción de no r y s. 


Se sigue la falsedad de que si se supone r, se sigue la falsedad de no s. 


= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas 9 = [do 1, 92,93) = lp Vq)p => "rA 
28, q >rAs,2(2r As)) y la conclusión y, a saber, =(r => 2558). 


La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es 
(BYqrAlp =rAasjitg => =P As] AalSr Ns) (tr = ==8). 


Llamémosla A. 


2,— Continúa en la actividad 3.19 (p. 310 de esta edición). 


$ 3.4 Propuesta de actividades 


Proponemos las cuestiones aquí agrupadas como entrenadoras de la estrategia de tablas analí- 
ticas/semánticas. Sin embargo, sería un buen trabajo aplicar tanto las diferentes estrategias estudia- 
das hasta este momento como las que están aún por conocer. Es por esto que deberíamos volver aquí 


durante el estudio futuro. 


Actividad 3.6 
Utilizando TA/S demostremos que la siguiente es una fórmula válida —es el llamado praeclarum 
theorema [teorema espléndido] por LEIBNIZ—. 


($H)MY=T) (HAYA). 


Aunque ya hemos razonado diagramáticamente (cfr. supra ejemplo 90 [p. 130 de esta edi- 


ción])—, quienes gocemos de más inquietudes y tiempo para satisfacerlas podríamos aso- 
marnos aún más al razonamiento diagramático y ver una demostración del teorema esplén- 
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dido —allí llamado «brillante»— mediante los gráficos existenciales alfa de PEIRCE (vid. v. gr. 
https://es.wikipedia.org/wiki/Razonamiento_diagramático). 


Actividad 3.7 
Utilizando TA/S demostremos que la siguiente es una fórmula válida —es el dilema construc- 
tivo complejo (DCC)—: 
(P=>x)MY =>) > (PV Yp=xV 7). 
Actividad 3.8 


Utilizando TA/S demostremos que las fórmulas recíprocas del teorema espléndido y del dilema 


constructivo complejo no son fórmulas válidas. 


Actividad 3.9 
Utilizando TA/S demostremos que ((p A Y) > 0) e (ExAdQ) => =4). 


Actividad 3.10 
Utilizando TA/S demostremos que (pd => (Y V 0) e ((d A=Y) = x). 


Para todas y cada una de las afirmaciones o situaciones que proporcionan las siguientes activi- 
dades, hagamos lo mismo que en $ 3.3.7 (p. 253 de esta edición). 


Actividad 3.11 
«Dadas dos situaciones, del hecho de que ocurran ambas, siempre es posible inferir que ocurre 
alguna de ellas». 


Actividad 3.12 

«Lo hacen quienes piensan así y quienes trabajan allí. Aunque, en realidad, quienes trabajan 
allí lo hacen siempre que lo hacen quienes leen estas líneas. Por tanto, no es cierto que quienes 
piensan así lo hagan siempre que lo hagan quienes trabajan allí». 
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Actividad 3.13 

«El CIA (coeficiente de inteligencia artificial) permanece constante sólo si se incrementa la 
creatividad humana o no emerge la consciencia artificial. La creatividad humana crece a menos 
que las inteligencias artificiales consigan manipular al ser humano. Si el CIA permanece cons- 
tante y las inteligencias artificiales consiguen manipular al ser humano, emerge la consciencia 


artificial. Por lo tanto, se incrementa la creatividad humana». 


[PEP 14.4.2023:1]. 


Actividad 3.14 

«Si el hecho de que un gobierno tome unas medidas económicas arbitrarias y a la vez debili- 
te los pilares fundamentales de la sociedad implica contradicciones sociales (por ejemplo, que 
dicho gobierno, elegido por la ciudadanía, no considere las demandas de la ciudadanía duran- 
te su legislatura), se deduce que caso de que un gobierno aplique unas medidas económicas 


arbitrarias debe reforzar los pilares fundamentales de la sociedad». 


Actividad 3.15 

«Esta normativa será aprobada en esta sesión precisamente si es apoyada por la mayoría. Se 
sabe a ciencia cierta que o es apoyada por la mayoría o el equipo de gobierno se opone a ella, 
pero no ambas cosas. Si el equipo de gobierno se opone a ella, será propuesta para su revisión. 
Por tanto, o esta normativa será aprobada en esta sesión o será propuesta para su revisión o 


puede que ambas cosas». 


Actividad 3.16 
«Yo dije que si había agua en la charca y estaba limpia, bebería de la charca y que si no estaba 
limpia el agua de la charca, bebería de la cantimplora. Así que, si no bebí ni de la charca ni de la 


cantimplora es que no había agua en la charca». 


Actividad 3.17 

«Los partidos políticos podrían trabajar conjuntamente para mayor provecho social, al menos 
durante un cierto tiempo, si se fundamentasen en la justicia, en la bondad y en la satisfacción 
comunitaria. Pero para que eso ocurriese, haría falta una educación que favoreciese lo comuni- 
tario, una experiencia comunitaria prepolítica y una emancipación con respecto ala individua- 
lidad y al egoismo. Ahora bien, estos mismos factores que son los que permitirían la existencia 
de partidos políticos que trabajasen conjuntamente para mayor provecho social, significan al 
propio tiempo su condena, su no necesidad. Luego, los partidos políticos no se fundamentan 


ni en la justicia ni en la bondad ni en la satisfacción comunitaria». 
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Actividad 3.18 

Año 3210. Tres robots antropomorfos, P, Q y R, están bajo sospecha de un robo. Tras la inves- 

tigación de la escena del delito, se ha determinado que: 

O. ninguna entidad más que P, Q y R están bajo sospecha y al menos uno de ellos tres es el 
responsable del robo; 

1. — losrobots P y R son indistinguibles a todos los efectos —tanto es así que en muchos cursos 
de introducción a la filosofía se les suele poner de contraejemplo de la identidad de los 
indiscernibles—, además, ni P ni R jamás hacen nada sin la compañía del otro; 

2.  elrobot Q, sin embargo, actúa siempre solo; 

3.  enelintervalo de tiempo que se ha estimado para el suceso, bien P bien R —no se sabe 
cuál debido a su indistinguibilidad—, fue visto en otro lugar. 

¿Qué podemos concluir razonadamente? ¿Podremos encontrar al culpable o culpables? ¿Quién 

o quiénes? Utilicemos TA/S para la resolución. 


Actividad 3.19 

Completemos la resolución del ejemplo 158 (p. 306 de esta edición). Como práctica, pudiésemos 

utilizar todos los artefactos estudiados en $ 3.3.8 (p. 289 de esta edición). Por ejemplo, con The 

Truth Tree Solver?*, con cualquiera de las siguientes entradas: 

I. not ((P or Q) and (P then (R and not S)) and (Q then (not R and S)) and 

not (not R and S) then not (R then not not S)); 

II. (P or 0) and (P then (R and not S)) and (Q then (not R and S)) and not 
(not R and S) abd not (not (R then not not S)). 


$ 3.5 Dela demostración 


Nos hemos enfrentado a argumentaciones con un doble propósito en mente, demostrar su va- 
lidez o su invalidez (refutarlas). En el primer caso, debemos verificarla y, por el momento, después 
de simplificada en argumento y de encontrado su esquema argumental, Premisas F Conclusión, y 
una vez traducido éste al lenguaje de la lógica de juntores, (Po A p, A... A pn) = Cc, podemos 
usar una o más de las estrategias de demostración estudiadas hasta el momento. No obstante, si 
lo que queremos es refutar la argumentación, debemos encontrar una contraargumentación. De 
nuevo, una vez la argumentación ha sido traducida al lenguaje de la lógica de juntores, pudiésemos 
aprovecharnos también de las tablas de verdad aunque ahora usándolas como estrategia de refuta- 
ción, centrándonos en el hecho de que estamos buscando una contraargumentación, cosa que va- 


mos a conseguir mediando un modelo para el conjunto I' formado por las premisas y la negación de 


28 The Truth Tree Solver (http://www.formallogic.com/en/truth-tree-solver) (OgratisOA), de Gabriel LeMoNDE- 
LABRECQUE (https://github.com/gablem). 
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la conclusión, = [Po,Px1,...,Pn, Cc), pues dicho modelo es precisamente un contramodelo para 


(Po AP1A... Apn) => c, contramodelo que nos permitirá construir una contraargumentación. 


Recordemos que una interpretación es una asignación de valores de verdad a las variables que 
participan en la formalización del argumento, que un modelo para una fórmula (fórmula bien for- 
mada, es decir, cualquier expresión en el lenguaje de la lógica que sea sintácticamente correcta) es 
cualquier interpretación que hace verdadera a la fórmula, y que un modelo para un conjunto de fór- 
mulas es cualquier interpretación que sea un modelo para todas las fórmulas del conjunto, diciéndose 


en este último caso que el conjunto es satisfactible (o también consistente o posible). 


Así, una argumentación no es válida si, y sólo si, la tabla de verdad de su correspondiente fórmu- 
la contiene al menos una interpretación que es un modelo para el conjunto formado por las premisas 
y la negación de la conclusión. Como podríamos haber cometido un error al construir la tabla de ver- 
dad, puede ser recomendable aplicar una estrategia adicional. Hemos visto varias de estas estrate- 
gias: tablas de verdad como estrategia de refutación, tablas de verdad para demostrar la consistencia, 
reducción al absurdo (RAA) —estas dos últimas esquemáticamente, en un cuadro de cuatro filas: o.*, 
la fórmula; 1.*, los valores de verdad (con una o más interpretaciones); 2.*, pasos, y 3.*, justificación 
de cada paso—, demostraciones por equivalencias, formas normales, dualidad, derivaciones/deduc- 


ciones formales/semánticas y tablas (árboles) analíticas/semánticas. 


En fin, nada nos salva de la posibilidad de cometer errores —de los que no lo olvidemos, se apren- 
de, o mejor dicho, errores, sin los que no se aprende—. Lo que parece indudable es que obtener la 
misma conclusión por dos caminos distintos, al menos, aparentemente aumenta la confianza en la 
solución (además de profundizar en el estudio y asimilación de tales caminos). 


De hecho, en cuanto las conozcamos, pudiésemos incorporar estrategias no necesariamente 
pertenecientes a la lógica. También habremos de tener en cuenta que no siempre tenemos por qué 
proporcionar una respuesta definitiva. Tengamos la seguridad de que la mayoría de quienes estu- 
dien nuestra respuesta nos agradecerán poder participar en la toma de decisión, además de que así 
les facilitamos poder entender los entresijos de la misma””. 


En fin, éstas han sido las primeras estrategias, métodos o técnicas de demostración. No olvi- 
demos, por ejemplo, que hemos trabajado ya con demostraciones por casos y que cualquier regla 
de inferencia admite el punto de vista de ser una estrategia de demostración: estrategia de modus po- 
nens, estrategia de modus tollens, estrategia del dilema, etc. Alolargo de estas páginas aprenderemos otras 
cuantas más. En el capítulo 7 (p. 412 y ss. de esta edición) presentamos y analizamos algunas, sin nin- 
gún ánimo de exhaustividad. 


Otros temas ligados a la argumentación y, por tanto, a la demostración, son los paralogismos y 
sus correspondientes en la lengua natural, las falacias —y entre éstas, los sofismas—, de los cuales 
estudiaremos algunos en el capítulo 8 (p. 438 y ss. de esta edición). Mencionaremos las paradojas, 


22 A modo de ejemplo, esta respuesta «multimodelo» sobre previsión de tiempo atmosférico: https://www.meteo- 
blue.com/es/tiempo/pronostico/multimodel/c%c3%a1ceres_espa%c3%b1a_2520611. 
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si bien escasamente, a pesar de ser de interés computacional actual conocer cómo las inteligencias 


artificiales tratan de reconocerlas o evitarlas. 


Temas pendientes para próximas ediciones son la construcción automática de argumentos (pense- 
mos en una de tales inteligencias «leyendo» una novela de intriga que fuese fabricando un argumen- 
to para concluir la resolución del misterio) y la reconstrucción de argumentos —tan útil en los procesos 
judiciales— y las interrelaciones, interdependencias o entrelazamientos entre la ética y la lógica?”. 


Ah, y no nos olvidemos del libro El juego de la lógica**, de Lewis CARROLL. 


39 Vid. v. gr. https://es.unesco.org/artificial-intelligence/ethics/cases. 
31 V1d. v. gr. https://archive.org/details/gameoflogicoocarruoft/mode/2up. 
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$3.6 Lógica combinacional 


A diferencia de la electrónica analógica en la que existen un número infinito de estados poten- 
ciales de información, la idea en electrónica digital es trabajar con un número finito de estados. Si 
se trabaja con dos estados, se representan por dos niveles de tensión —niveles lógicos—, bajo (lógi- 
ca negativa) y alto (lógica positiva), determinados en la práctica por rangos diferenciados de voltaje, 
empleándose para su estudio matemático como correspondientes los dígitos o y 1 y el concepto de bit 
—dígito binario—. De este modo, utilizando álgebra de Boole pueden realizarse operaciones com- 
plejas con las señales de entrada de forma mucho menos costosa que si de electrónica analógica se 


tratase. 


$ 3.6.0 Función booleana y circuito combinacional 


Definición 3.15.— Una función booleana es una función f : Z7 — Z,. 


Un circuito lógico implementa una función booleana, siendo la aridad n de ésta, el número de 
señales de entrada del circuito. Distinguimos entre circuitos combinacionales y circuitos secuenciales. En 
los primeros, la salida depende sólo de las señales de entrada -son circuitos sin memoria—, mien- 
tras que los segundos tienen en cuenta entradas previas —son circuitos con memoria—. La lógica 


combinacional estudia los primeros y la lógica secuencial los segundos. 


Un álgebra de Boole bivalorada suele denominarse álgebra combinacional o álgebra de conmuta- 
ción. Esta álgebra proporciona las herramientas básicas para el diseño lógico de sistemas digitales, 


en concreto de circuitos eléctricos combinacionales —también llamados circuitos de conmutación—. 


Fue Claude Shannon (1938) quien aplicó el cálculo lógico de juntores a la construcción de cir- 
cuitos eléctricos combinacionales basados en contactos —también llamados conmutadores o interrupto- 
res—. En un circuito combinacional, todos los contactos son dispositivos de dos estados, por ejemplo, 
interruptores abiertos o cerrados y transistores con voltajes de salida bajo o alto: cerrado (encendido), 
permitiendo el paso de corriente, 

_—hA 


y abierto (apagado), 


no permitiendo el paso de corriente. 


Suponemos que la corriente entra por la izquierda y se dirige hacia la derecha, por ejemplo, 


hacia una bombilla que se apagará, o encenderá según el estado de los contactos del circuito. 


Utilizando la notación ordinaria de lógica de juntores podremos aplicar el álgebra combinacional 
a los circuitos eléctricos combinacionales. Para ello se etiqueta cada contacto con una variable pro- 
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posicional de forma que el contacto x está abierto precisamente si la variable x es o y el contacto x 


está cerrado si, y sólo si, la variable x es 1. 


Resulta que es posible representar cada fórmula de la lógica de juntores mediante un circui- 
to eléctrico combinacional, representando cada enunciado atómico mediante un circuito de un solo 
conmutador de dos estados, encendido —pasa la corriente- y apagado —no pasa la corriente—, y 
cada juntor diádico mediante una red de circuitos con conexiones apropiadas, en serie o paralelo. 
Por ejemplo, la conjunción de dos fórmulas se representa por un circuito de dos conmutadores co- 


nectados en serie, en otras palabras, la conexión en serie de dos circuitos monoconmutador. 


Cada variable proposicional se representa por un interruptor, con dos posiciones: o, abierto y 
1, cerrado; la conexión en serie representa el juntor A y la conexión en paralelo, el juntor V; así, por 
ejemplo, un circuito que representa p A q —circuito AND— consiste en dos interruptores p y q co- 
nectados en serie, un circuito OR consiste en dos interruptores, p y q, conectados en paralelo y un 
circuito NOT es un circuito cerrado con un interruptor, p, que permite abrirlo. En los tres casos, la 
presión del interruptor representa la señal de entrada, mientras que el flujo de corriente por el cir- 
cuito, la señal de salida. Así, 


= el buferlógico se representa por un circuito con un solo contacto x, 


=  elinversorlógico se representa por un circuito con un solo contacto X, 


Xx 
E AA 


entendiendo que dicho contacto realiza una función inversa al contacto x del circuito corres- 


pondiente al buffer lógico, es decir, X estará abierto cuando x esté cerrado y viceversa; 


=  lasuma lógica se representa por un circuito con dos contactos conectados en paralelo, 


Xo 


circuito que permitirá el paso de corriente si, y sólo si, al menos uno de los contactos está cerra- 


do; 


=  elproducto lógico se representa por un circuito con dos contactos conectados en serie, 


Xo Xi 
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circuito que permitirá el paso de corriente si, y sólo si, sus dos contactos están cerrados. 


Suelen utilizarse tablas de verdad para expresar las salidas de los circuitos combinacionales. 


$ 3.6.1 Compuerta lógica 


Los circuitos combinacionales más elementales se conocen como compuertas/puertas lógicas y se 
corresponden con los juntores de la lógica dejuntores. Su notación es la que usamos en la diagramática 
combinacional a la que dedicamos esta sección. 


Cualquier función booleana puede ser reescrita como una expresión booleana respecto de una 
base de operadores booleanos, notémoslos [', LU, Mj o (”, +, -).. Esta expresión booleana proporciona 


una forma de implementar la función booleana con un circuito combinacional. 


En los siguientes apartados mostramos diez compuertas lógicas. En horizontal, de izquierda 
a derecha, aparecen la expresión en lógica de juntores, la expresión booleana, el nombre, la expre- 
sión algebraica combinacional y tabla de verdad y, finalmente, el diagrama combinacional según el 
estándar ANSI/IEEE Std 91/91a-1991”. 


$ 3.6.2 Compuertas lógicas monádicas 


Las compuertas buffer lógico e inversor lógico (NOT) corresponden a los juntores monádicos 
afirmación y negación, respectivamente. 


: XxX 2 
x x Buffer lógico Sí di 1 
oo 
Inversor lógico XX pas 
ES E z — e A 
NOT 10 
O1 


32 Cfr. v. gr. https://de.wikipedia.org/wiki/Logikgatter*Typen_von_Logikgattern_und_Symbolik para éste y otros es- 
tándares. 
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$ 3.6.3 Compuertas lógicas diádicas 


Corresponden, respectivamente, a los juntores diádicos disyuntor, contravaledor, conjuntor, 


implicador, desimplicador, equivaledor, incompatibilizador y negador conjunto. 


PO XoX¡(Xo + X 
Compuerta lógica ai A e ales 
Xo V Xi xo U Xx; 11 1 Xx, Y =*Xo 1 
OR 10 1 
ox 1 
oo| Oo 
E XoX1[Xo Y Xi X 
Compuerta lógica pen o A 
Mo LG LU 11| O de Yy =Xo.0X 
o XOR 1 
1O0| 1 
GI] 
O 
Led XA 
Compuerta lógica q A Xo a 
Xx AX xo Mx 11. 1 y o“ X1 
AND X1 
10 0 
61.9 
O) 
E XoX1X9 > X 
: Compuerta lógica ala io z Xo EA A 
x>Xx XUx 11 1 eS y 6% 
IMPLY 1 
10/09 
o1| 1 
oo 1 
al XoX1Xo * X 
,  Compuerta lógica in Xo ici 
XATXx XxNMx 11| 1 Xx, Y =*Xo0* Xi 
NIMPLY. ola 
01, O 
oO) 
do XoX11X9 > X 
— ., Compuerta lógica mai tc E Xo ii 
Xxx (xUx) 1 1 se o 1 
o XNOR 1 
10 O 
01, O 
oo 1 
Lo XoX1 Xo|x 
E a Compuerta lógica cit ls Xo y» 
Xo AX; Xo MX 11| O Xx y = Xo| Xi 
NAND co 3 
o1| 1 
oo| 1 
a xa llos 
a = Compuerta lógica 9x1 p%o lx Xo =6 ll 
Xo V Xi Xo U X; 11, O Y =*Xo y X 
NOR X1 
10| O 
91 0 
oo| 1 
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$ 3.6.4 Ejemplos de circuitos combinacionales 


Como hemos dicho, varias compuertas lógicas pueden combinarse conformando un circuito 
combinacional. En el siguiente ejemplo mostramos la función booleana LU, su reescritura como ex- 


presión booleana y como expresión algebraica combinacional y su representación como diagrama 


combinacional. 
Ejemplo 159 
La función booleana 
Ll Zi — 2 

(11,1) — O 

(1,0) km 1 

(0,1) — 1 

(0,0) — O 


O. puede reescribirse como la expresión booleana 


o E Z? _— Za, 


2 


ed) E GUA = (MATUS TA) 


1. puede reescribirse como la expresión algebraica combinacional 


5) : 72 > Za, 


2 


63 > XxXOxXx= (56 á X1) eN (5%) 


2. puede representarse con el diagrama combinacional 


Xo 


Xx Ox 
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Ejemplo 160 


¿Qué función booleana representa el siguiente circuito eléctrico combinacional? 


X1 
5 A. 
ye Xo 
x Xz 
ye 


Ejemplo 161 


Hallemos la tabla de verdad y un circuito que representen la función booleana 


f: Za —> l, 


(a Xi, 2) > y = Xo: Xx ES ba =F ZE 


Resolución. Aquí están: 


Xo XX Y =X. Xx +(x +2) 
1 1 1 1 
1 1 O 1 
1.0 1 1 
10.0 1 
o 1. 1 1 
o 1 0 O 
O 1 1 
O O 1 


$ 3.6.5 Minimización de un circuito combinacional 


Dada una función booleana, el objetivo es diseñar su computación mediante un circuito combi- 


nacional con el mínimo número de compuertas lógicas. 
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Lo estudiado en $ 3.0 (p. 230 de esta edición), en cuanto a simplificación de fórmulas tiene su uti- 
lidad aquí: simplificando la expresión de la función booleana en lógica de juntores, simplificaremos 


el circuito. 


Definición 3.16.— En analogía con la lógica de juntores, decimos que un conjunto de compuertas 
lógicas [c,, C,, ..., cx) es funcionalmente completo —que también llamamos base de compuertas lógicas— 
precisamente si para todo entero n y toda función booleana f : Z? —> Z, es posible construir un 


circuito combinacional que compute f usando sólo las compuertas Co, C;, ..., Ck. 


Sabemos que las bases de juntores monádicas son []) y [|]; pues sí, en efecto, sus correspon- 
dientes bases de compuertas lógicas son [NOR] y (NAND). 


De este modo, dependiendo de la naturaleza del material utilizado podría incluso reducirse a 
implementar el circuito únicamente con compuertas NOR o únicamente con compuertas NAND. Las 


expresiones en lógica de juntores estudiadas en el ejemplo 97 (p. 144 de esta edición), son de ayuda. 


$ 3.7 El álgebra de Boole de la lógica de juntores 


$ 3.7.0 El álgebra de conmutación como álgebra de Boole 


La suma lógica, el producto lógico y la complementación satisfacen unas determinadas propie- 
dades que confieren al álgebra de conmutación ([o, 1); +, -' ) de una estructura conocida como álgebra 
de Boole. 


Estas propiedades son las siguientes. 
La suma lógica y el producto lógico son operaciones 


= asociativas, es decir, para todo x, y, z de (o, 1), 
(x+ y) +2 =x-+ (y +2), 
(x-y):-2=x- (y :2), 
=  conmutativas, es decir, para todo x, y de [0,1], 
Xx+FY=y+X, 
xo y=y-X, 
=  quesatisfacen las leyes simplificativas la una respecto de la otra, es decir, paratodo x, y de (o, 1), 


x+(x-y)=x, 
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xo (+ y) =X, 


además, 


= son distributivas la una respecto de la otra, es decir, para todo x, y, z de [0,1], 


y, aún más, 


=  ambasposeen elemento neutro, o es la identidad de la suma y 1es la identidad del producto, esto 
es, paratodo xde [o0,1),0+x=xy1:x=x: 


o+o=0, O+1=1, 
1-0=0; 1 =L 

=  ytodoelemento tiene su complementario, esto es, para todo x de [0,1),x+x'=1yx+-x"=0: 
Oo+1=1, 1+0=1, 


O:0=0, 1:0=0. 


Decimos entonces que el álgebra de conmutación (fo, 1); +, -,/ ) del análisis de circuitos elec- 
trónicos combinacionales tiene estructura de álgebra de Boole o, simplemente, que es un álgebra de 
Boole. 


$ 3.7.1 La estructura de Álgebra de Boole 


En $ 17 (p. 738 de esta edición), estudiaremos estructuras algebraicas en mayor amplitud y posi- 
cionaremos en ese marco el álgebra de Boole”*. Baste en este punto, por razones de abstracción, que 
veamos tres definiciones de esta estructura algebraica. 


Consideramos un conjunto B y tres operaciones definidas en él, LU, N y ” (en el caso del álgebra 
de conmutación, la suma lógica es un ejemplar de LU, el producto lógico un ejemplar de N y la com- 
plementación un ejemplar de ”. 


= Definición como retículo distributivo y complementario. 


(B;U, M/) es un álgebra de Boole si, y sólo si, para cualesquiera x, y, z de B, 
o.” (B;L,M1,/) es un retículo, es decir, se satisfacen las leyes 


asociativas: » dell: (xUy)uUz=x0(yU0z), 


33 Cfr. $ 17.13.5 (p. 819 de esta edición). 
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* dell: Ag TZ=xXxMUNz): 
conmutativas: » dell: Ny=yUx 
* dell: ¿My =y TU 
simplificativas/ de absorción: » de LU respecto de Ml: UR =x%, 
*  deflrespecto dell: Muy 


1.2, (B;1,M1,/) es distributivo, es decir, se satisfacen (bastaría con que satisficiera una de las dos) 


las leyes 
distributivas: » deL respecto de Il: iz) = (Uy) eL): 
*  deflrespecto dell: Nniuz=(My)0(Fz) 


2.2, (B;11,11,/) es complementado (lo que supone ser acotado), es decir, satisface que existen los 


elementos neutros de U y M (acotado) y las leyes de complementación: 
neutros: »  Oeseldell: GLx=», 
+  1eselderl!l: iTx=x, 
complementación: existe x' de B, tal que 
. xUx=1, 
“AMO; 


= Definición de HUNTINGTON (1933). 


(B; LU) es un álgebra de Boole si, y sólo si, para cualesquiera x, y, z de B, 


O. *XUY=yLx, (Ll es conmutativa) 
L (RruUpNuosz=xiU(gUz, (U es asociativa) 
2 LU Uri =x (axioma de HUNTINGTON) 


Se define NM como operación derivada (también llamada operación de segundo orden), es decir, en fun- 


ción de las otras: x M y = (Xx U y?). 


= Definición de WOLFRAM (2002). 


(B; x) es un álgebra de Boole si, y sólo si, para cualesquiera x, y, z de B, 


(PBEAGIAZ) AÍXAUXAZ) AX) =2, 


definiéndose LI, NM y* como operaciones derivadas. 
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Observación 3.7.0.— En algunos textos suelen aparecer también en la definición de retículo las 
idempotencias x Lx = x y x Mx = x, sin embargo, no es necesario ya que, en realidad, es posible 
deducirlas de las leyes anteriores, en particular de las simplificativas. En efecto, veamos, por ejem- 
plo, cómo demostrar la primera. Sea y = xU x; entonces, xM y =xM(xU x) = x [simplificativa de MN 
en LU], de donde, xU x = x U (x M y) = x [simplificativa de U en M]. Demostraríamos la segunda de 


forma análoga. 


$ 3.7.2 Elálgebra de Boole de la lógica de juntores 


La cuaterna (Fo; A, V, 7) tiene estructura de álgebra de BOOLE, que por su definición como re- 
tículo distributivo y complementado**, siendo A, V y = las operaciones correspondientes NM, U y ' de 


la definición, respectivamente— significa que (Fo, A, V, =) 
o. esunretículo, o sea, satisface las propiedades 
=  conmutativas” de V y A en F,, esto es, para cualesquiera dp, yy de F, se satisface 


PVY=yV A, 
PAY=YAQO, 


=  asociativas* de V y N en F,, esto es, para cualesquiera dp, y, x de F, se satisface 


(PVUY)V x= PV (YV xo), 
(PAPYAX=PBM YA x), 


=  simplificativas”, de V respecto de A y de A respecto de V, esto es, para cualesquiera d, 


de Fo se satisface 


PV(YAGQ)= 0, 
PA(YV b) = 0; 


1.  esunretículo distributivo, esto es, satisface además las propiedades 


= distributivas”*, de V respecto de A y de A respecto de V, esto es, para cualesquiera q, Y, x 


de Fo se satisface 


HV(YWAX)=(9V Y) MPU), 
PNV) = (PY) VPN) 


34 Vid. supra definición 3.7.1 (p. 320 de esta edición). 

35 Cfr. supra teorema 10.7.1 (p. 476 de esta edición) y teorema 10.9.1 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 

36 Cfr. supra teorema 10.7.2 (p. 476 de esta edición) y teorema 10.9.2 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
37 Cfr. supra teorema 10.10.0 (p. 477 de esta edición) y teorema 10.10.1 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
38 Cfr. supra teorema 10.10.2 (p. 477 de esta edición) y teorema 10.10.3 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
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> 


es un retículo distributivo y complementado, o sea, satisface además que 


= esacotado, esto es, que existen los elementos neutros?” de V y A en Fo, esto es, para todo q 


de $ se satisface 
pvo=0, 
pA1=Q, 
= sesatisfacen las leyes de complementación*” para V y A en F,, esto es, para todo q de F, 


se satisface 


pV=p=1, 


HPDA=0=0. 


$ 3.8 Tres facetas de la semántica 


Aunque estas tres facetas de la semántica se exploran y utilizan profusamente a la hora de definir 
un lenguaje de programación —en el marco de la teoría de dominios—, no está de más proporcionar 


unas ligeras pinceladas en el contexto presente. 


Dependiendo del grado de abstracción y de la meta a conseguir, se distingue entre la semántica 


operacional, la semántica denotacional y la semántica axiomática. 


$ 3.8.0 Semántica operacional 


Definición 3.17.— Una semántica operacional (o sinónimamente, semántica intensional o semántica de 
paso pequeño) es un sistema de reescritura de términos más un conjunto de reglas de inferencia, llamadas 


reglas de reescritura, que establece de forma precisa cómo se produce un paso del cálculo. 


En el contexto de los lenguajes de programación esta semántica se centra en cómo se obtiene el 


resultado de un programa en una máquina abstracta concreta o genérica. 


En una semántica operacional el significado de una expresión sintáctica (una fórmula en el caso 
de la lógica) es la traza de los pasos de su procesamiento de acuerdo a unas reglas establecidas. Por 
ejemplo, dos fórmulas distintas y cuyas FND sean la misma, tienen diferente significado respecto 
de la misma semántica operacional ya que sus trazas serían las correspondientes secuencias de los 
respectivos pasos de sus correspondientes procesos de transformación en FND. Es habitual decir que 


tienen diferentes semánticas operacionales. 


39 Cfr. supra teorema 10.7.3 (p. 476 de esta edición) y teorema 10.9.3 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
40 Cfr. supra teorema 10.13.0 (p. 480 de esta edición) y teorema 10.13.1 (p. 480 de esta edición), respectivamente. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


3.8. Tres facetas de la semántica 324 


Ejemplo 162 


Definir una semántica operacional para el cálculo lógico conjuntivo de izquierda a 
derecha y obtener los significados de (oM1)A(IADy1A[(OAM1). 


Resolución. Por un momento, pensemos en los valores de verdad como números O y 1 y 
en A como el producto aritmético de naturales —en realidad, basta que lo consideremos en 
[o, 1) —. Para la aritmética del producto hay sólo una regla de reescritura, a saber, n'-n” E n, 
donde n es el producto de los números n' y n”; en otras palabras, el producto de dos números 
es un paso de cálculo. Pensemos ahora en (o, 1), en el operador A y en un cálculo arbitrario; la 
equivalente a la regla anteriores n'An” E n,conn = [n'A n”], es decir, n es el valor de verdad 
(n € [o,1)) de la operación A actuando sobre dos valores de verdad (n”, n” € [o,1)). 


Se proponen las reglas siguientes para producir el cálculo conjuntivo de izquierda a dere- 
cha. 
pro yey 
“HAYES FC NR AYENAY 


R,:¿nAn”en(nes[n An”) 


Obtención del significado de (9A1) A(1M1). 


Por Ro, net 
o0OAIFO 


(SADAADFOAGAD 


ahora, por R,, 
(MADE 


SAMADEDGA 


finalmente, por R,, 
oA1FHo(puesoes o A 1)); 


el significado de (9041) A (111) es sutraza, esto es, la secuencia de los estados de computación 
hasta obtener la respuesta o, es decir, ((90A1) A(141)0A (14 1),0A1). 


Obtención del significado de1 A (o A 1). 
Por R,, 


(oA1i) FO 
TAO ADELA" 


ahora, por R,, 
1A0F O (puesoes 1/1 0)); 


el significado de1 A (O A 1) es su traza, esto es, la secuencia de los estados de computación 


hasta obtener la respuesta o, es decir, (11 (01 1),11 0). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


325 3. De la semántica. II 


$ 3.8.1 Semántica denotacional 


En una semántica denotacional (o sinónimamente, semántica extensional) se asigna un signi- 
ficado matemático a la sintaxis, esto es, el significado de una fórmula es una función matemática, 


una relación. 


En el contexto de los lenguajes de programación esta semántica se centra en la función que 
computa un programa, en qué hace el programa sin ocuparse del cómo lo hace. 


Por ejemplo, dos fórmulas distintas y lógicamente equivalentes tienen la misma semántica de- 
notacional. Esto es así por lo siguiente: sean dos fórmulas distintas, ( y yy, ambas equivalentes lógica- 
mente y, por tanto, equivalentes a una tercera, d = x y Y = x;en este caso, lo realmente importante 
es que la relación entre dh y x es la misma que entre yy y x, esto es, igual pasaría si, por ejemplo, en 
vez de = fuese >. 


Ejemplo 163 


La semántica denotacional de la conjunción (considerando o y 1 fórmulas, a saber, 
l y T, respectivamente) es 


ie: F —: fo, 1) 
NS (A) =D 
pay == Y(PAY) =y(Y(p), Y(Y)), 


donde n € [0,1] e y esla función diádica y : [o,1) x [o,1) — fo, 1) que asocia a cada 
par de dígitos binarios su composición conjuntiva. Hallemos la semántica denotacional 
de(OA1A(LA TL): 


Resolución. Según la definición dada, la semántica denotacional de (0A1) A (111) es 


Y(oAD, Y(1A1)) 
y(Y(o), Y), y(Y(), Y(1))) 
y(o,1), y(1,1)) 


que, por cierto, nos informa de que la razón por la cual el significado de (oA 1) A (11 1)esoes 


porque el significado deoA 1esoyelde1A1es1. 


En definitiva, la semántica denotacional establece el significado de una fórmula en función de 
los significados de sus subfórmulas. 
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$ 3.8.2 Semántica axiomática 


En una semántica axiomática, el significado de una fórmula viene dado por una proposición 
lógica. Por ejemplo, p V =p y (=p A p) son dos semánticas axiomáticas de la tautología T. La se- 
mántica axiomática es adecuada para investigar propiedades directamente. 


Ejemplo 164 


Demostremos que (01) A (111): es-una-entidad-artificial —es decir, que satisface 
esta propiedad— en la semántica axiomática definida por: 
o.  n:es-una-entidad-artificial si, y sólo si, n = 0; 
1.  n:es-una-entidad-natural si, y sólo si, n = 1; 
pe 
2 y: Q donde R = es-una-entidad-natural si, y sólo si, P. = Q = es-una- 
PAY: R 
entidad-natural. 


Resolución. En efecto, así es según la derivación 


o: es-una-entidad-artificial 1: es-una-entidad-natural 
1: es-una-entidad-natural 1: es-una-entidad-natural 
o A 1: es-una-entidad-artificial 1 A 1: es-una-entidad-natural 


(oA1) A (14 1): es-una-entidad-artificial 


Observación 3.8.0.— En el caso de la semántica denotacional, de interesarnos demostrar una 
propiedad para un conjunto de fórmulas, la estrategia estándar de demostración sea la inducción 
estructural, mientras que en la semántica operacional, para demostrar una propiedad para la se- 
mántica definida podríamos utilizar la inducción débil o fuerte; aunque estudiaremos los tres tipos 
de inducción mencionados en 816 (p. 716 de esta edición), su aplicación en la semántica supera los 
objetivos de estas notas”. 


4 Cfr. v. gr. NIELSON y NIELSON [94]). 
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La 


CAPITULO 


De la lógica de primer orden 


—Pondré un examen parcial sorpresa de aquí a final de curso. 

María piensa: no puede ser el último día, porque no sería sorpresa; tampoco puede ser el penúl- 
timo, porque si no ha sido el antepenúltimo, como no puede ser el último, sabríamos que sería el 
penúltimo; y así sucesivamente, hasta mañana; en fin, que no puede poner un examen sorpresa 
ningún día de los que dice. 

Pasaron unos días. 

—Hola, ¡vamos con el examen que os dije! 

—Pero usted no puede poner el examen —dice María y le cuenta su argumentación. 

—Pues el hecho es que como no te lo esperabas, el examen de hoy es toda una sorpresa para ti (y 
para los demás), ¿verdad? 


(Acervo popular). 


Profundizamos en el análisis de las afirmaciones, pudiendo ahora distinguir ciertas 
cuantificaciones, esto es, pudiendo decir en algún sentido el número de entidades de 


una colectividad que satisfacen ciertas propiedades o relaciones. 


4.0 Ellenguaje £, dela lógica de primerorden ............. 331 
4.1 SemánticapalaL; .... o... . e... . .. . . . . . . . .. 336 
42. BIDIOSTADA ica a in a ISR 
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$ 4.0 El lenguaje £, de la lógica de primer orden 


$ 4.0.0 Variable funtorial, función lógica y función de verdad 


Si bien las funciones son un caso particular de relaciones, la costumbre moderna en matemática 
de separar su estudio nos lleva a hacerlo igualmente en lógica. De aquí que integremos explícitamente 
las variables funtoriales como parte esencial del vocabulario de la lógica de primer orden. Un ejemplo de 
variable funtorial es f < Cónyuge de , esto es, fx < Cónyuge de x, por lo que si a y b son cónyuges, 
fa = byfb = a. Un caso particular de variable funtorial es la función lógica, cuando sus argumentos 
son entidades pero su valor es un valor lógico; por ejemplo, gxy < xe y son cónyuges, por lo que 
si a y b son cónyuges, gab = gba = 1. Otro caso particular es el de función de verdad, una función 
valorada en (fo, 1) con argumentos variables proposicionales. Una fórmula de la lógica de juntores 
lo es; a modo de ejemplo, la función (p V q) : ((1,1),(1,0),(0,1),(0,0)) —> fo, 1) definida por 
(p V q)1,1) =1 (p V q)(1,0) =1, (p V q)(0,1) =1y (p V q)(0,0) =0. 


$ 4.0.1 El vocabulario 


El lenguaje de la lógica de cuantores incluye el lenguaje de la lógica de juntores. 


Definición 4.0.— Definimos el lenguaje £, de la lógica de primer orden mediante un alfabeto com- 
puesto por: 


O. la colección finita J de juntores de la lógica de juntores, medádicos, L y T, monádicos, id y =, y 
diádicos, aL, 1d; 1d. “To, 1, V, A, Y ns: y +, —, >, , y y e 


1. una colección finita Q de cuantores (signos lógicos de cuantificación de las variables de sujeto), 
T,V, 3, 3,3, Y, V, 1, según la notación que estableceremos más adelante, habiendo, como 
veremos, un total de ocho; 


2. una colección infinita numerable C de signos no lógicos de constantes de sujeto, que representan en- 
tidades concretas del universo: a, b,c,... ocasionalmente anotadas con subíndices, 0,, bo, Co, 


E + 1: o 


3. una colección infinita numerable A de signos no lógicos de variables de sujeto —o subjetivas—, que 
representan entidades arbitrarias del universo: x, y, z,... ocasionalmente anotadas con sub- 


A AS 


4. la colección infinita numerable V de letras/signos/variables enunciativas/proposicionales de la lógica 
de juntores, que representan proposiciones simples: p, q,r,..., ocasionalmente anotadas con 


subindices, Pos GorFos +. Pro Quikii 
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5. una colección infinita numerable P de letras/signos/variables predicativas, que representan predi- 
cados, esto es, propiedades, relaciones: P, Q, R,..., ocasionalmente anotadas con subíndices, 


Po, Qo, Ro, ..., y, aveces, con un superíndice indicador de su aridad, Pf, Q£, Re,...; 


6. una colección infinita numerable F,, de letras/signos/variables funtoriales, que representan fun- 
ciones: f, g, h,..., ocasionalmente anotadas con subíndices, fo, Jo, Ro, ..., y, a veces, con un 


superíndice indicador de su aridad, f£, 9%, hk,...; 
7. el signo de verdad, 1 (o V), y el signo de falsedad, o (o P); 


8. unacolección finita de signos ortográficos”, de puntuación y auxiliares, con funciones organiza- 
tivas, de delimitación, determinación o aclaración, entre otras; algunos ejemplos son: () (parén- 
tesis —redondos—,, [| (corchetes —paréntesis cuadrados]), [) (llaves —paréntesis aquillados o 


aballestados—), () (corchetes angulares), etc. 


9.  lacolección infinita numerable de letras latinas mayúsculas A, B, C,..., ocasionalmente anota- 
das con subíndices, Ao, A, .. ., de variables semánticas, que representan proposiciones, simples y 


compuestas de la lógica de juntores, y cuantificadas de la lógica de cuantores; 


10. la colección infinita numerable de letras griegas minúsculas, , Y, x, T, ..., ocasionalmente 


anotadas con subíndices, bo, (,, .. ., de variables sintácticas, que representan las fórmulas, y 


11. la colección infinita numerable de letras griegas mayúsculas, ', A, d, Y, ..., ocasionalmente 


anotadas con subíndices, Po, d,,..., que representan colecciones de fórmulas. 


$ 4.0.2 La fórmula 


Al igual que en lógica de juntores, es posible definir inductivamente una fórmula. 


Definición 4.1.— Un término es: 
O. una constante de sujeto, o 


1. unavariable funtorial enádica seguida de n términos, con n > 1. 


Definición 4.2.— Dada una base de juntores, una fórmula bien formada o, simplemente, fórmula, de 
la Lógica de Primer Orden es toda fila de signos que satisfaga alguna de las siguientes condiciones: 


o. toda variable proposicional y toda variable predicativa enádica seguida de n términos son fór- 


mulas, que llamaremos fórmulas atómicas; 


1. una fórmula precedida del juntor = es una fórmula; 


2 Cfr. v. gr. https://www.rae.es/dpd/signos ortográficos. 
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2. una fórmula seguida de un juntor de la base de juntores, distinto de =, seguida de una fórmula, 


y habiendo hecho buen uso de los paréntesis, es una fórmula; 


3.  sixesuna variable subjetiva y p es una fórmula, (2 es la fórmula resultante de la sustitución en 
q de la constante individual a por xy C = (3, VW] € O, entonces Vx? y Ix? son fórmulas. 


Únicamente las fórmulas obtenidas aplicando o, 1, 2 o 3, son fórmulas. 


Observación 4.0.0.— La sustitución en una fórmula ( de una letra a por otra, digamos a(a), suele 
notarse Poe): Esta notación proviene de las sustituciones!. Nosotros, aquí, en el ámbito de la 
lógica, relajamos la notación quitando los paréntesis, incluso a du por ser una letra funtorial: pS 


ga” 


Similarmente si lo que sustituimos es una variable. 


Observación 4.0.1.— Este es el punto de vista de la lógica tradicional. Actualmente, se entiende 
por sujeto cualquier nombre propio y por predicado cualquier nombre común. Así, si consideramos 
la expresión «María es agradable», las terminologías tradicional y actual coinciden: «María» es el 
sujeto y «agradable» el predicado: Pa —donde Px <= xes agradable y a < María—; sin embargo, en 
«toda mujer es agradable», según la terminología tradicional, «mujer» es el sujeto y «agradable» el 


predicado, pero según la actual, ambos son predicados: Vx(Mx > Ax) —donde Mx <= x es mujer—. 


Observación 4.0.2.— También podríamos notar de manera nemotécnica los predicados y suje- 


tos, así tendríamos, por ejemplo, 


=  Agradable(María); 

=  Carácter(María, agradable); 

=  Carácter(Mujer(x), Agradable(x)); 
= Vx (Mujer(x) > Agradable(x)). 


Observación 4.0.3.— Es posible sustituir el conjunto C de la definición de fórmula por cualquier 


base de cuantores?. 


Definición 4.3.— Llamamos subfórmula a cualquier parte de una fórmula que sea a su vez una fór- 
mula. 


1 Cfr. infra S 17.5.6 (p. 774 de esta edición). 
2 Cfr. infra $ 4.1.7 (p. 344 de esta edición). 
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Ejemplo 165 


O.  Lasexpresiones a, b,fa, gab, h*faab son términos; 
1.  lasexpresiones p, q, Pa, Qab, R?*g?abbc son fórmulas atómicas; 
2.  lasexpresiones p AQ, 3VxPx, IxPx y Vx3y Qx y son fórmulas; 


3.  "qesunasubfórmula de p A q. 


$ 4.0.3 Precedencia de cuantores y juntores 


Salvo que los signos de puntuación indiquen otra cosa, los cuantores son menos potentes que 


las juntores de la Lógica Proposicional. 


Definición 4.4.— Grado lógico de una fórmula de la Lógica de Primer Orden es el número dejuntores 


y cuantores que posee, contando las repeticiones. 
Ejemplo 166 


o. Grado_Lógico[Vx (Px = Qx)]= 3 


1.  Grado_Lógico[3x (Ox A =VyQy) —> VxRx]= 6 


Definición 4.5.— Llamamos signo dominante de una fórmula de la Lógica de Primer Orden al signo 


lógico más potente. 
Ejemplo 167 


o. Símbolo _Dominante[Vx (=Px => Qx)] =V 


1. Símbolo Dominante[3x (Qx A =VWyQy) > VxRx] => 


Definición 4.6.— Llamamos alcance de un signo lógico en una fórmula de la Lógica de Primer Orden 
al conjunto de fórmulas o subfórmulas del que sea signo dominante. El uso correcto de paréntesis es 


esencial a la hora de determinar el alcance de un signo lógico. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


335 4. Dela lógica de primer orden 


Ejemplo 168 


Sean A SS Vx(Px => 0x)yB <= Vx (2y (Pxy A Oxy) > Rx). ¿Cuál es el al- 
cance de > en A, de Jy en B y de Vx en B? 


Resolución. Son los siguientes: 
=  Alcance[>;A]= [Px, Qx]; 


=  Alcance[3y; B]=([Pxy A Qxyp; 


=  Alcance[Vx; B] = [3y (Pxy A Qxy) —= Rx]. 


Definición 4.7.— Alas variables que están en el alcance de algún cuantor, las llamamos ligadas (o 


sinónimamente, aparentes). 


Definición 4.8.— Alas variables que no caen dentro del alcance de ningún cuantor, las llamamos, 


precisamente, libres (o sinónimamente, reales). 


Definición 4.9.— Cuando una fórmula no contiene variables libres, esto es, cuando todas las va- 
riables de la fórmula están cuantificadas, o sea, están en el alcance de algún cuantor, decimos de la 
fórmula que es una fórmula cerrada; caso contrario, decimos que es una fórmula abierta —que también 


llamamos pseudofórmula—. 
Ejemplo 169 


¿Qué tipo de fórmulas son las expresiones VxPx, VxIyQxy, Px y VxQxy? 


Resolución. Las expresiones VxPx y Vx3y Qxy son fórmulas cerradas; las expresiones 


Px y VxQxy son pseudofórmulas (fórmulas abiertas). 


Salvo en cuestiones muy concretas, en estas notas no trabajaremos con fórmulas abiertas. 


Observación 4.0.4.— En algunostextos, a las fórmulas abiertas se las denomina predicados com- 


puestos y a las cerradas, sentencias. 


Definición 4.10.— Un cuantor siempre va indizado por una o varias variables de sujeto. Llamamos 
prefijo cuantorial a esta yuxtaposición. Llamamos matriz cuantorial a la fórmula o subfórmula alcanzada 


por el prefijo. 
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Ejemplo 170 


¿Cuántos y cuáles son los prefijos cuantoriales de B del ejemplo 168 (p. 335 de esta 
edición)? ¿Cuáles son sus matrices cuantoriales respectivas? 


Resolución. Tenemos dos prefijos cuantoriales: Vx y Jy, cuyas matrices son, respectiva- 


mente, [3y (Pxy A QOxy) > Rx]y[Pxy A Qxyl]. 


$ 4.1 Semántica para L, 


$ 4.1.0 Cuantores 


Definición 4.11.— Llamamos cuantor (o sinónimamente, cuantificador) a toda expresión que nos di- 


ga, en algún sentido, cuántas entidades x satisfacen una cierta propiedad P. 


Definición 4.12.— El generalizador, también llamado cuantor universal, que notamos V, designa el 
significado de «para todo». Expresándolo junto a una propiedad de x, lo simbolizamos VxPx, signi- 


ficando y leyéndose «toda entidad x satisface la propiedad P». 


Definición 4.13.— El particularizador, también llamado cuantor existencial, que notamos 3, designa 
el significado de «para algún». Expresándolo junto a una propiedad de x, lo simbolizamos 3xPx, 
significando y leyéndose «alguna entidad x satisface la propiedad P». 


Definición 4.14.— Llamamos predicado monádico al que afecta a un solo sujeto; diádico (o sinónima- 
mente, binario) si afecta a dos sujetos; y en general, enádico (o sinónimamente, n-ádico) si afecta a n 


sujetos. Si el número de sujetos es indeterminado, hablamos de predicado poliádico. 


Observación 4.1.0.— A los predicados monádicos también se les conoce como propiedades y a 


los diádicos y poliádicos como relaciones. 
Ejemplo 171 


Formalicemos los siguientes enunciados: 
O.  Notodo el mundo sabe programar. 
1. Algunos mamíferos nadan. 


2. Existe un número entero que es mayor que cualquier otro. 
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Resolución. Los siguientes son ejemplos de sus formalizaciones. 


O. Sean Hx <= x es ser humano y Px <= x sabe programar, entonces la formalización del 


enunciado es =Vx(Hx => Px). 


1. Sean Mx <= x es mamífero y Nx <= x nada, entonces la formalización del enunciado es 
1x(Mx ANx). 


2. SeanZx <xesentero y Mxy <= x es mayor o igual que y, entonces la formalización del 
enunciado es Ax(Zx AVy(Zy => Mxy)). O 


Ejemplo 172 


Formalicemos los siguientes enunciados: 
o. Todo A que sea B, también es C. 
1.  Sicualquier A es B, entonces también es C. 
2.  Nohaynada queseaAo Bynosea C. 


Resolución. Los siguientes son ejemplos de sus formalizaciones. 
Oo.  (VxX)((AxABx) => Cx). 


1. Puede reescribirse como «si cualquier A es B, entonces también cualquier A es C», por 
tanto, (Vx(Ax => Bx)) > (Vx(Ax => Cx)). 
¡Cuidado!, (VWx(Px => Qx)) > ((VxPx) => (VxQx)), pero ((VWxPx) => (VxQx)) > 
(Wx(Px = Qx)). 


2. (3Ix)((Ax V Bx) A=Cx). O con otras palabras, «si algo es Ao B entonces es C», esto es, 
(Y) ((Ax V Bx) => Cx). 


Observación 4.1.1.— Los cuantores son representados de diversas formas en los textos. Nuestra 
terminología es la de GENTZEN y KLEENE. Hay quienes simbolizan los cuantores universal y existen- 
cial en la forma A y Y, respectivamente. También quienes lo hacen en la forma Il y 2, respecti- 
vamente. Y también quienes usan paréntesis en la forma (VxP(x)), representando un predicado 


poliádico por P (x,Xz,...,Xn) en vez de PxiX,...Xp. 


Al hablar de Lógica de Primer Orden queremos decir que admitimos tan sólo la cuantificación 
de las variables subjetivas. Esto es, no consideramos expresiones del tipo VPPx, que se sitúan en la 


denominada Lógica de Segundo Orden —también conocida como Lógica Superior—. 


Imaginemos que quisiéramos formalizar la expresión «todo el mundo tiene algo». Podríamos 


formalizar «x tiene y» por T xy; entonces se cuantificaría así: Vx3y T xy, representando esto la ex- 
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presión «todo el mundo tiene algo». Cuando, como aquí, se trata de predicados con más de una va- 
riable, hablaremos de cuantificación poliádica. En ella, debemos tener cuidado al utilizar los cuantores: 
siguiendo el ejemplo anterior, 3yVxT xy significa «hay algo que tiene todo el mundo», que no es, 


obviamente, lo que deseíbamos formalizar. 


Ejemplo 173 


Formalicemos «hay una tortuga que corre más que todos los gatos y todos los pe- 


rros». 


Resolución. Podríamos formalizar «x corre más que y» por Cxy; entonces 


3xVWyVz(Cxy A Cxz) representa la expresión. 


Es posible reescribir en un formato más compacto cualquier secuencia del mismo cuantor afec- 
tando a distintas variables; por ejemplo, reescribir IxWyVWz(Cxy A Cxz) como AxV,yz(Cxy A Cxz) 


o, de manera más simple, IxVyz(Cxy A Cxz). 


Definición 4.15.— En las expresiones también pueden aparecer constantes, esto es, entidades espe- 
cíficas del universo. Se representan con letras minúsculas, si bien de las primeras del alfabeto. 


Ejemplo 174 


Por ejemplo, si Mxy — «x es mayor o igual que y», entonces la expresión VWyMay es falsa en 
el universo Z de los números enteros, al no existir ningún número entero a mayor que todos 
los demás, pero es verdadera en el universo Z”, pues en este caso a es —1. 


$ 4.1.1 Interpretación y modelo 


Definición 4.16.— Una interpretación para una fórmula de la Lógica de Primer Orden es un par 
(U, |), siendo: 


o. U,una colección de entidades no vacía, que denominamos universo —que también llamaremos 
ámbito/contexto/dominio/región/territorio (de discurso/de interpretación/de referencia) o referencial—,; 


1.  /,una función que asocia, a cada símbolo de constante, una entidad del universo, y a cada sím- 


bolo de predicado, una relación de la misma aridad sobre ÚU. 


Definición 4.17.— Un modelo para una fórmula es cualquier interpretación para la que dicha fórmula 
sea verdadera. Un modelo para un conjunto de fórmulas es cualquier interpretación para la que todas las 


fórmulas del conjunto sean verdaderas. 
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Ejemplo 175 


Encontremos una interpretación para la fórmula Pab A AxyPxy —que abrevia 
Pab A (2x, y € U)J(Pxy)—que no sea modelo para ella. 


Resolución. Con la interpretación U = ([1,2,3), (a) = 3, I(b) = 2, H(P) =< (es de- 
cir, Pxy < x < y), dicha fórmula se expresa como la proposición (3 < 2) A (3x,y € 
[1,2,3))(x < y), que es falsa por serlo 3 < 2, y eso aunque (3x, y € ([1,2,3))(x < y), ya 
que se trata de una conjunción. De aquí que podamos afirmar que dicha interpretación (U, l) 


no es un modelo para Pab A3xyPxy. 


Observación 4.1.2.— Recordemos que es posible utilizar alternativamente las notaciones Pxy o 
P(x, y); por otro lado, si resulta claro del contexto con qué universo U trabajamos, entonces podría- 
mos suprimirlo de la proposición. En el ejemplo 175 (p. 339 de esta edición), podríamos reescribir 
(3<2)A (3x,y € [1,2,3P(x < y) como (3 < 2) Ax, y(x < y). Notemos de paso que la elimi- 
nación de los paréntesis que circunscriben a 3 < 2 podría generar ambiguedad; pensemos que 
3x, y(x < y) fuese una fórmula insatisfactible o una fórmula válida, es decir, nítidamente o 0 1, ¿es- 


taríamos quizás preguntándonos si 3 es menor que o o 1? Mejor dejemos los paréntesis, ¿verdad? 


Las fórmulas cerradas son proposiciones, las fórmulas abiertas, no. Notemos que Pa, donde a 


es un símbolo de constante, esto es, a € C, es una fórmula cerrada y, por tanto, es una proposición. 


Ejemplo 176 


Sean EA Ox AR E Ox es tilaploides: 
Suponiendo que el dominio de interpretación es Z, ¿es Auna fórmula abierta o cerrada? 


Resolución. En tal interpretación, Ano tiene un valor de verdad determinado, es una fór- 
mula abierta. En efecto, dado un x, es posible elegir un y (por ejemplo, y = 2x) tal que JyPxy 
sea verdadero, pero en Qxy, y puede tomar cualquier valor del dominio, independientemente 
del que haya tomado para verificar Jy Pxy. En este caso, para los valores de y que sean múlti- 
plos de x, Aes verdadera, mientras que para los y que no sean múltiplos de x, A es falsa. Esto 
se debe a que el único cuantor que alcanza a Qxy, V, sólo liga la variable x, dejando «libre» 


y. 


Observación 4.1.3.— Ser un lenguaje de primer orden significa esencialmente dos cosas: por un 
lado, que el rango de las variables de sujeto sea el dominio, no más allá; por otro, que los cuantores 


cuantifiquen a las variables de sujeto y no, por ejemplo, a los predicados. 
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$ 4.1.2 Composición mediante cuantificación y su simbolización 


Pensemos ahora en expresiones como: 


A <= Todos los números naturales son mayores —en el sentido del orden habitual—o iguales que 


cero. 
B <= Ningún número natural es negativo. 
= Algún número natural es divisible por 2. 
D = Algún número natural no es divisible por 2. 
<= Existe un único número natural entre 22 y 24. 
<= Existe un único número natural que no es mayor que 1. 


G <= Existe un número natural divisible por 2, pero no todos los números naturales son divisibles 
por 2 —o alternativamente: No todos los números naturales son divisibles por 2, aunque al 


menos uno sí lo es. 


H <= Existe un número natural que no es primo, aunque no todos los números naturales son no 
primos —o alternativamente: No todos los números naturales son no primos, aunque al me- 


nos uno sí lo es (no primo). 


| 5 Para cualquier número primo, siempre puede encontrarse un número primo mayor —en el 
sentido del orden habitual— que él. 


J <= Existe un número par que es simultáneamente igual a un primo más uno y a un primo menos 
uno. 


Estos enunciados que también se consideran compuestos no son del tipo de los vistos hasta aho- 
ra, aunque en ellos puedan participar juntores. Se distinguen dos tipos básicos: universales y parti- 
culares. 


Los enunciados universales se refieren a una afirmación o negación sobre todas las entidades de 
un sujeto plural, por ejemplo, los enunciados A y B anteriores, respectivamente, universal afirmativo 
y universal negativo. Un enunciado de este tipo es verdadero si, y sólo si, es verdadero cada enunciado 
resultante de la sustitución del sujeto plural por cada entidad. Por ejemplo, como son ciertas«0 > O», 
«1 > 0», «2 > O», y así sucesivamente, intuimos que «todos los números naturales son mayores o 
iguales que cero» es una proposición verdadera —que por otro lado es verdadera por definición del 
conjunto de números naturales—. 


Los enunciados particulares se refieren a una afirmación o negación sobre un sujeto indetermi- 
nado, por ejemplo, los enunciados C y D anteriores, respectivamente, particular afirmativo y particular 
negativo. Un enunciado de este tipo es verdadero si, y sólo si, es verdadero al menos un enunciado re- 


sultante de la sustitución del sujeto indeterminado por alguna entidad. Por ejemplo, «algún número 
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natural es divisible por 2» es verdadero porque sustituyendo el sujeto indeterminado «algún número 


natural» por la entidad 2, el enunciado resultante «2 es divisible por 2» es verdadero. 


Dos proposiciones particulares singulares son la particularización única —llamada también par- 


ticularización estricta— y la particularización no global —llamada también particularización fuerte—. 


La particularización única se refiere a una afirmación o negación de unicidad sobre un sujeto 
indeterminado, por ejemplo, los enunciados E y F anteriores, respectivamente, particular de unicidad 
afirmativo y particular de unicidad negativo. Un enunciado de este tipo es verdadero si, y sólo si, es ver- 
dadero un único enunciado de los resultantes de la sustitución del sujeto indeterminado por cada 
entidad. Por ejemplo, «existe un único número natural entre 22 y 24» es verdadero porque sustitu- 
yendo el sujeto indeterminado «un único número natural» por la entidad 23, el enunciado resultante 
«23 es el único número natural entre 22 y 24» es verdadero. 


La particularización no global se refiere a una afirmación o negación de no globalidad sobre un 
doble sujeto indeterminado, por ejemplo, los enunciados G y H anteriores, respectivamente, particu- 
larno global afirmativo y particular no global negativo. Un enunciado de este tipo es verdadero si, y sólo si, 
es verdadero al menos uno pero no todos de los enunciados resultantes de la sustitución de los suje- 
tos indeterminados por cada par de entidades. Por ejemplo, «existe un número natural divisible por 
2, pero no todos los números naturales son divisibles por 2», que reescribimos «algún número natu- 
ral es divisible por 2 y algún número natural es no divisible por 2» es verdadero porque sustituyendo 
los sujetos indeterminados «algún número natural» por la pareja de entidades 2 y 3, el enunciado 


resultante «2 es divisible por 2 y 3 no es divisible por 2» es verdadero. 


Puede haber varias cuantificaciones en una misma expresión, por ejemplo, las proposiciones / 
y J anteriores. 


$ 4.1.3 Simbolización de los cuantores 


Siendo 


Px = x es una de mis amistades, 


Qx <= x dice siempre la verdad, 


veamos a continuación algunos de los símbolos que usaremos para designar los signos sentenciales 
cuantificativos, en particular, cómo se representan las proposiciones universales, particulares, par- 


ticulares de unicidad y particulares fuertes: 


= V (generalizador o cuantor universal), por ejemplo, con los significados anteriores de Px y Qx, en- 
tonces VxX(Px => Qx) representa «Cualquiera de mis amistades dice siempre la verdad»; 


= (particularizador o cuantor existencial), por ejemplo, con los significados anteriores de Px y Qx, 
1x(Px => Qx) representa «Alguna de mis amistades dice siempre la verdad»; 
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= 3! (singularizador o cuantor existencial de unicidad), por ejemplo, con los significados anteriores 
de Px y Ox, AX(Px —> Qx) representa «Sólo una de mis amistades dice siempre la verdad»; 


también se nota por 3'; 


= " (función cuantorial de existencia no global), por ejemplo, con los significados anteriores de Px y 
Ox, Px(Px => Qx) representa «Alguna de mis amistades dice siempre la verdad y alguna de 


mis amistades no dice siempre la verdad». 


$ 4.1.4 Satisfactibilidad y validez 


Definición 4.18.—  Deforma análoga a Lógica Proposicional, decimos que una fórmula de la Lógica 
de Primer Orden es posible —o satisfactible— precisamente si es verdadera en alguna de sus interpre- 


taciones. 


Definición 4.19.— Decimos que una fórmula de la Lógica de Primer Orden es válida —también de- 


cimos que es una verdad lógica—, precisamente si es verdadera en todas sus posibles interpretaciones. 


Ejemplo 177 


o. La fórmula IxWyPxy > Wy3xPxy es válida debido a que no existe ninguna interpreta- 
ción en la que sea falsa. 


1.  LafórmulaVWy3xPxy => IxVWyPxy —la conversa de la anterior—es satisfactible pero no 
es válida ya que, por ejemplo, es falsa en la interpretación con universo el de los números 
naturales mayores que uno y Pxy <= x divide a y. 


Teorema 4.0 (Validez y dominio de interpretación) 

O. Una fórmula es válida en un dominio de interpretación no vacío precisamente si su nega- 
ción no es posible en ese dominio. 
Una fórmula es válida precisamente si su negación no es posible. 


Si una fórmula es posible en un dominio no vacío, entonces es posible en cualquier uni- 


verso no vacío de igual o mayor cardinal. 


Si una fórmula es válida en un dominio no vacío, entonces es válida en cualquier universo 


no vacío de igual o menor cardinal. 


Definición 4.20.— Decimos que 9 es un conjunto finitamente satisfactible de fórmulas precisamente si 


todos los subconjuntos finitos de fórmulas de 9 son satisfactibles. 
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Teorema 4.1 (Teorema de compacidaa) 


Un conjunto de fórmulas es satisfactible si, y sólo si, es finitamente satisfactible. 


$ 4.1.5 Implicación, contradicción y contingencia lógicas 


Los conceptos y resultados estudiados en $ 1.10 (p. 127 de esta edición) y en $ 1.12 (p. 138 de esta 
edición) son válidos para la lógica de cuantores. 


Ejemplo 178 
Por lo estudiado en el ejemplo 177 (p. 342 de esta edición), se sigue que: 
o. AxXVWyPxy FE Vy3xPxy; 


L. VyaixPxy FaxXVyPxu. 


$ 4.1.6 Equivalencia lógica 


Los conceptos y resultados estudiados en $ 1.13 (p. 138 de esta edición), son válidos para la lógica 


de cuantores. 
Ejemplo 179 


Es posible reescribir la fórmula B < Vx (Ay (Pxy A Oxy) => Rx) del ejemplo 168 (p. 335 
de esta edición), Vz (Ay (Pzy A Qzy) > Rz), o Vx (3w(Pxw A Qxw) => Rx), o incluso 
renombrando las dos variables de sujeto, Vz (1w (Pzw A Qzw) = Rz), todas fórmulas equi- 
valentes, pues dada una interpretación el valor de verdad de la fórmula original y las reescritas 


es el mismo; esto sucede porque todas las variables están en el alcance de algún cuantor. 


Ejemplo 180 


En el ejemplo 33 (p. 22 de esta edición) veíamos las transformaciones de los juicios siguientes. 


Sigue su formulación como proposiciones en lógica de primer orden. 


= Transformación en su contradictorio (negación del universal) (prae contradic); por ejemplo 
AO: de «toda verdad es para ser dicha» (A) obtenemos «no toda verdad es para ser dicha» 


que es equivalente a «alguna verdad no es para ser dicha» (O), es decir, 


VxPx --> VxPx = 1x=Px. 


= Transformación en su contrario (negación de lo afirmado) (post contra); por ejemplo AE: 


de «toda verdad es para ser dicha» (A) obtenemos «toda verdad no es para ser dicha» que 
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es equivalente a «ninguna verdad es para ser dicha» (E), es decir, 
VXPx --> VxPx = xPx. 
= Transformación en su subalternante (negación simultánea del existencial y de lo afirma- 
do) (prae-post-que subalter); por ejemplo IA: de «alguna verdad es para ser dicha» obtene- 
mos «no hay verdad que no sea para ser dicha» que es equivalente a «toda verdad es para 


ser dicha», es decir, 


AXPx --> AÍxPx = VxPx. 


Por otro lado, en el mismo ejemplo nos preguntábamos si era posible en el caso de la subcontra- 


riedad, igual, con la negación; esto, formulado en el lenguaje de primer orden, es: 


IXPX --> ¿2 =IxPx. 


$ 4.1.7 Bases de cuantores 


Los cuantores universal y existencial se relacionan así?: 
o. DG:VxPx = aJxaPx; 
1. NP: VxPx =1x-Px; 
2. DP: YxPx= Vx=Px; 
3... NG: 3AxPx = VxPx. 
De este modo, es suficiente un cuantor y el juntor = para definir el otro. 
Ejemplo 181 


En el ejemplo 0.1.4 (p. 21 de esta edición) veíamos que los juicios toda verdad es para ser dicha 
y no hay ninguna verdad que no sea para ser dicha son equivalentes. Su formulación como 
proposiciones en lógica de primer orden es VxPx y A3x=Px, respectivamente. Ambas propo- 


siciones son equivalentes. 


De manera similar a como en lógica de juntores hablamos de base de juntores y en la lógica de 


circuitos combinacionales de base de compuertas lógicas, hablamos aquí de base de cuantores. 


Definición 4.21.— Decimos que un conjunto de cuantores es una base de cuantores —también lla- 
mada conjunto adecuado de cuantores (caf)—, precisamente si todos los cuantores pueden expresarse en 


función de tal conjunto. 


3 Cfr. infra teorema 5.0 (p. 366 de esta edición), para las abreviaturas DG, NP, DP y NG. 
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Son tres las bases de cuantores: (3, V), (3) y (VJ. 


Observación 4.1.4.— En la definición de fórmula%* podríamos sustituir el conjunto C por cualquier 


base de cuantores. 


$ 4.1.8 Tablas semánticas 


Habíamos visto en lógica de juntores que el método de tablas semánticas es en realidad un al- 
goritmo que nos permite decidir la validez de una fórmula o de un argumento. Lo seguirá siendo en 
el caso de la lógica de primer orden monádica, pero no, al menos no directa ni inmediatamente, en 


el de la poliádica. 


La imposibilidad de mecanizar la lógica, consecuencia del teorema de CHURCH, subyace en la 
discusión sobre la automatización del método de tablas semánticas en la lógica de cuantores de pri- 
mer orden, considerada en su totalidad —monádica y poliádica—, ya que las tablas podrían exten- 
derse indefinidamente, precisamente para aquellas fórmulas de la lógica de primer orden poliádica 
que no son decidibles. 


Veamos el método. 

Igualmente a como hicimos en la lógica de juntores, lo presentamos con reglas semánticas y pa- 
trones de extensión. 
Reglas semánticas 

Recordemos que en la presentación como reglas semánticas utilizamos: 


=  elsigno /> para indicar que se bifurca la inferencia en dos expresiones alternativas, de los 
cuales, al menos una, ha de ser verdadera; 


=  elsigno| para indicar que la inferencia se compone de dos expresiones, ambas verdaderas. 


Como en $ 3.3.0 (p. 245 de esta edición), agrupamos las reglas semánticas en afirmativas y ne- 
gativas. En ambos casos, añadimos dos nuevas a las ya estudiadas correspondientes a la lógica de 


juntores. En definitiva, para la lógica de primer orden, se tienen las siguientes. 


* Cfr. supra definición 4.2 (p. 332 de esta edición). 
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Reglas semánticas de verdad en L; 


Verdad de la disyunción (VD): 


Verdad de la conjunción (VC): 


Verdad de la implicación (VD) 
—Principio de Filón—: 


Verdad de la equivalencia (VE): 


Verdad de la generalización (VG): 


Verdad de la particularización (VP) 


—Regla de instanciación existencial (RIE)—: 


peo y 


pS 
(PAP) (59 A=4p) 


VxPx 


Pa 


1xPx 


Pp (a es un parámetro nuevo) 
a 
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Reglas semánticas de falsedad en L,; 
Falsedad de la negación (FN) 


—Doble negación (DN)—: 


Falsedad de la disyunción (FD) 
—Ley de De Morgan DM¿—: 


Falsedad de la conjunción (FC) 
—Ley de De Morgan DM,—: 


Falsedad de la implicación (FI) 
—Principio de Crisipo—: 


Falsedad de la equivalencia (FE): 


Falsedad de la generalización (FG): 


Falsedad de la particularización (FP): 


(de Y) 


=VxPx 


A 
(PAY) (ónY) 


(a es un parámetro nuevo) 
=Pa 


AIN 


=Pa 
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Patrones de extensión 
Recordemos los : 


Patrones de extensión de tipo aenLyyL; 


Para la base de juntores (>, A, V, >, +), los patrones de extensión de tipo a; son: 


Q a 
Falsedad de la negación (FN): 560 Pp 0 
Verdad de la conjunción (VC): PAY pb Y 


Falsedad de la disyunción (FD): (PV Y) =Q9 =p 
Falsedad de la implicación (FD: (dp => Y) Pp Y 


y los : 


Patrones de extensión de tipo Ben Ly y L; 


Para la base de juntores [=, A, V, >, +=), los patrones de extensión de tipo B son: 


B Bo B; 

Falsedad de la conjunción (FC): (HA y) 0 Y 
Verdad de la disyunción (VD):  pVyY Qp y 
Verdad de la implicación (VD): p> Y 0) y 


Verdad de la equivalencia (VE): Pp=>Y PAY =p9A=1p 
Falsedad de la equivalencia (FE): =(9 > Y) HAY PAY 


En L, tenemos además patrones de extensión para los casos de las cuantificaciones. 
Por una parte, los patrones de extensión de tipo y, para la cuantificación universal: 


Patrones de extensión de tipo y en L; 


Y) v(t) 
Generalizador (G): VxA(x)  A(t) 
Negación- y del particularizador (N,P): 3xA(x) A(t) 


por la otra, los patrones de extensión de tipo O, para la cuantificación existencial: 
Patrones de extensión de tipo den L,; 


9(x) 0(t) 
Particularizador (P): I1XxA(x)  A(t) 
Negación-0 del generalizador (N¿G): VxA(x) A(t) 
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Reglas de extensión 


Definición 4.22.— Como sabemos, las reglas de extensión, (a) y (8) permiten extender un árbol, in- 
troduciendo subfórmulas de las fórmulas que etiquetan nodos de dicho árbol. En LPO se añaden dos 
nuevas reglas, (y) y (0). Sea A una fórmula que etiqueta un nodo hoja; si la rama de la cual es nodo 


hoja, pa, es abierta y el nodo de A no está etiquetado con y, entonces: 


Regla y: Si A es una fórmula de tipo y), se extiende pa, con un nuevo nodo, y(t), siendo t un tér- 


mino que aparece en la rama (o un parámetro cualquiera, caso de no existir tal término). 


Regla 0: Si A es una fórmula de tipo 0, se extiende pa, con un nuevo nodo, 0(a), siendo a un 


parámetro que no aparece antes en la rama. 


La guía para la aplicación de las reglas de extensión a, B, y y Ó se resume en las cinco instrucciones si- 


guientes: 


o.*, las reglas a, fB y O sólo se aplican una vez a cada nodo, tras lo que se etiqueta el nodo con el signo 
v; 

1.?, la regla y puede aplicarse indefinidamente; 

2.*, las reglas a y fB tienen prioridad sobre las reglas y y 0; 


3.?, la regla 0 tiene prioridad sobre la regla y, y 


4.*, una vez cerrada una rama, se etiqueta con el signo x y no se extiende más. 


Teorema 4.2 


En la lógica de primer orden, TA/S es un sistema consistente (toda fórmula demostrable me- 


diante TA/S es una fórmula válida) y completo (toda fórmula válida es demostrable mediante 
TA/S). 


Muestra de ejemplos 


Ejemplo 182 


Ha sido establecido que a quien lo haga se le premia. Resulta que lo ha hecho una 


persona. Entonces, ha de premiarse a esa persona, ¿verdad? 


Resolución. Vx(Fx => Gx) 1xFx 3yGy 


Dicho árbol es 
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[o.] [Vx(Fx = Gx) VPr y, 


[1.] ([BxFx) VPr y, 


[2.] | =3yGy | FCo 


3] [(Wy=Gy] NG 2 y, 


4.] (Fa VP 1 


J¡Fa=Ga|VGo 


VI5 


[8.] =GajVG3 
Xx 


Nota.— VPr < Verdad de la premisa; FCo < Falsedad de la conclusión; NG < Negación 
del generalizador (cfr. infra teorema 5.0 [p. 366 de esta edición]); VG < Verdad de la generali- 
zación; VI < Verdad de la implicación; VP < Verdad de la particularización. 


Veamos ahora un ejemplo de fórmula con cuantificación diádica satisfactible pero con tabla in- 
finita. 


Ejemplo 183 


Con respecto a Vx3yF(x, y), demostremos que 
o. essatisfactible; 


1.  sutabla semántica es infinita. 


Resolución. 


O. La fórmula es satisfactible, por ejemplo, siendo el dominio de interpretación N y 
SEI A 


1.  Sutabla semántica es 
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[o.] [WxIyF(x, y) | VPr Y. 
[1.] 3yFaoy) VGo y, 
[2.] (Fasbo VP 1 
(3. 3yFay) VG o y, 


[4.] (Fab, VP3 


a 


Nota.—VPr < Verdad de la premisa; VG < Verdad de la generalización; VP < Verdad de 


la particularización. 
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La 


CAPITULO 


Del cálculo de cuantores 


Todas las langostas rojas y cocidas están muertas. 
Y todas las langostas rojas muertas están cocidas. 


Por tanto, todas las langostas muertas cocidas son rojas. 


(Lewis CARROLL. Alicia en el País de las Maravillas). 


La lógica de juntores nos permite representar, analizar y razonar con un reducido nú- 
mero de tipos de declaraciones. En particular no permite representar expresiones co- 
mo «ninguna entidad», «alguna entidad» o «todas las entidades». Una primera exten- 
sión es la lógica de cuantores, que sí nos permite trabajar con ellas. Sin embargo, esta 
extensión tampoco nos permite representar expresiones como «bastantes entidades» 


o «muchas entidades». 
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5.2 Deducción formal y sistemas deductiVos .............. 364 
5.3 Sistema de deducción natural para la cuantificación monádica ... 364 
5.4 Sistema de deducción natural para la cuantificación poliádica . . . . 373 
5.5 Variaciones de la lógica de primer orden. .............. 376 
sb Interino es solo deducif crasas 384 
ei AR 389 


02024, prof. dr. Juan Miguel León RoJAs; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


355 5. Del cálculo de cuantores 


$5.0 Silogística 


$ 5.0.0 Silogismo categórico 


Si toda persona es un ser con corazón y Cris es una persona, entonces Cris es un ser 


con corazón. 


Hemos hecho una deducción; en efecto, que Cris es un ser con corazón se ha derivado necesa- 


riamente del antecedente —una proposición compuesta— de la implicación. 


Aristóteles denominó silogismo categórico a esta forma de la derivación. 


Definición 5.0.— Un silogismo categórico es la expresión verbal del razonamiento deductivo categó- 


rico. 


En un silogismo categórico existen las cosas establecidas —átomos o axiomas, en un 
antecedente— y la cosa deducida —molécula o teorema, en una conclusión—. Las cosas estable- 
cidas se denominan premisa mayor y premisa menor —en el ejemplo, «toda persona es un ser con 
corazón» y «Cris es una persona», respectiviumente—. Estas premisas y la conclusión constituyen la 
llamada materia próxima del silogismo. 


Se trata de un silogismo simple. También están los polisilogismos, que constan de más de dos 
premisas, pero su estudio es reducible al de los silogismos simples pues pueden descomponerse en 
dos o más de ellos. 


Las proposiciones intervinientes, premisas y conclusión, pueden descomponerse en sus térmi- 
nos. Dichas premisas se conectan mediante un término comparador, el llamado término medio. En el 
ejemplo inicial, el término medio es «persona», con el que se comparan «ser con corazón» y «Cris» 
para concluir que «Cris es un ser con corazón». Se distinguen tres términos en el silogismo categó- 
rico: el término mayor que forma parte de la premisa mayor y es predicado de la conclusión —en el 
ejemplo, «ser con corazón»—, el término medio que sirve de comparación y el término menor que forma 
parte de la premisa menor y es sujeto de la conclusión. Estos tres términos constituyen la llamada 


materia remota del silogismo. 


Alos términos menor y mayor se les denomina en su conjunto, términos extremos. El término me- 
dio es el único que se repite en las premisas y nunca está en la conclusión. En esta última, el término 


menor desempeña la función de sujeto y el término mayor la de predicado. 


Que los silogismos estén bien formados y sean válidos obedece a las reglas del silogismo, las 


figuras del silogismo y los modos del silogismo. 


Las reglas del silogismo son ocho, cuatro en cuanto a la materia remota: 
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o.”, el silogismo consta del término mayor, el medio y el menor (terminus esto triplex: major mediusque 


minorque); 


1.2, nieltérmino mayor ni el menor pueden tener más extensión en la conclusión que en las premisas 


(latius hos quam praemissae conclusio non vult); 
o, el térmi di fi del lusió di ¡ lusi : 
2.., el término medio no forma parte de la conclusión (nequaquam medium capiat conclusio fas est); 


3.2, el término medio ha de ser universal en al menos una de las premisas (aut semel aut iterum medius 


generaliter esto), 
y otras cuatro en cuanto a la materia próxima: 


4., silas dos premisas son negativas, entonces no existe conclusión (utraque si praemissa neget, nihil 


inde sequetur); 


5.2, silas dos premisas son afirmativas, entonces la conclusión no puede ser negativa (ambae affir- 


mantes nequeunt generare negantem); 


6.2, la conclusión sigue siempre la peor parte (pejorem sequitur semper conclusio partem): si una pre- 
misa es negativa, entonces la conclusión es negativa; si una premisa es particular, entonces la 


conclusión es particular; 


7.2, silas dos premisas son particulares, entonces no existe conclusión (nihil sequitur geminis ex par- 


ticularibus unquam). 


Las figuras del silogismo son cuatro (silogística aristotélica? —figuras primera, segunda y 
tercera— y medieval! —más la cuarta figura—), dependiendo de la situación del término medio 


(M) en las premisas (S es el término menor y P el término mayor): 


[.? figura I1.* figura 


MesP Pes M 
Ses M Ses M 
SesP . SesP 


I1.* figura IV.? figura 


MesP Pes M 
MesS MesS 
SesP . SesP 


Los modos del silogismo son 256. En efecto: tanto las premisas como la conclusión son propo- 


siciones categóricas; recordemos que A, E, I, O denotan las clases de proposiciones categóricas 


O Cfr. v. gr. SMITH [99]. 
' Cuarta figura o figura galénica (de Claudio GALENO Nicon de Pérgamo), también conocida como primera figura in- 
directa (al ser admitida por algunos lógicos aristotélicos) —cfr. v. gr. LAGERLUND [100]—. 
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—estudiadas en $ 0.4.3 (p. 32 de esta edición) —; para la premisa mayor, la premisa menor y la con- 
clusión, para cada una de ellas existen, por tanto, cuatro posibilidades, por lo que para cada figura 
existen, por el principio de multiplicación —vid. infra $ 19.1.1 (p. 1004 de esta edición)—, 4 x 4 x 4= 


64 posibilidades; como son cuatro las figuras, existe un total de 64 x 4 = 256 modos del silogismo. 


En ambas silogísticas, aristotélica y medieval, se supone que los términos menor, medio y mayor 
siempre se refieren a entidades que existen. De aquí que resulten 24 modos válidos, seis para cada 
una de las cuatro figuras. 


El punto de vista mayoritario actual permite que los términos se refieran a entidades existentes 


o imaginarias. Esto lleva a que ciertos modos de esos 24 sean inválidos. Un ejemplo es dArAptI. 


Los 19 modos principales de las cuatro figuras son los siguientes: 


[.* figura Modos principales (X, Y, Z € [A,E,LOP) 
Xmp, Ysm E Zsp 
Amp,AsmbFAsp  (bArbAraA) 


Mes P Xmp 

Emp, Asm E Esp (CElArEnt) 
Ses M Ysm 

Amp, Ism H Isp (dArII) 
E “. ZSp 


Emp, Ism HF Osp (fErIO) 
I1.? figura Modos principales (X, Y, Z € [A,E,LOP) 
Xpm, Ysm E Zsp 
Epm,AsmbFEsp  (cEsArE) 


Pes M Xpm peri (cAMEStrES) 
> t 
Sn Ysm pm,EsmbEsp  (c strEs 
Epm, Ism F Osp (fEstInO) 
Ses P “. ZSp 


Apm,Osm+FOsp  (bArOcO) 
111.?* figura Modos principales (X, Y,Z € [A,E,LOJ) 
Xmp, Yms + Zsp 
Amp,AmstFlIsp  (dArAptlD) 
Emp, AmsFOsp  (fElAptOn) 


Mes P Xmp 

Amp,Ims+H Isp (dAtIsl) 
MesS Y ms 

Imp, Ams + Isp (dIsAmls) 
SesP a Ls5p 


Omp,AmsFOsp  (bOcArdO) 
Emp,ImsHF Osp (fErIsOn) 

IV.? figura Modos principales (X, Y,Z € [A,E,LOPY) 

Xpm, Yms + Zsp 

Apm,AmsklIsp  (brAmAntIp/bAmAllp) 


Pes M Xpm | Apm,EmsFEsp — (cAmEnEs/cAlEmEs) 
Mes S Yms | Ipm,Ams+H Isp (dImArls/dImAtlIs) 
SesP “. Zsp |Epm,AmsFOsp  (fEsSApO) 


Epm,ImsFOsp  (frEsisOn) 
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Actividad 5.0 


La expresión de Celarent —Emp, Asm F Esp—en el lenguaje de la lógica de primer orden es 
Vx(Mx => APx) AVx(Sx => Mx) => Vx(Sx => Px). 


Formalice los 18 modos principales restantes en el lenguaje de la lógica de primer orden. 


A estos 19 modos principales, se les añaden otros cinco llamados modos subalternos, que tienen 
una proposición categórica particular como conclusión: 


[.? figura Modos subalternos (X, Y,Z € [A,E,LO)) 


Xmp, Ysm E Zsp 
Mes P Xmp |Amp,AsmbIsp  (bArbarl) 
Ses M Ysm | Emp,AsmFOsp  (cElArOnt) 
SesP E Sp 


I1.? figura Modos subalternos (X, Y,Z € [A,E,LO)) 
Xpm, Ysm E Zsp 


Pes M Xpm | Epm,AsmFOsp  (cEsArO) 
Ses M Ysm | Apm,EsmFOsp — (cAmEstrOp) 
Ses? da Sp 


IV.? figura Modos subalternos (X, Y, Z € [A,E,LO |) 
Xpm, Yms E Zsp 


Pes M Xpm | Apm,EmsFOsp — (cAmEnOp) 
MesS Y ms 
Ses P E. ESP 


donde, en todos ellos, A, E, L, O denotan las clases de proposiciones categóricas estudiadas en $ 0.4.3 
(p. 32 de esta edición), correspondiendo la primera vocal a la premisa mayor, la segunda a la menor y la 
tercera a la conclusión; las consonantes cifran la manera de proceder para reducir cualquier modo de 
figuras distintas a la primera (modos imperfectos, según Aristóteles) a modos de la primera (modos 
perfectos). 


Nos bastará con comprobar la validez de cualquiera de estos modos utilizando diagramas de 
Venn?. Por ejemplo, la figura 5.0 (p. 359 de esta edición) pone de manifiesto la validez de Datisi. 


Fijémonos ahora en Darapti —cfr. infra figura 5.1 (p. 359 de esta edición) —. En este caso, no tene- 


mos información sobre la existencia de entidades en la zona de intersección de S y P. Si pudiésemos 


2 Cfr. v. gr. GARRIDO [64] (pp. 160-161, nota al pie n.* 17). 

3 En un diagrama de Venn, una zona rayada indica que no existe ninguna entidad en ella, una zona con una cruz 
que existe alguna entidad en ella y una zona sin rayar y sin cruz que no existe información respecto a la existencia de 
entidades en la zona. 
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Datisi Diagrama de Venn 


Toda M es P 
Alguna Mes S 
Alguna S es P 


Figura 5.0.— Validez de dAtIsI mediante diagramas de Venn. 


asegurar que el término M no es vacío, que existiese alguna entidad que pudiese catalogarse como 
perteneciente a M, entonces sí que la zona de intersección de S y P estaría marcada con una cruz. 
De hecho, Aristóteles suponía que todos los términos eran no vacíos. En la actualidad, no se supone 
necesariamente; es por esto por lo que en varios textos actuales encontramos que consideran Darapti 


un modo inválido. 


Darapti Diagrama de Venn 


Toda M es P 
Toda Mes S 
*. Alguna SesP 


Figura 5.1.— No validez de dArAptI mediante diagramas de Venn. 


De interesar una sistematización moderna de la silogística, concretamente la propuesta de Lu- 


KASIEWICZ de 1929, puede estudiarse en GARRIDO [64] (pp. 165-175). 
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$ 5.0.1 Silogismo hipotético 


Definición 5.1.— Un silogismo hipotético (o sinónimamente, silogismo condicional) es aquél cuya pre- 


misa mayor es una proposición condicional. 


Este silogismo adopta dos figuras legítimas: ponendo ponens y tollendo tollens. 


Si Cris es una persona, es un ser con corazón. 


Ponendo ponens. Cris es una persona. 


Cris es un ser con corazón. 


Como vemos, se afirma la condición («Cris es una persona») en la premisa menor y lo condicio- 
nado («Cris es un ser con corazón») en la conclusión. 


Puede ser vista como modo dArlI de la 1.* figura del silogismo, concretando el término singular 


s = Cris: 
Mes P Toda persona es un ser con corazón. 
ses M Alguien (Cris) es una persona. 
sesP . Alguien (Cris) es un ser con corazón. 
Si Cris es una persona, es un ser con corazón. 
Tollendo tollens. Cris no es un ser con corazón. 


Cris no es una persona. 


Como vemos, se niega lo condicionado («ser un ser con corazón») en la premisa menor y se niega 
la condición («ser una persona») en la conclusión. 


Puede ser vista como modo bArOcoO de la II.* figura del silogismo, concretando el término sin- 


gular s = Cris: 


Pes M Toda persona es un ser con corazón. 
snoes M Alguien (Cris) no es un ser con corazón. 
snoesP '. Alguien (Cris) no es una persona. 


Observación 5.0.0.— No son legítimas las otras dos figuras posibles. 
O. De afirmar la proposición condicionada no se sigue ni la afirmación ni la negación de la pro- 
posición condicionante; en el ejemplo: 


Si Cris es una persona, es un ser con corazón. 


Cris es un ser con corazón. 


¿Es Cris una persona? 


De hecho, si optamos por el punto de vista de las figuras del silogismo categórico, debido a la 


función desempeñada por el término medio («ser con corazón») correspondería a la 11.? figura, 
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con premisa mayor universal afirmativa (A) y premisa menor particular afirmativa (1), modo que 
no es válido. 


1. Denegar la proposición condicionante no se sigue ni la afirmación ni la negación de la propo- 


sición condicionada; en el ejemplo: 


Si Cris es una persona, es un ser con corazón. 


Cris no es una persona. 


¿Es Cris un ser con corazón? 


En esta ocasión, si optamos por el punto de vista de las figuras del silogismo categórico, debido 
a la función desempeñada por el término medio («ser persona») correspondería a la 1l.? figura, 
con premisa mayor universal afirmativa (A) y premisa menor particular negativa (1), modo que 
no es válido. 


$ 5.0.2 Silogismo disyuntivo y contravalente 


Definición 5.2.— Un silogismo disyuntivo es aquél cuya premisa mayor es una disyunción de propo- 
siciones. 


Este silogismo adopta una figura legítima: tollendo ponens. 


Cris es una persona o es un robot. 
Tollendo ponens. Cris no es un robot. 


Cris es una persona. 


Como vemos, se niega un término de la disyunción («ser un robot») en la premisa menor y se 


afirma el otro («ser una persona») en la conclusión. 


Definición 5.3.— Un silogismo contravalente es aquél cuya premisa mayor es una contravalencia de 
proposiciones. 


El silogismo contravalente adopta dos figuras legítimas: tollendo ponens y ponendo tollens. 


Cris es una persona o es un robot. 
Ponendo tollens. Cris es una persona. 


Cris no es un robot. 


Como vemos, se afirma un término de la contravalencia («ser una persona») en la premisa menor 


y se niega el otro («ser un robot») en la conclusión. 


Observación 5.0.1.— Delbemos observar que la deducción disyuntiva y las deducciones contrava- 


lentes pueden ser vistas como deducciones condicionales. De esta manera, tollendo ponens puede 
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ser vista como tollendo tollens: 


Si Cris es una persona, no es un robot. 


No es cierto que Cris no sea un robot. 


No es cierto que Cris sea una persona. 


y ponendo tollens puede ser vista como ponendo ponens: 


Si Cris es una persona, no es un robot. 


Cris es una persona. 


Cris no es un robot. 


$ 5.0.3 Entimema 


Definición 5.4.— Un entimema es un silogismo en el que se ha suprimido alguna premisa o la con- 
clusión. Si no aparece la premisa mayor, decimos que es un entimema de primer orden, mientras que si 
la que no aparece es la menor, decimos que se trata de un entimema de segundo orden. 


Ejemplo 184 


El argumento 
Cris es una persona. 


Cris no es un robot. 


es un entimema de primer orden ya que puede ser visto como modo fErlO de la 1.*? figura del 
silogismo, concretando el sujeto M = persona, el término singular s = Cris y el predicado 


P = ser robot, 


Mes P Emp Ninguna persona es un robot. 
ses M Ism Alguien (Cris) es una persona. 
sesP “. Osp '. Alguien (Cris) no es un robot (es un no-robot). 


en el que se ha suprimido la premisa mayor. 
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$ 5.1 La ley de Leibniz y la reductio ad absurdum 


Leibniz introduce el concepto de igualdad en lógica basándose en el concepto de identidad*, de 
ser lo mismo, «x es y» e «y es x», en el sentido de ocurrir que «cualquier x es y» y «cualquier y es x» 
—dos entidades son idénticas si, y sólo si, todo cuanto puede afirmarse de una puede afirmarse de 
la otra?—, se conoce como «ley de Leibniz» y puede formularse en lógica de segundo orden: 


VxVy lx =y VWF (Fx e Fy)] 
No obstante, suelen distinguirse ambas implicaciones: 


VxVy [lx =y =>WE (Fx o Fy)] (indiscernibilidad de los idénticos) (5.0) 
VxVy [VWF (Fx = Fy) => x= y] (identidad de los indiscernibles) (5.1) 
existiendo controversia sobre la segunda?. 


Si x es idéntico a y, la indiscernibilidad de los idénticos significa que puede sustituirse uno 
por el otro en cualquier enunciado sin que cambie ninguna de las características cuantitativas ni 
cualitativas de éste. 


Con los siguientes principios, Leibniz propone una lógica en la que puede demostrarse la de 
Aristóteles, en particular, cualquier silogismo. 


= Principio deidentidad: toda proposición se identifica consigo misma, es decir, se satisface 
sea cual seax,x = x 


(también, equivalentemente, sea cual sea x, si x, entonces x); 


= Principio de sustitución: 


six es y e y es z, entonces x es z 


(como dijimos antes, se afirma s es t con el sentido de que cualquier s es t); 


= Principio de la no contradicción: ninguna proposición puede ser afirmada y negada simultánea- 
mente, es decir, se satisface 


no (p y no p); 


= Principio del tercio excluso: toda proposición es afirmada o negada, sin existir una tercera posibi- 
lidad, es decir, se satisface 


ponop. 


4 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Principio_de_identidad. 

5 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Identidad_de los_indiscernibles y https://plato.stanford.edu/archives/- 
fallz2008/entries/identity-indiscernible/. 

6 Cfr. v. gr. Max BLACK [101]. 
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La lógica ecuacional” hunde sus raíces en esta propuesta, pero también la lógica algebraica*: el ál- 
gebra de conceptos (1690) de Leibniz (equivalente al álgebra de Boole [1847-1853]) y su metafísica son 
de importancia en metafísica computacional, en razonamiento automático. 


Observemos que admitidos el principio de la no contradicción, =(pA=p) y el principio del tercio 
excluso, p V =p, se deduce que, o bien p, o bien =p, esto es, en notación actual, p Y =p. Es decir, de 
ambos principios se deduce, 


O.  queun enunciado es falso cuando no es verdadero, (1x) = 1(x), y 
1.  queunenunciado es verdadero cuando no es falso, (x) = =(=x). 
En realidad, el principio del tercio excluso puede ser reformulado como p > =p. 


De (0), y de que una contradicción es un enunciado que nunca es verdadero, se deduce el método 
de demostración de la reductio ad absurdum: todo enunciado del que se deduzca una contradicción es 


falso? y, por tanto, por el principio del tercio excluso, la negación de tal enunciado es verdadero. 


$ 5.2 Deducción formal y sistemas deductivos 


Lo estudiado en $ 2.0 (p. 159 de esta edición) y en $ 2.1 (p. 166 de esta edición) es de aplicación en 
la lógica de cuantores. 


$ 5.3 Sistema de deducción natural para la cuantificación monádica 


De igual modo que como hacíamos en lógica de juntores'”, consideramos unas reglas básicas, a 
partir de las cuales somos capaces de generar todos los teoremas de la Lógica de Primer Orden. La 
presente exposición se fundamenta en el sistema de deducción natural (SDN), elaborado independien- 
temente por GENTZEN [80] (1935) y JaASkKOwsKI [81] (1934). 


Comenzamos con el SDN para la cuantificación monádica (LPO-M). 


$ 5.3.0 Reglas deductivas básicas 


Vemos a continuación las reglas de inferencia deductivas básicas del SDN para la LPO-M. 


7 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Equational_logic. 

8 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Algebraic logic. 

? Por un lado, afirmar que el enunciado x es | (una contradicción) es afirmar que x es falso, por otro, el fundamento 
de la secuencia presente en una deducción es el principio de sustitución: x es y e yes |,entonces x es 1, aplicado tantas 
veces como sea necesario. 

19 Vid. $ 2..2 (p. 172 de esta edición). 
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Regla de introducción del generalizador (IG) 


Pa 


VxPx 


Tengamos presente que a no es una constante, una entidad concreta del dominio, sino todo 
lo contrario, a representa una entidad cualquiera, libre de cualquier condición. Por ejemplo, si de 
Pa V Qa deducimos Pa, esto es una suposición, luego no es admisible aplicar la regla para obtener 
VxPx. Esta regla refleja la idea de representante de una clase, entendiendo por tal, a una entidad 
que goza de todas las propiedades comunes de las entidades de la clase, en el sentido de que si una 
afirmación es demostrada para ella, no hace falta demostrarla para el resto de entidades de la clase. 


Regla de eliminación del generalizador (EG) 


VxPx 


Pa 
Regla de introducción del particularizador (IP) 


Pa 


XP 
Regla de eliminación del particularizador (EP) 


31xPx 


Pa 


A 

A 
Debemos tener en cuenta que a representa una entidad que si bien verifica P, no debe poseer 
ninguna otra propiedad, esto es, no debe haber intervenido en pasos anteriores de la demostración. 
Además no debe aparecer en A. Esta regla representa la idea de que si sabemos que existe una entidad 


y de la existencia de esa entidad deducimos una conclusión, entonces no hace falta identificar a tal 
entidad para tener la conclusión. Por ejemplo, de 


3xPx = hay una sustancia resbaladiza en el suelo, 
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concluimos 


A <= es posible que nos caigamos si no vamos con cuidado, 


sin tener que identificar la sustancia, ya sea aceite, una cáscara de plátano, etc. 


$ 5.3.1 Reglas deductivas derivadas 


Reglas de interdefinición 


Teorema 5.0 (RD de interdefinición de Y y 3) 


VxPx 


Definición del generalizador (DG): A KÁ 
ax PX 


3xPx 
=Vx=Px 


Definición del particularizador (DP) 


=VxPx 


Negación del particularizador (NP) ====> 
HP 


XP x 


Negación del generalizador (NG) A 
AAN 


Reglas de descenso y de mutación 


Teorema 5.1 (RD de descenso) 


Descenso (Desc): 


Teorema 5.2 (RD de mutación de variable ligada) 


Mutación en el generalizador (MVG): 


Mutación en el particularizador (MVP) 
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Reglas de distribución 


Teorema 5.3 (RD de distribución de Y y Jen A) 


Distribución de de V en A(DGO): 


Distribución de Jen A (DPC,) 


Distribución de Jen A (DPC,) 


Teorema 5.4 (RD de distribución de Y y Jen V) 


Distribución de 3 en V (DPD): 


Distribución de V en V(DGD,) 


Distribución de V en V(DGD,) 


Teorema 5.5 (RD de distribución de Y y 4en >) 


Distribución de de V en > (DGL.,): 


Distribución de de V en > (DGI): 


Distribución de 4 en > (DPI,): 


Distribución de Jen > (DPI): 


IP OX) 


VxPx AVxOx 


ANO) 


AO 


AXPx AVxOx 


AO) 


DA) 


IPN VXOX 


VXPx VWxOx 


Vx (Px V Qx) 


WA Ox) 


VIP VOX 


Vx(Px = Qx) 


VXxPx => WxOx 


Vx(Px = Qx) 


AXPx => 1X0x 


3x (Px = Qx) 


VXxPx => 1x0x 


21xPx => 1x0x 


3x(Px = Qx) 
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Teorema 5.6 (RD de distribución de Y y Jen =>) 


Vx(Px = Qx) 
VXxPx e VxOx 


Distribución de V en > (DGCo.): 


Vx(Px > Qx) 
2xPx  3x0x 


Distribución de V en > (DGCo,) 


Reglas de distribución condicionales 


Empleamos la denominación adoptada por Manuel GARRIDO [64] (p. 184) para estas reglas. La 
condición a la que están sujetas es a que x esté ligada en A. 


Teorema 5.7 (RD de distribución condicional de V y Jen A) 


AAVxPx 


Distribución condicional de Y en A (DistC,): ========= 
VXx(AMPx) 


ANMAÁXPx 


Distribución condicional de 3 en A (DistC,): —— 
IE) 


Teorema 5.8 (RD de distribución condicional de Y y Jen V) 


AVWYxPx 


Distribución condicional de V en V (DistD,): === 
Vx (AV Px) 


ME ne y AVAXPx 
Distribución condicional de = en V (DistD.): == 
A) 

Teorema 5.9 (RD de distribución condicional de V en >) 


Vx(A= Px) 
(A => VxPx) 


Distribución condicional de Y en => (DistGl.): 


Vx(Px => A) 
(AxPx => A) 


Distribución condicional de V en => (DistGl): 
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Teorema 5.10 (RD de distribución condicional de Jen >) 


Xx (A => Px) 
(A => AxPx) 


Distribución condicional de Jen > (DistPI,): 


xx (Px > A) 
(VxPx => A) 


Distribución condicional de Jen > (DistPl): 


Una muestra de por qué no basta con la lógica de juntores y se hace necesaria la lógica de cuan- 
tores —y por ende, la lógica de primer orden (la reunión de ambas)—, nos la proporciona el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 185 


Resolvamos la siguiente argumentación. 
No hay personas malas entre las defensoras de esta causa. Ninguna per- 
sona buena miente. Todas mis amistades defienden esta causa. Luego mis 
amistades no mienten. 


Cfr. [102]: pp. 170-171. 


Resolución. En el ámbito de la lógica de juntores, no estamos ante una argumentación 


válida, al ser contingente, pues dicha argumentación se formaliza como: 


p  nohay personas malas entre las defensoras de esta causa, 
q ninguna persona buena miente, 
r todas mis amistades defienden esta causa, 


Ss mis amistades no mienten, 


con el esquema argumental 


lp qyrjes. 


Sin embargo, sí que se trata de una argumentación válida. Pero, para demostrarlo nece- 
sitamos de la lógica de primer orden. Su formalización en esta lógica es: 


Mx xesuna persona mala, 
Cx x defiende esta causa, 
Nx x miente, 


Ax x es una de mis amistades, 
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con el esquema argumental 
[2x(Mx A Cx), Vx(2Mx —> ANx), Vx(Ax —> Cx)) HF Vx(Ax — 1Nx), 
que en el lenguaje de la Lógica Proposicional queda la expresión 
(AX(Mx A Cx) AVx(2Mx —> ANx) AVx(Ax — Cx)) > Vx(Ax — 3Nx). 
Una deducción formal que demuestra la validez de la argumentación es la siguiente: 
O. AÍX(Mx A Cx) Premisa 
LL Vx(Mx —> Nx) Premisa 
2.  Wx(Ax —> Cx) Premisa 
3. AIX(Mx A Cx) AVx(2Mx — 3Nx) IC o, 1 
4. AAX(Mx A Cx) AYVx(2Mx —> ANx) AVx(Ax —> Cx) IC 3, 2 
5. | Vx(MxACx) NP o 
6. Vx(2Mx V =Cx) DM,5 
7. | WVx(Mx > Cx) DI, 6 
Ma => =Ca EG 7 
9. Ma => Na EG 1 
10, Aa => Ca EG 2 
11, Ca => =Ma Cp, 8 
12. Aa => =Ma Sil1o, 11 
13, Aa => =Na Sil 12,9 
14. | Vx(Ax — Nx) IG 13 
15. (AX(Mx A Cx) AVx(2Mx —> ANx) AVx(Ax —> Cx)) > Vx(Ax — 3ANx) TD 4-14 


donde: 


NP es la regla (doble) de negación del particularizador 3IxPx 4 Vx=Px; 


DI, es la regla (doble) definición del implicador (principio de Filón) $ > Y 34 24 V Y; 


Cp, es la ley de contraposición d > Y E Y => 0; 
Sil es la ley del silogismo hipotético [$ => Y, Y => xFb=> Xx 


TD es el teorema de la deducción. 
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Ejemplo 186 


En un monte hay 77 animales, los cuales tienen o dos o cuatro patas. Una persona 


del lugar le dice: «Al menos uno de los animales tiene dos patas, y dado cualquier par de 


animales, al menos uno de los dos tiene cuatro patas». 


a.  Formalicemos en el lenguaje de la lógica de cuantores esto que nos han dicho. 


b. ¿Cuántos animales hay de dos y de cuatro patas? 


Resolución. Considerando como universo de discurso el conjunto de los animales en di- 


cho monte, sean: 


a. AXDxAVxy(CxV Cy); 
b. 


Paso 

o. 1xDx 
UI(EX VEU) 
2. Cav Cb 

3. Vx(Cx > Dx) 
4. Ca > Da 

5. Ca => Da 

6. Cb =Db 
7 
8 
9 


1] 


. Cb=>=Db 
.2DaV-Db 
.(DaADb) 
10. VxVy (Dx A Dy) 
1. Vy=(Da A Dy) 
12. 3y (Da A Dy) 
13. Vx3y (Dx A Dy) 
14. a3x3y (Dx A Dy) 


Dx = x tiene dos patas, 


Cx = x tiene cuatro patas. 


Razón 

Premisa 

Premisa 

EG 1 (eliminacion del generalizador) 

Premisa 

EG 3 (eliminacion del generalizador) 

ECO, 4 (eliminacion del coimplicador) 

EG 3 (eliminacion del generalizador) 

ECO, 6 (eliminacion del coimplicador) 

Dil, 2, 5, 7 (dilema constructivo complejo”) 

DM, 8 (ley de De Morgan de negacion del conjuntor) 
IG? 9 (introduccion multiple del generalizador) 
EG 10 (eliminacion del generalizador) 

NP 11 (negacion del particularizador) 

IG 12 (introduccion del generalizador) 


NP 13 (negacion del particularizador) 


" Dilema constructivo complejo: ($ => x) A (y = T) => [Hd V Y => x V 7) (cfr. supra 


actividad 3.7 [p. 308 de esta edición]). 


La traducción de (0) y (14) al español es: (0) existe un animal de dos patas y (14) no existe 


ninguna pareja en la que ambos tengan dos patas. Esto implica que sólo hay un animal de 


dos patas y, por tanto, 76 de cuatro patas. 
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Ejemplo 187 


Traducido de: Lewis Carroll, Symbolic Logic: Part I. Elementary (Macmillan, 1896), p. 
118. Dominio Público. 
I. Ningún gatito que gusta del pescado es indomesticable; 
II. Ningún gatito sin cola jugará con un gorila; 
III. Alos gatitos con bigotes les gusta el pescado; 
IV. Ningún gatito domesticable tiene ojos verdes; 
V. Ningún gatito tiene cola a menos que tenga bigotes. 
Universo = «gatitos»; A= gusta del pescado; B = ojos verdes; C = con cola; D=domestica- 
ble; E =con bigotes; H =jugará con un gorila. 
Debemos: 
a.  Formalizar en lógica de cuantores todas estas afirmaciones. 
b.  Eneluniverso de los gatitos y usando lógica de cuantores, deducir la única conclu- 
sión que se sigue de estas afirmaciones y que hace que el argumento sea válido. 
c. Traducir nuestra respuesta simbólica a español. 


Resolución. Considerando como universo de discurso el conjunto de los gatitos, sean 
pues: 


Dx 
Ax 


«x es domesticable», 


«x gusta del pescado», 


Hx 
Ex 
Bx 


«x juega con un gorila», 


a 
¿= 

Cx — «x tiene cola», 
— 
— «x tiene bigotes», 
E 


«x tiene ojos verdes». 


A L Vx(Dx => Ax); 
TL. Vx(-Cx > Hx); 
TI. Vx(Ex = Ax); 
IV. Vx(Dx => Bx); 


V. Vx(Ex => Cx). 
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b. 
Paso Razón 
O. e Dx = Ax) Premisa 
1. Vx(2Cx => Hx) Premisa 
2. VX(Ex => Ax) Premisa 
3. Vx(Dx => =Bx) Premisa 
4. Vx( Ex => Cx) Premisa 
s. Da => Aa EG o (eliminacion del generalizador) 
6. Ca => Ha EG 1 (eliminacion del generalizador) 
7. Ea > Aa EG 2 (eliminacion del generalizador) 
8. Da > =Ba EG 3 (eliminacion del generalizador) 
9. Ea =>>=Ca EG 4 (eliminacion del generalizador) 
10. 5Aa => Ea Cp, 7 (ley de contraposicion ) 
1. Ba => Da Cp, 8 (ley de contraposicion ) 
12. (Ba => Da) A (Da => Aa) IC11, 5 (introduccion de la conjuncion) 
13. (Ba => Aa) Sil 12 (ley del silogismo hipotetico) 
14. (Ba => Aa) A(54a >=Ea)  1C13,10 (introduccion de la conjuncion) 
15. (Ba => Ea) Sil 14 (ley del silogismo hipotetico) 
16. (Ba > =Ea)A(5Ea => Ca) IC15, 9 (introduccion de la conjuncion) 
17. (Ba => Ca) Sil 16 (ley del silogismo hipotetico) 
18. (Ba > Ca) A (Ca => Ha) I1C17, 6 (introduccion de la conjuncion) 
19. (Ba => Ha) Sil 18 (ley del silogismo hipotetico) 
20 Vx(Bx => 2Hx) IG 19 (introduccion del generalizador) 


C. Ningún gatito de ojos verdes jugará con un gorila. 


$ 5.4 Sistema de deducción natural para la cuantificación poliádica 


$ 5.4.0 Reglas deductivas básicas 


Vemos a continuación las reglas de inferencia deductivas básicas del SDN para la LPO-P. 


Simplificamos la notación de los cuantores múltiples al máximo. Por ejemplo, Vx. .... X.-,, que 
también podríamos notar V”x,... X,_,, es una abreviatura de VXx.Vx; ... VXp-1. 


Regla de introducción del generalizador (IG”) 


Pa»... An-1 


1D] 
o A e IS 
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Regla de eliminación del generalizador (EG”) 


A e A 


Pa... An-1 


Regla de introducción del particularizador (1P”) 


Plsislna 


E A AR e A 


Regla de eliminación del particularizador (EP”) 


O E o AO 


Pas. Dia 


A 


A 


Las consideraciones hechas en cuantificación monádica para las reglas IG y EP son válidas para 
las reglas IG” y EP”, sólo que aquí debemos hacerlo extensivo a todos los parámetros. 


$ 5.4.1 Reglas deductivas derivadas 


Teorema 5.11 (RD conmutativas de Y y Jen cuantificación diádica) 


! , VxVWyPxy 
Conmutativa del generalizador (CoG?): === 
VyVxPxy 


3yPxy 


Conmutativa del particularizador (Cop?) 
3yaxPxy 


Teorema 5.12 (RD de conmutación de 3 y Y en cuantificación diádica) 


2 AVWyPxy 
Conmutación de 3 y V (ComPG): ——=—= 
Vy3xPxy 
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Teorema 5.13 (RD de reducción del V en cuantificación diádica) 


VxWyPxy 


VxPxx 


Reducción de V (RedG?): 


Teorema 5.14 (RD de duplicación del Yen cuantificación diádica) 


E EOS 
Duplicación del = (DupP?): ——_—— 
Ax1HyPxy 


Las reglas CoG?, CoP?, RedG? y DupP? se generalizan a la cuantificación poliádica. 


Teorema 5.15 (RD CoG”, CoP”, RedG” y DupP”) 


O A O CIAO 


Conmutativa del generalizador (CoG”): 


VXg(0) pe -Xo(n—1) Pxo 1 


O E a TO O 


Conmutativa del particularizador (CoP”): 
JlXa(0) SS Xo(n—1) Pxo AS Xn-1 


O A DO ee 
Reducción de V (RedG”): z E E 


NES 60 e 


IPXxk... 
Duplicación del Y (DupP”): XKkFXk ..-Xk 


O E o E e 


donde d es una permutación de [o,...,n—1yk€(0,...,n—1). 


Actividad 5.1 


Demostremos la regla de descenso cuantorial para cuantificación poliádica (Desc”): 


O A o EMO 0 


O E e OS PA 
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$ 5.5 Variaciones de la lógica de primer orden 


Vemos en este subcapítulo, sucintamente, tres extensiones de la lógica de primer orden. Aquí, 
empleamos el término extensiones en el sentido de Susan HAAcK [103], esto es, la colección de fórmu- 
las (resp., teoremas/inferencias) de estas variaciones incluyen propiamente la colección de fórmulas 
(resp., teoremas/inferencias) de £,. 


$ 5.5.0 Lógica y cálculo de primer orden con identidad 


Añadiendo el signo «=» a £, obtenemos un nuevo lenguaje que notamos por £L7. 


Dos detalles que debemos tener presente son: por una parte, si bien podríamos interpretar =co- 
mo un predicado, por ser una relación, observemos que en realidad es una constante de predicado ya que 
siempre es la misma relación; por otra, la notación habitual de los predicados es prefijo (notaríamos 


= xy) mientras que lo habitual es que la notación de la igualdad sea infijo, esto es, x = y. 


A continuación presentamos el cálculo de identidad de KALISH y MONTAGUE. 


Reglas básicas 


Reglas básicas 


Pt 
(WO (x= t => Px) 


Introducción de identidad (IId): 


(Vx) (x= t => Px) 


Eliminación de identidad (Eld): a 


Interpretamos la regla IId como sigue: si afirmamos que el término t satisface el predicado P, 


entonces toda entidad que se identifique con t también satisface P. 


Ejemplo 188 


Resolvamos el siguiente argumento. 
Lo que ha jaqueado el sistema es un bot. Uoeb es lo que ha jaqueado el 


sistema. Luego Uoeb es un bot. 


Resolución. Formalicemos; sean: 


t GS lo que ha jaqueado el sistema; 
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b <GUoeb; 
B = ser un bot. 


Resolvamos: 
5: Bt Premisa 
l b=t Premisa 
2. Vx(x=t>Bx) lldo 
3 b=t= Bb EG2 
4. Bb MPP 3,1 


Hemos demostrado que se trata de un argumento válido. 


Interpretamos la regla EId como sigue: si afirmamos que toda entidad que se identifique con el 


término t satisface el predicado P, entonces el término t también satisface P. 


Ejemplo 189 


Resolvamos el siguiente argumento. 


Toda réplica del sistema está jaqueada. Luego el sistema está jaqueado. 


Resolución. Formalicemos; sean: 
t Sel sistema; 

Lc= t) <$xXes una réplica de t; 

J G estar jaqueado. 


Resolvamos: 
o.  Vx(x=t-=Jx) Premisa 


¡0 JE Eld o 


Hemos demostrado que se trata de un argumento válido. 


Reglas derivadas 


A partir de estas reglas básicas y de toda la potencia del cálculo de primer orden, pueden demos- 
trarse las siguientes propiedades. 
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Teorema 5.16 (Propiedades de equivalencia) 


Reflexividad (ReflId): 


Simetría (SimId): 


Transitividad (TransId): 


Observación 5.5.0.— Podríamos haber formulado estas reglas derivadas como teoremas lógicos: 


Reflexividad (ReflId): E(WO(x=x) 
Simetría (SimId): E(WO)NWVy(x=y=>y=x) 
Transitividad (TransId): EMOOWy(WD(x=yAy=z>x=Z) 


Observación 5.5.1.—  Notemos que = es una relación de equivalencia y recordémoslo cuando las 


estudiemos". 


Teorema 5.17 (Propiedad de intercambio (Intld)) 
to =t, 


Pto. > Pt, 


Observación 5.5.2.— Igualmente, podríamos haber formulado Intld como teorema: 


E (1) (Vy)(x = y => (Px e Py)) 


Observación 5.5.3.— La propiedad de intercambio (Intld) es justamente el principio de indiscer- 


nibilidad de los idénticos”?. 


$ 5.5.1 Lógica y cálculo de primer orden con descripciones 


A veces utilizamos circunloquios para no repetir nombres en el discurso o, a veces, cuando no 


recordamos un nombre o lo ignoramos. Por ejemplo, decimos «quien escribió Claros del bosque» o 


X Cfr. infra $ 11.21 (p. 550 de esta edición). 
2 Cfr. supra $ 5.1 (p. 363 de esta edición). 
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si recordamos que fue una mujer, «la autora de Claros del bosque». En ambos casos nos referimos, 
indirectamente, mediante una descripción, a María ZAMBRANO. 


Para poder trabajar con descripciones, añadimos al lenguaje de la lógica de primer orden con 
identidad, L7, el signo : que llamaremos descriptor definido o, simplemente, descriptor. 
Descripciones definidas 

Una descripción definida presupone la existencia y unicidad de la entidad a la que se refiere. 


Para su formalización, introducimos el descriptor definido —que también llamamos, simplemen- 
te, descriptor y, a veces, operador iota— designado por 1. 


Cuando se dan ambas condiciones, de existencia y unicidad de la entidad, decimos que se trata 


de una descripción propia (DDP); en caso contrario, hablamos de descripción impropia (DDD. 


Ejemplo 190 


Formalicemos la expresión «la obra más conocida de Miguel de Cervantes» en lógica 
de primer orden con descripciones. 


Resolución. Sea Mxy <= xesla obra más conocida de y y c < Miguel de Cervantes, 


entonces :xMxc representa la expresión anterior. En este caso se trata de una descripción de- 


finida propia. 


Ejemplo 191 


Formalicemos en lógica de primer orden con descripciones: 
o. quien atracó el banco CUC; 


1.  elrobot que atracó el banco CUC. 
Resolución. 
o. siAxy <xatracó el banco y, y b 5 CUC, entonces la formalización de la descripción es 


IxAxb. 


1. siRx =xesunrobot, Axy <= x atracó el banco y, y b 5 CUC, entonces la descripción 
queda formalizada por 
(ao) (Rx AAxb). 
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Es posible expresar esta doble condición, de existencia y unicidad, definiendo un nuevo cuantor. 


Definición 5.5.— El singularizador, también llamado cuantor de existencia única, que notamos 2! es, 


en realidad, una abreviatura: 


AXPx S (JPA (Vy)NPy => x = y)). 


Es posible caracterizar las descripciones definidas propias utilizando el singularizador: 


ixAx es una descripción definida propia si, y sólo si, 3!IxPx. 


Observación 5.5.4.— Recordemos que hemos aludido a este cuantor anteriormente'*. 


Observación 5.5.5.— Que sea posible formalizar una descripción, no asegura la existencia de la 
entidad descrita. Por ejemplo, si Px < x es un número primo, y Mxy <= x es mayor que y, entonces 


es posible formalizar la descripción 
el mayor de todos los (números) primos, 


como 
(O(Px A (Wy)(Py => Mxy)). 


Sin embargo, tal número no existe'*. 


Reglas básicas 


Aunque en su cálculo de descripciones KALISH y MONTAGUE también proporcionan una regla 


básica para las descripciones definidas impropias, nosotros adoptaremos sólo una regla básica. 
Regla de descripción propia (D) 


Ey (Wd(Px + x= y) 


PIxPx 


Ejemplo 192 


Siendo: 


a < Claros del bosque, 


Pxa= xescribió a, 


B Cfr. v. gr. supra $ 4.1.3 (p. 341). 
14 Cfr. infra teorema 18.15 (p. 846). 
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entonces si es posible asegurar que la condición de ser quien escribió Claros del bosque única- 


mente es satisfecha por una persona, esto es, si 
Ey)(Wx)(Pxa e x= y), 


entonces la regla de descripción propia (D) nos permite introducir una descripción en el cálculo 


lógico incluso antes de recordar que se trata de María ZAMBRANO; en efecto, siendo 
ixPxa = quien escribió Claros del bosque, 


así, IxPx es un término singular que es admisible introducir como sujeto y afirmar (es justo la 


consecuencia de la regla): 


P(ixPxa)a <= quien escribió Claros del bosque escribió Claros del bosque. 


Reglas derivadas 


Teorema 5.18 


(WO(Px = x 
(ese 101 


(D5: 


(WO(Px=S x=1xPX) 


Ey W)(Px e x =y) 


EyW)K(Px e x =y) 
Ele 


c=1xPx 


Ey(W)KPX = x 
c=1xPx 


Pc 


$ 5.5.2 Extensión aritmética de £, 


Formalmente, para conseguir un poder expresivo adecuado para definir y relacionar la aritmé- 
tica y la computabilidad, se añaden a £L,, además del signo de igualdad, = (constante predicativa), 
los signos correspondientes a las funciones adición y multiplicación, + y - (constantes funtoriales); 


el nuevo lenguaje lo designamos por £+. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


5.5. Variaciones de la lógica de primer orden 382 


Ejemplo 193 
En el conjunto de los números enteros positivos Z*, 


o. la expresión IxVyJZ(y + Z = X) se interpreta como la existencia de un número natural 


x mayor que todos los demás; 


1.  laexpresión Jz(y - z = x) se interpreta como la definición de la relación diádica de divi- 


sibilidad y | x; 


2.  laexpresión =(x =1) AVy(y|x > (y =1V y = x)) se interpreta como la definición de 


ser x un número primo. 


En £, adicionalmente, resulta de interés operativo considerar el recuento cuantificado N que 


Dijkstra define y nota en la forma 
(cuantor variable : rango de la variable : predicado o función en la variable) . 


Así, explicitado el rango de una variable como un intervalo natural, una definición recursiva en N es: 


[NX EN<OSP=0 
(Nx:0<x<n:Px)+1 siPx 


(Nro <x <a+1:PxX)= 
(Nx:0<x<n:Px) si=Px 


Observemos que dada una variable x con rango r(x) y un predicado Px, (Nx : r(x) : Px) es el 


número de valores distintos x en el rango r(x) que satisfacen Px. 
Ejemplo 194 


Si se trata de un predicado en N, digamos Px <= xes par, y el rango dexeso< x< mn, 


entonces 


n SS 

el sI nes par 
Nor. 23 
"2 +1 encaso contrario 


Es posible definirlos cuatro cuantores estudiados de la lógica de primer orden, el generalizador, 
el particularizador, el singularizador y la función cuantorial de existencia no global, en función del 


recuento cuantificado N. En efecto, escribiendo A y E por V y 3, como propone DIJKSTRA, tenemos: 


ADO EE PA == UNO ENS NAAA =00) 
(EXO OS ME PAS UNO ESE 
(Ex d O PR)= (Nx a Sn PX =1; 
(ENCON SSP) = 1 NACO NAPA) 
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Por motivos de brevedad y generalidad, es admisible omitir escribir el rango aunque asumimos 
que cuando lo hacemos en una igualdad se trata del mismo en ambos miembros, por ejemplo, las 
leyes de De Morgan: 


EXE PAS Ao PY), 
(Ns PP >) =((Nx< Px)]=0), 


Por otro lado, análogamente, si f es una función de dominio N, podremos usar los cuantores 
aritméticos suma y producto y denotar por(2x:0<x< X : f(x)) la suma de f(x) recorriendo 
xelranggo < x < Xypor(llx:0< x < X : f(x)) el producto de f(x) recorriendo x el 
rango 0 < x < X. Observemos que podremos usar cualquier otro conjunto numérico en vez de N y 
cualquier otro rango. 


Observación 5.5.6.—  Dijkstra propone inicialmente la notación (x : Rx : Px) —con x la variable 
muda, Rx el rango de x y Px la descripción de los elementos del conjunto en términos de x— 
como alternativa mejorada a la notación ([Px : Rx] estándar (ISO 80000-2:2019) para conjuntos. Él 
proporciona el siguiente ejemplo: 


e] 


preguntándose si este conjunto corresponde a [o”,1”,27,...,(n— 1)" oa (fi, (6, (43, ...] La 


notación que él propone permite deshacer la ambigúedad y elegir entre: 


Asimismo, Dijkstra declara que no tiene ninguna objeción para incluir el tipo de la variable en 
la expresión, por ejemplo, 
(¡EN:i<n:i") 


aunque prefiere y siempre lo hará en el contexto que rodea a la expresión y nunca como parte de 
ella. 


Cuando propuso esta notación en 1980"* lo hizo con paréntesis, pero en 2000*? declara que 


«la transición a paréntesis angulares fue una gran mejora». 


15 https: //www.cs.utexas.edu/users/EWD/transcriptions/EWDo7xx/EWD737.html. 
16 https://www.cs.utexas.edu/users/EWD/transcriptions/EWD13xx/EWD1300.html. 
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Por nuestra parte, para conjuntos seguiremos usando la notación estándar (ISO 80000-2:2019) 
y nos la compondremos para despejar la ambiguedaa, explicitando convenientemente el rango 


para que implícitamente indique cuál es la variable, por ejemplo, 
[0 :neNnAi<n), 
y si no es suficiente, mediante el propio nombre del conjunto: 
A=":nENAI<O), 
y si aún queda lugar a dudas, recurriendo a la definición por extensión del conjunto: 


X=([(":neNAi<n) 


— q, pe ¡e 0 +. 


$ 5.6 Inferir no es sólo deducir 


Si bien usamos el pensamiento deductivo en el día a día, a menudo cometemos errores. Cuatro 
razones podrían ser —cfr. BENNET [104] (p. 24) —: 


o.*, ignoramos información disponible; 

1.*, añadimos información por nuestra cuenta (y riesgo); 

2.*, tenemos problemas a la hora de hacer un seguimiento de la información, y 
3.*, no somos capaces de recuperar información necesaria. 


Como sigue exponiendo la profesora BENNETT, por una parte, mientras que algunas investi- 
gaciones sugieren que sea debido a las diferentes naturalezas de las lenguas naturales frente a los 
lenguajes formales, otras apuntan a que sea debido a una cierta inhabilidad cognitiva, y, por otra 
parte, mientras que algunas investigaciones indican que cierto grado de familiaridad con el tema de 
un argumento potencia nuestra habilidad para inferir correctamente, otras destacan que sea preci- 


samente esa familiaridad la que interfiere con nuestra pericia. 


En cualquier caso, no es la deducción la única vía de inferencia. En efecto, a continuación iden- 
tificamos como vías de inferencia, además de la deducción, la aducción, sea inducción o educción, la 
abducción, la transducción y la retroducción. 


$5.6.0 Aducción, sea ésta inducción o educción 


La aducción comprende la inducción y la educción. 
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Definición 5.6.— La inducción va desde la muestra ala población. En concreto, de saber que estamos 
ante una muestra q, que procede de una población determinada ¡y de observar en la muestra el hecho 
Y de que una propiedad es satisfecha por todas las unidades de la muestra, inferir la conclusión x; 


de que dicha propiedad la satisfacen todas las unidades de dicha población; esquemáticamente, 
[dj Y) E xj. 
Ejemplo 195 


Sean: 
(¡ = Estas magdalenas las hemos extraído de esta bolsa. (Muestra de la población 
1) 
y <= Estas magdalenas tienen sabor a limón. — (Hecho observable en la muestra) 
X¡ = Las magdalenas de esta bolsa tienen sabor a limón. (Población j) 
7; <G La siguiente magdalena que extraigamos de esta bolsa ¡tiene sabor a limón. 
(Subpoblación de j) 

En esta interpretación, proporcionemos un ejemplo de inducción. 


Resolución. Un ejemplo de inducción es el siguiente: como estas magdalenas las hemos 


extraído de esta bolsa ((;) y todas (las extraídas) tienen sabor a limón (y), entonces (inducimos) 


que todas las magdalenas de esta bolsa tienen sabor a limón (y). 


Definición 5.7.— La educción va desde la muestra a la subpoblación. Concretamente, de saber que 
estamos ante una muestra dp; que procede de una población determinada ¡y de observar en la mues- 
tra el hecho yy de que una propiedad es satisfecha por todas las unidades de la muestra, inferir que 


dicha propiedad la satisfará una subpoblación r; cualquiera de la población j;esquemáticamente, 
16 1H) Fu 
Ejemplo 196 


Dada la interpretación del ejemplo 195 (385 de esta edición), proporcionemos un 


ejemplo de educción. 


Resolución. Un ejemplo de educción es el siguiente: como estas magdalenas las hemos 


extraído de esta bolsa (py) y todas (las extraídas) tienen sabor a limón (y), entonces (educimos) 


que la siguiente magdalena que extraigamos de esta bolsa tendrá sabor a limón (7;). 
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$ 5.6.1 Deducción y abducción 


Tanto la deducción como la abducción van desde la población a la muestra. 


Definición 5.8.—  Enla deducción, de saber el hecho x; de que una propiedad se satisface en toda una 
población j y de saber que estamos ante una muestra q»; que procede de dicha población j, inferir la 


conclusión y de que dicha propiedad se satisface en dicha muestra; esquemáticamente, 
DG bj F y. 
Ejemplo 197 


Dada la interpretación del ejemplo 195 (385 de esta edición), proporcionemos un 


ejemplo de deducción. 


Resolución. Un ejemplo de deducción es el siguiente: como todas las magdalenas de esta 


bolsa tienen sabor a limón (x¡) y estas magdalenas las hemos extraído de esta bolsa (p), en- 


tonces (deducimos) que todas estas magdalenas (las extraídas) tienen sabor a limón (4). 


Definición 5.9.—  Enla abducción, de saber el hecho x; de que una propiedad se satisface en toda una 
población j y de observar en la muestra el hecho yy de que dicha propiedad es satisfecha por todas las 
unidades de la muestra, inferir la conclusión (p¡) de que dicha muestra procede de dicha población 


j; esquemáticamente, 
DG yy 0. 


Ejemplo 198 


Dada la interpretación del ejemplo 195 (385 de esta edición), proporcionemos un 


ejemplo de abducción. 


Resolución. Un ejemplo de abducción es el siguiente: como todas las magdalenas de esta 


bolsa tienen sabor a limón (x;) y estas magdalenas (las extraídas) tienen sabor a limón (y), 


entonces (abducimos) que estas magdalenas las hemos extraído de esta bolsa ($). 


$ 5.6.2 Transducción 


Tras el estudio y la práctica se generan esquemas mentales a los que acudimos como posibles 


modelizaciones de situaciones nuevas, es decir, expresamos un problema nuevo con el vocabulario 
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de problemas antiguos ya resueltos. Esto hacemos, por ejemplo, con los modelos de urnas y bolas en 


teoría de la probabilidad. 


Definición 5.10.— La transducción transforma la situación original en una «imaginaria» por analo- 
gía; esquemáticamente, 
AA VAL LA e 


Observación 5.6.0.—  Insistamos, la transducción no es más que un proceso optativo de abstrac- 
ción transversal, fundamentado en el conocimiento o experiencia que valide la analogía y previo a 
cualquiera de las otras vías de inferencia. 


Ejemplo 199 


Dada la interpretación del ejemplo 195 (385 de esta edición), proporcionemos un 


ejemplo de transducción. 


Resolución. Un ejemplo de transducción es el siguiente. Sean: 


X 5 Estas bolas las hemos extraído de esta urna. (Muestra) 
Y = Estas bolas son rojas. (Hecho observable en la muestra) 
Z < Las bolas de esta urna son rojas. (Población j) 


Esto es, elegimos el modelo de bolas (de color rojo) y urnas para representar la cuestión: una 
bola designa una magdalena, una bola roja, una magdalena con sabor a limón y una urna, una 
bolsa. Así, 


7; = La siguiente bola que extraigamos de esta urna ¡es roja. (Subpoblación de j) 


Otro ejemplo podría ser: 


(p; = Estas personas han venido por este camino. (Muestra) 
y = Estas personas hablan español. (Hecho observable en la muestra) 
x¡ = Todas las personas que vengan por ese camino hablan español. (Población j) 


71; = La próxima persona que venga por el camino ¡habla español.  (Subpoblación de 


D 


Entonces, asumiendo que una bola designe a una persona, una urna un camino y que el he- 
cho de ser roja designe al hecho de hablar español, podríamos transducir similarmente a lo 


anterior. 
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$ 5.6.3 Retroducción 


Definición 5.11.— En la retroducción”, vamos desde la muestra a la población. En concreto, de saber 
que estamos ante una reunión A, p, de muestras —una nueva muestra fabricada por abstracción 
transfigurativa— que proceden cada una q»; de una población determinada ¡y observar que una pro- 
piedad es satisfecha por todas las unidades de la reunión de muestras (4), inferir (por inducción) la 
conclusión A, x¡ de que dicha propiedad la satisfacen todas las unidades de la reunión de poblacio- 
nes; esquemáticamente, 


Ateepr Ax 
y 


j 
Ejemplo 200 


Se trata de elegir la «mejor» persona para un puesto de trabajo. 


Resolución. Podría hacerse en tres fases consecutivas: una inducción, una retroducción 


y una abducción. En efecto, 


o.” Inducción: Para cada organización ¡se razona así:«[(¡] “Esta persona de esta organización 
jes quien mejor desempeña ese puesto” y [y] “esta persona posee las características C;”, 
luego [x¡] “la mejor persona de esta organización j para desempeñar ese puesto posee las 


características C;”». 


1.2  Retroducción: «[A, P¡l“Estas personas son las mejores en el desempeño de ese puesto 
en sus organizaciones” y [y] “estas personas poseen las características y(C,,..., Cp)”, 
luego [A pa “la mejor posee las características y(C,,..., C;)”» (y indica una función 
o procedimiento de agregación, por ejemplo, una media aritmética, ponderada, etc. 
—yv(G,..., Cn) indica un conjunto de características resultado de dicha agregación de 


características procedentes de las distintas organizaciones—). 


2.  Abducción: «[x¡] “La mejor posee las características y(C,,... , C,)” (las personas de la po- 
blación í de las mejores tiene esas características) y [y] “esta persona posee las caracte- 


rísticas y(C,,..., C;)” (muestra de tamaño 0), luego [(;] “esta persona es la mejor” (esta 


persona la hemos “extraído” de la población í de las mejores)». 


Sea la vía de inferencia que sea, deberíamos precavernos de las actitudes reduccionistas que 
siempre nos acechan de imaginar y adoptar jerarquías basadas en considerandos personales acerca 
de la importancia estructural de las entidades participantes, haciendo, por ejemplo, que juzguemos 
a unas como aderezos o transformaciones de otras, cuando la realidad puede ser bien distinta. 


17 No la confundamos con la retroducción de PEIRCE, que es el modo AlI de la I1.* figura del silogismo categórico. 
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Agentes software 

Pudiese ser que en determinadas instancias nos represente un agente software 
(fuere en entornos de comercio electrónico con una oferta excesiva, o de apoyo si, 
por ejemplo, tenemos discapacidad visual, o en general, como sistemas de ayuda en 
la llamada Web Semántica y en las Web n,o que aparezcan). Las arquitecturas de los 
agentes software admiten múltiples clasificaciones, según los criterios que se elijan. 
En particular, en cuanto a su interacción con el entorno, suele distinguirse entre reac- 
tivos, deliberativos e híbridos. Un agente reactivo atiende sólo al presente y actúa según 
un esquema estímulo-respuesta. Un agente deliberativo integra un modelo simbólico 
del entorno y logra conclusiones vía alguna lógica formal o gramática parda (a base 
de heurística y seudológica). Un agente híbrido combina características de los dos tipos 
anteriores. Podríamos decir que tanto la acción de los agentes deliberativos como la 
de los híbridos muestra que ambos tienen la capacidad de hacer inferencias. (Si nos 
inquieta conocer más sobre el tema, podríamos tomar como punto de partida, por 
ejemplo, el libro Intelligent Software Agents, de BRENNER, ZARNEKOV y WITTIG [105])). 
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La 


CAPITULO 


De la metalógica 


¿Me contradigo? Muy bien, entonces me contradigo, (soy grande, contengo multitudes). 
(Walt WHITMANN (1819-1892), Song of Myself). 


¿Existe alguna relación entre lo válido y lo deducible, entre lo verdadero y lo deriva- 
ble formalmente? Además de la corrección y la completitud que responderán a esta 
inquietud, son tres más las cuestiones metalógicas sobre un sistema formal que nos 


preocupan y que estudiaremos en este capítulo, cinco en total: 


O. Corrección: debe suceder en el sistema que todo lo deducible sintácticamente sea 


también deducible semánticamente. 


1. Consistencia: el sistema no debe contener ninguna fórmula que sea teorema ló- 


gico y cuya negación sea también teorema lógico. 


2. Completitud: debe suceder en el sistema que todo lo deducible semánticamente 


sea también deducible sintácticamente. 


3. Compacidad: la satisfactibilidad de un conjunto infinito numerable de fórmulas 
del sistema debe ser consecuencia de la satisfactibilidad de todos los subconjun- 


tos finitos de dicho conjunto. 


4. Decidibilidad: debe existir un procedimiento que permita conocer si una fórmula 


dada es deducible en el sistema. 


6.0 Metalógica dela lógica dejuntores .................. 393 
6.1 Metalógica de la lógica de cuantores . ................. 403 
6.2 Sobrela metalógica de algunas extensiones . ............. 409 
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$ 6.0 Metalógica de la lógica de juntores 
Uno de los fines implícitos en el desarrollo de cualquier teoría formal es que su teoría de modelos 


y su teoría de la demostración coincidan en su expresividad, en el sentido de que lo que sea deducible 


semánticamente lo sea también sintácticamente, y viceversa. 


$ 6.0.0 Corrección y consistencia 


Veamos que 


= la lógica de juntores es correcta, esto es, que en ella todo lo deducible sintácticamente también lo es 


semánticamente, y que 


= la lógica de juntores es consistente, es decir, que está exenta de contradicciones. 


Definición 6.0.— Un sistema deductivo consistente es aquél en el que no existe ninguna fórmula q tal 
queF pyH 0, simultáneamente. En caso contrario, decimos que es inconsistente. 


Definición 6.1.— Sea 9 un conjunto de fórmulas. Si existe una fórmula q tal que db + py PE 0, 
decimos que d es conjunto inconsistente de fórmulas. Caso contrario, se dice consistente. 


Ejemplo 201 


Demostremos que el conjunto [p => q,=q,pj) es un conjunto inconsistente de 


fórmulas. 


Resolución. En efecto. Veamos primero que [p => q,=q, p) E p. La derivación formal 


que lo consigue es bien sencilla: 
O. p DFL 


Por otro lado, en el ejemplo 2.0.3 (p. 165 de esta edición), vimos que [p > q,=q) F =p. 
Como [p > q,=q) es un subconjunto de [p = q,=q, pj), entonces por la propiedad de 
monotonía —vid. supra teorema 2.2 (p. 170 de esta edición)—, se tiene que [p > q,=q,p) F 


=p. 


Por lo tanto, [p > q, q, p) es un conjunto inconsistente de fórmulas. 


Teorema 6.0 


Si $ es un conjunto inconsistente de fórmulas, entonces Y + q, sea cual sea la fórmula . 
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Como lo que afirma el teorema anterior es para toda fórmula, un corolario importante suyo es 
que de un conjunto inconsistente de fórmulas podría deducirse formalmente una fórmula insatis- 
factible; en otras palabras, a partir de la inconsistencia podría deducirse la verdad de lo falso. 


Actividad 6.0 


Demostremos que [p > q,q,p+FqA=q. 


Teorema 6.1 (Reducción al absurdo (abreviadamente Abs, también RAA)) 


Sean (p una fórmula y $ un conjunto de fórmulas, entonces $ U [=p] es un conjunto incon- 


sistente de fórmulas si, y sólo si, $ E ep. 


Ejemplo 202 


Demostremos que q se deriva inmediatamente de [p => q, p) 


Resolución. Sea 0 = [p => q, p) y sea q la fórmula q. En el teorema 201 (p. 393 de esta 


edición) demostramos que PU [q] es un conjunto inconsistente de fórmulas, por lo que, por 


el teorema anterior (RAA), q se deriva inmediatamente de Q. 


Observación 6.0.0.— Lo que demuestra este ejemplo quedaba ya recogido en el silogismo hipo- 


tético en su forma modus ponendo ponens: [p > q,p|F q. 


Definición 6.2.— Una teoría formal satisface la propiedad de corrección, rectitud o validez (decimos que 
dicha teoría formal es correcta), precisamente si para todo conjunto $ de fórmulas y para toda fórmula 
q, sucede que 


si 9 E q, entonces Dd E ep, 


—esto es, que la derivabilidad sintáctica asegura la derivabilidad semántica—. En particular, todo 
teorema lógico es una fórmula válida, es decir, se satisface que 


si F p,entonces E dp. 


Observación 6.0.1.— Que se satisfaga la propiedad de corrección es extremadamente importan- 


te, pues simplifica enormemente la demostración. Pensemos que para asegurar que 9 E q de- 
beríamos corroborar que todas las interpretaciones son modelos, mientras que para asegurar que 


9 E pes suficiente con encontrar una deducción formal desde 0 a d. 


Observación 6.0.2.— Conseguir una teoría correcta no es difícil. Basta tomar como axiomas fór- 
mulas válidas e imponer para las reglas de inferencia que conserven la validez, es decir, que la 


aplicación de una regla de inferencia sobre una fórmula válida produzca una fórmula válida. 
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Teorema 6.2 (Enunciado alternativo de la propiedad de corrección) 


Un enunciado equivalente de la propiedad de corrección es: 


Si un conjunto Y de fórmulas es inconsistente, entonces d es insatisfactible. 


Demostración. En la propiedad de corrección, 
si 9 FE p,entonces Pd E q, 
sustituyendo Y E ¿ por su equivalente según el teorema 6.1 (p. 394 de esta edición) se tiene que 
si 9 U [6] es un conjunto inconsistente de fórmulas, entonces 9 E q, 


de donde, sustituyendo $ E « por su equivalente según el teorema 1.10 (p. 129 de esta edición) se 
tiene que 
si 8 U [6] es un conjunto inconsistente de fórmulas, 
entonces 


$ U [-p) es un conjunto insatisfactible de fórmulas, 


y como en realidad 9 U [4] es un conjunto arbitrario de fórmulas, se tiene que 
todo conjunto inconsistente de fórmulas es un conjunto insatisfactible de fórmulas, 
que abreviadamente escribimos, dado un conjunto Y de fórmulas, 
si Y es inconsistente, entonces Ú es insatisfactible, 


siendo todos ellos y, en particular este último, enunciados equivalentes de la propiedad de corrección. 


Teorema 6.3 (Teorema de rectitud (o de validez) (PosT)) 


La lógica de juntores es correcta, esto es, para todo conjunto P de fórmulas y para toda fórmula 


q, sucede que 
si 9 Ep, entonces 9 E q. 


Observación 6.0.3.— Por el teorema 6.2 (p. 395 de esta edición), un enunciado equivalente del 
teorema de rectidud es: todo conjunto inconsistente de fórmulas es un conjunto insatisfactible de 


fórmulas. 


Teorema 6.4 (Corolario del teorema de rectitud) 


Si un conjunto de fórmulas es satisfactible, entonces es consistente. 
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En definitiva. 


Teorema 6.5 (Consistencia de la lógica de juntores) 


La lógica de juntores es consistente. 


Demostración. Caso contrario, si existiese una fórmula p tal queF pyH q, simultáneamen- 
te, entonces, por el teorema de rectitud, F fp yF =p, simultáneamente, en contra de la definición de 


interpretación (ya que en ese caso existiría una fórmula q tal que (pb) = I(24) = 1, contrariamente 


a la redefinición de interpretación (vid. supra definición 1.17 [p. 108 de esta edición]). 


$ 6.0.1 Completitud 


Veamos que la lógica de juntores es completa, esto es, que todo lo deducible semánticamente lo es 
también sintácticamente, en otras palabras, que el sistema formal, en particular, su sintaxis, es lo 
suficientemente expresiva y potente como para que con ella sean derivables todas las conclusiones 


que esperamos obtener. 


Definición 6.3.— Una teoría formal satisface la propiedad de completitud —también decimos que di- 
cha teoría formal es completa— precisamente si para todo conjunto d de fórmulas y para toda fórmula 
q, sucede que 


si 9 E q, entonces 9 E 


—esto es, la derivabilidad semántica asegura la derivabilidad sintáctica—. En particular, toda fór- 


mula válida es un teorema lógico, es decir, se satisface que 


si F q, entonces FE q 


Teorema 6.6 (Enunciado alternativo de la propiedad de completitua) 


Un enunciado equivalente de la propiedad de completitud es: 


Si un conjunto Y de fórmulas es insatisfactible, entonces $ es inconsistente. 


Demostración. En la propiedad de completitud, 
si Pd E q, entonces 9 E q, 
sustituyendo Y F ¿ por su equivalente según el teorema 6.1 (p. 394 de esta edición) se tiene: 


si 9 E entonces $ U [-() es un conjunto inconsistente de fórmulas, 
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de donde, sustituyendo $ E « por su equivalente según el teorema 1.10 (p. 129 de esta edición) se 


tiene: 
si 9 U (4) es un conjunto insatisfactible de fórmulas, 


entonces 


$ U (6) es un conjunto inconsistente de fórmulas, 


y como en realidad 9 U [) es un conjunto arbitrario de fórmulas, se tiene que: 
todo conjunto insatisfactible de fórmulas es un conjunto inconsistente de fórmulas, 
que abreviadamente escribimos, dado un conjunto $ de fórmulas: 
si d es insatisfactible, entonces $ es inconsistente, 


siendo todos ellos y, en particular este último, enunciados equivalentes de la propiedad de completi- 


tud. 


Teorema 6.7 (Reformulación de la propiedad de completitua) 


Si un conjunto de fórmulas es consistente, entonces es satisfactible. 


Así, el paso de la consistencia a la satisfactibilidad faculta el paso de la validez lógica a la deriva- 


bilidad. 


Teorema 6.8 (Teorema de completitud (PosT, 1920) (KALMAR, 1934.-1935)) 
La lógica de juntores es completa, esto es, para todo conjunto Y de fórmulas y para toda fór- 
mula dp, de la lógica de juntores, sucede que 

si 9 E q, entonces 9 E q, 


y particularmente que 


si F q, entonces E d. 


Demostración. Podríamos estudiarla, por ejemplo, en GARRIDO [64] (pp. 313-315). 


Observación 6.0.4.— Por el teorema 6.6 (p. 396 de esta edición), un enunciado equivalente del 
teorema de completitud es: todo conjunto insatisfactible de fórmulas es un conjunto inconsistente 


de fórmulas. 


La conjunción del teorema de rectitud con el de completitud demuestra el siguiente corolario. 


Teorema 6.9 (Corolario: la lógica de juntores es correcta y completa) 


Para todo conjunto Y de fórmulas y para toda fórmula dp, 


DE psi, y sólo si, d E e. 
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Observación 6.0.5.— Por lo visto anteriormente, un enunciado equivalente de este corolario es: 


todo conjunto inconsistente de fórmulas es un conjunto insatisfactible de fórmulas y, 
recíprocamente, todo conjunto insatisfactible de fórmulas es un conjunto inconsistente de 


fórmulas, 
o dicho más brevemente, 
un conjunto de fórmulas es inconsistente si, y sólo si, es insatisfactible, 
que, por lo discutido anteriormente, equivale a decir que 


un conjunto de fórmulas es consistente si, y sólo si, es satisfactible. 


Observación 6.0.6.— A modo de resumen, los teoremas anteriores suelen expresarse: 


o”, en términos de insatisfactibilidad e inconsistencia: 
= (corrección): Pes inconsistente sólo si P es insatisfactible; 
=  (completitud): $ es inconsistente si 9 es insatisfactible; 


= (corrección y completitud): $ es inconsistente si, y sólo si, D es insatisfactible; 


1. en términos de satisfactibilidad y consistencia: 
= (corrección): des satisfactible sólo si $ es consistente; 
=  (completitud): Des satisfactible si $ es consistente; 


= (corrección y completitud): $ es satisfactible si, y sólo si, $ es consistente; 


22, en términos de teoremas lógicos y fórmulas válidas: 


= (corrección): F ¿sólo siF q (p es un teorema lógico sólo si p es una fórmula válida); 


=  (completitud): FE ¿psi q ($ es un teorema lógico si p es una fórmula válida); 


= (corrección y completitud): + d si, y sólo si, E q (p es un teorema lógico si, y sólo si, q es 
una fórmula válida); 


32, en términos conjuntistas: 


= (corrección): [p: PF HCA1pH: PEO]; 


=  (completitud) (p:PEd¿2 (Hd: DE DY 


= (corrección y completitud): (p: PE G¿j=1(p: DE dp). 


Observación 6.0.7.—  Reescribamos: 


= «toda la verdad» (completitud: todo teorema lógico —sintaxis— es una fórmula válida 


—semántica— [todo lo que es demostrable (derivable formalmente) es de hecho verdadero]); 


= «nada más que la verdad» (corrección: toda fórmula válida es un teorema lógico —todo lo que 


es verdad tiene una demostración (una derivación formal) —); 
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= «toda la verdad y nada más que la verdad» (completitud y corrección: los teoremas lógicos son, 


y sólo son, las fórmulas válidas). 
Ejemplo 203 


Supongamos que q y yy son fórmulas lógicamente equivalentes. Sea x una fórmula 


cualquiera. ¿Es (dp > x) > (Y = x) un teorema lógico? 


Resolución. Como la lógica de juntores es correcta y completa, la cuestión equivale a sa- 


bersi(d => x) > (y = x) es una fórmula válida. 


Como por hipótesis, p y Y son fórmulas lógicamente equivalentes, d = y es una fórmula 


válida, por lo que los valores de verdad de «y y son iguales, y portanto, la tabla de verdad queda 


9d Ux (po > x) [e] (y => x) 
li 1 1 Jl: 1 1 1 1 1 il 


1 1.01 o. 0 1 1 o. 0 
1,0 1 1 1 O 1 1 


es decir, se satisface que 
F(p=x) + (Y > x) 
—esto es, ($ > x) > (Y = x) es una fórmula válida— y por tanto, por el teorema 6.8 de 


completitud de KALMAR (p. 397 de esta edición), también se satisface que: 


E (bd = x) e (y > x) 


—esto es, ($ > x) O (Y => x) es un teorema lógico. 


Observación 6.0.8.— Conseguir una teoría completa no siempre es posible. Pensemos que el ob- 
jetivo sería la caracterización sintáctica de la validez —es decir, de nuestra comprensión (semán- 
tica) de parte del mundo real. Ahondado un poco, podríamos distinguir y discutir sobre al menos 
tres tipos de validez: validez etiológica, ateniente al origen del contenido semántico; validez des- 
criptiva, correspondiente a las características descriptoras de las entidades y conceptos incluidas 
en dicho contenido; validez predictiva, ésta es, si puede predecirse la interacción del educto en su 


entorno sintáctico (lo cual presupone la verificación del proceso de traducción). 


$ 6.0.2 Decidibilidad 


Veamos que la lógica de juntores es decidible, o sea, que existe al menos un procedimiento que per- 


mite conocer si una fórmula dada es deducible. 
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Procedimientos de deducción vs. procedimientos de refutación 


La lógica de juntores es decidible, en el sentido de que siempre existe un método —un procedi- 


miento de decisión sólido, completo y que termine— que decide si una fórmula es o no válida. 


Hasta este momento conocemos cinco métodos. Tal y como los hemos utilizado hasta ahora, y 
dentro del conjunto general de procedimientos de demostración (en ámbito semántico o sintáctico), 
estos cinco se clasifican como procedimientos de deducción, y son: 


= tablas de verdad; 

= reglas de sustitución; 

= formas normales; 

= principios de dualidad; 
= derivación formal. 


Mas puede ocurrir que no seamos capaces de decidir con estos métodos o con esta forma de 
utilizarlos. 


La otra gran colección de sistemas de demostración son los procedimientos de refutación. 


Las tablas de verdad, las formas normales y las derivaciones formales pueden utilizarse como 
métodos de refutación, participando en las aplicaciones de los dos últimos las reglas de sustitución 
y los principios de dualidad. 


Otros procedimientos de refutación son las tablas analíticas, ya estudiadas, y resolución 
(ROBINSON [106]). 


Así que desde el punto de vista de la refutación, tenemos también cinco posibilidades, que son: 
= tablas de verdad; 
= formas normales; 
= derivación formal; 
= tablas analíticas/semánticas; 
= resolución. 


En un procedimiento de refutación, la idea que subyace es demostrar la validez de una fórmula 
(resp., inferencia deductiva) refutando la negación de dicha fórmula (resp., inferencia deductiva?). 


Esto se basa en las relaciones ya vistas siguientes. Siendo Y un conjunto de fórmulas y q una fórmula: 


BE p< ULA) es insatisfactible 


“Siendo $ un conjunto de fórmulas y q una fórmula, la negación de la inferencia deductiva BD F pes BU (4). 
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pes válida S 26 es insatisfactible 
PE GS ULA) es inconsistente 


q es un teorema lógico < q es inconsistente 


Ejemplo 204 Reducción al absurdo (RAA) / Demostración por contradicción 


Imaginemos que queremos demostrar Q > y. 


Resolución. Que fp —> 4 sea un teorema lógico es equivalente a que (fp => 1h) sea 
inconsistente. Esto último podríamos demostrarlo, por ejemplo, viendo que =(p => Y) > 1, 
o su fórmula equivalente ($ A =p) => 1. 


Como ya hemos dicho, este procedimiento es conocido clásicamente como reducción al 
absurdo (RAA) (o sinónimamente, demostración por contradicción); en lógica de juntores, dada la 
afirmación «si P, entonces Q», si de suponer que se satisfacen simultáneamente su premisa 
P y la negación de su conclusión =Q, se deduce un absurdo (contradicción), esto significa que 
dicha afirmación es cierta, en otras palabras, que dicha afirmación es un teorema del sistema 
formal en el que se esté trabajando. 


Notemos también que caso de que + =((pA=4Y) => 1),como d > Y F(PAl2Y) => L, 


se tendría + (4) = y). 


Ejemplo 205 


Si el hecho de que un gobierno tome unas medidas económicas arbitrarias y a la vez 
debilite los pilares fundamentales de la sociedad implica contradicciones sociales (por 
ejemplo, que dicho gobierno, elegido por los ciudadanos, no considere las demandas de 
los ciudadanos durante su legislatura), se deduce que caso de que un gobierno aplique 


unas medidas económicas arbitrarias debe reforzar los pilares fundamentales de la so- 


ciedad. 


Resolución. Sean p < «un gobierno toma medidas económicas arbitrarias» y q <= «se 


refuerzan los pilares fundamentales de la sociedad». 


Así que podríamos preguntarnos por la validez de la siguiente inferencia: [(p A =q) = 
1) F p => q. Llamémosla A. 
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Veamos si A es válida. Razonemos vía su contraparte semántica, [(p A=q) => 1) F 


p = q, con su forma lógica, a partir de suponer que ésta es falsa: 


E A A ME A 


1 O OAMI O 1 O O 1 O O 


Representando algunas fórmulas por sus juntores dominantes: 
0% Si/(=>,) = 0, entonces, l(>,) =1y l(=,) =0. 
19)  I(>,) = Oimplica I(p) =1y I(q) =0. 
22) Se propagan los valores /(p) e I(q) por toda la fórmula en cuestión. 
3%) Elvalor de verdad de l eso. 


4% Como I(>.) = 1 y el valor de verdad de su consecuente es o, el de su antecendente debe 


ser también o. 


5% Tenemos p A q.Como l(q) = 0, I(=q) = 1. Por otro lado, como /(A) = oe I(p) = 1, 
necesariamente /(=q) = O. De este modo, hemos alcanzado la fórmula insatisfactible 


qA=9. 


Como hemos derivado una fórmula insatisfactible a partir de suponer A, entonces, apli- 
cando ahora reducción al absurdo, deducimos que ((p A q) => 1) > (p > q) es una fórmu- 


la válida, por lo que la inferencia A es válida y es admisible denominarla teorema (metalógi- 


co). 


Observación 6.0.9.— Esto ha sido un mero ejemplo; insistimos en ello porque lo que es cierto es 
que hemos demostrado RAA usando RAA, lo cual no debemos hacer jamás en las matemáticas 


que estamos estudiando y con las que trabajaremos. 


Observación 6.0.10.— En estos ejemplos también podríamos haber empleado otros procedi- 


mientos de decidibilidad, como las tablas de verdad" o las tablas analíticas/semánticas?. 


De seguro que es una buena actividad que intentemos solucionar cada uno de los ejemplos 
para así practicar todos los diferentes procedimientos que conoceremos al concluir el estudio del 


capítulo. 


Y Vid. supra $ 1.8 (p. 109 de esta edición). 
2 Vid. supra $ 3.3 (p. 244 de esta edición). 
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Ejemplo 206 Derivación formal como método de refutación 


Demostremos que FpAq >pVqg. 


Resolución. Sea A=pAq=>pVq. 


Que A sea un teorema lógico es equivalente a que A sea inconsistente. Demostremos, 
pues, que (54) F 1; en efecto: 
O. =(pAq => pV q) Premisa 


1d (=(pAq)VpV q) Lo (Filón) 


3d 
J 


( 
G 
(ap V=q VpV q) [1 (De Morgan) 
3. (=p VpV-=qV q) ADeI2(CoD) 
( 

cr 


4007 o (q V q)) AD3 

Ss.  Á(TvVT) 14 (1 T[PTE)) 
6.  =T 15 (1dD) 

Y Al Defs. T, L 


Tes la regla de intercambio. 
Por tanto, al ser inconsistente A, tenemos que A es un teorema lógico. 


Observemos que lo que hemos hecho ha sido construir una derivación formal que refuta 


A. 


$ 6.1 Metalógica de la lógica de cuantores 


$ 6.1.0 Consistencia, completitud y compacidad 


La lógica de cuantores de primer orden es consistente. 


Teorema 6.10 (Teorema de consistencia) 


Para toda fórmula ( de la lógica de cuantores de primer orden, si q es un teorema lógico, 


entonces q) es una fórmula válida. 


Demostración. De ser de nuestro interés, podríamos estudiarla, por ejemplo, en GARRIDO [64] 


(PP. 324-325). 


Además, la lógica de cuantores de primer orden es completa, lo que demostró GÓDEL en 1930 ([107]). 
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Teorema 6.11 (Teorema de completitud —GODEL, 1930—) 


Para toda fórmula q) de la lógica de cuantores de primer orden, si q) es válida, entonces q es 


un teorema lógico. 


Demostración. HENKIN, en 1949 ([108]), y posteriormente HASENJAEGER, en 1952 ([109]), sim- 
plificaron la demostración de GÓDEL, de manera que este teorema surge como corolario del conocido 


actualmente como teorema de satisfacción de HENKIN. 


De interesarnos, podríamos estudiar dichos teoremas y sus demostraciones, por ejemplo, en 


GARRIDO [64] (pp. 326-337). 


Del teorema de satisfacción de HENKIN se sigue también el teorema de compacidad. 


Teorema 6.12 (Teorema de compacidad) 


Si 9 es un conjunto infinito de fórmulas tal que todo subconjunto finito suyo es satisfactible, 


entonces 0 es satisfactible. 


Demostración. De tener interés en ella, podríamos estudiarla, por ejemplo, en GARRIDO [64] 
(p. 338). 


$ 6.1.1 Decidibilidad de la lógica de primer orden con universo de referencia finito 


La lógica de primer orden, monádica o poliádica, con universo de interpretación finito, es decidible. 


Esto es así porque en tal caso, es posible sustituir los cuantores por expresiones lógicamente 
equivalentes en función de los juntores A y V. En efecto, si 0o, 4,,... , An, SON las entidades del uni- 


verso, entonces? 


VxPx HPa. APA: APA, 
1XPx THrPa,VPa,V::«:VPa,-, 
VxiyPxyAH(Paya, V Paya, V ::: V Paja, )A 
(Pa,a, V Paja, V--- V Paja) A 
¿A 


(Pas-00 V Pon V-= V POr 4p1). 


En otras palabras, en la lógica de primer orden, monádica o poliádica, con universo de interpre- 


tación finito, los cuantores no son más que abreviaturas. 


3 En la literatura, encontramos A y Y designando, respectivamente, los cuantores universal y existencial, debido, 
precisamente, a esta relación que existe entre los cuantores y los juntores en el caso finito. 
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Así, en dicha lógica, no es necesario el uso de cuantores, aunque se haga por comodidad, y de- 
mostrar la validez de una fórmula en esta lógica se reduce a demostrar la validez de dicha fórmula 
en lógica de juntores, cuestión que, como sabemos, puede resolverse, por ejemplo, mediante la cons- 


trucción y comparación de la correspondiente tabla de verdad. 


$ 6.1.2 Decidibilidad de la lógica de primer orden monádica 


La lógica de primer orden monádica, sea cual sea su universo de referencia, es decidible. 


En la interpretación corriente de la lógica bivalente,dado un universo UY y una forma enunciativa 


Px, los valores de verdad (en realidad, conjuntos de valores de verdad) de ésta son: 


= (1) sitodoslos x del/ satisfacen Px (Px es siempre verdadera); 


=  ([opsiningún x de satisface Px (Px es siempre falsa), y 
= (0,1) en cualquier otro caso. 


Esto asumiendo que en U siempre es posible asignar uno de tales valores de verdad a Px (si éste no 
fuese el caso, esto es, si supusiésemos que nuestro desconocimiento de Px es tal que no pudiésemos 
hacer ninguna de las asignaciones anteriores, deberíamos de considerar la posibilidad de que su valor 
de verdad fuese /). 


De este modo, los cuantores son aplicaciones, V, 3: 2% (9) — (o, 1), pudiendo, entonces, 


construirse una tabla de verdad para ellos: 


Px (VxPx =AxPx 
(11) 1 1 
fo.ip| o 1 
[o) o) o) 


Puede hablarse entonces de funciones de cuantificación, que son 2? = 8 en total. 


Px TEX -=YXPx =IXPX =JIXPx  ]xPx IMP VxPx IMPX 
(1) Í 1 1 1 o) o) o) o) 
fo, 1) 1 1 o) o) 1 1 o) o) 
[o) 1 o) 1 o) 1 o) 1 o) 
SLP ALTPX ATP UA PX Vx PX TX IPx =x PX =TxPR 


donde, 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


6.1. Metalógica de la lógica de cuantores 406 


= _LxPxesla función cuantorial contradicción, esto es, Lx/Px puede ser interpretada, por ejemplo, 
como «todos los x de / satisfacen Px, aunque existe al menos un x de U que no satisface Px», 

es decir, 
LxPx — (VxPx) A (axPx), (6.0) 


=  TxPxeslafunción cuantorial tautología, estoes, TxPx puede serinterpretada, por ejemplo, como 
«es falso que todos los x de 1 satisfagan Px y a la vez exista al menos un x de U que no satisfaga 

Px», es decir, 
TXPx — A(UXPx) A (axPx)), (6.1) 


= "esla función cuantorial de existencia no global, esto es, I2xPx significa que «existe algún x de U 
que satisface Px pero no todo x de U satisface Px», es decir, 


PXPx — (IXPX) A (AVxXPx). (6.2) 


Además de (6.0), (6.1) y (6.2), comparando la cabecera y el pie del cuadro anterior apreciamos las 


interdefiniciones entre Y y J, esto es, 


AXPx => Vx=Px 


YxPx —= =3AxPx 


por lo que basta con asumir un único cuantor, Y o 3, como primitiva de todas las funciones de cuan- 


tificación. 


Recordemos que el cuantor de existencia única no pertenece a la lógica de cuantores sino a la 
lógica de primer orden con identidad, sin embargo, para nuestro quehacer lógico-matemático es útil 
y cómodo. Por ejemplo, la afirmación «de existir algún x que satisfaga Px, no habría más de uno» 
podría expresarse como 

(SP VIP). 


Ejemplo 207 


¿Es válida la argumentación «Toda persona que deja que otra piense por ella, dejará 


que otra piense por ella o que también lo haga un artefacto»? 


Resolución. Formalizando: Px <= x deja que otra piense por ella; Ox < x deja que 
un artefacto piense por ella, y siendo el dominio de interpretación las personas ¿Es válida 
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Vx(Px => Px V Qx)? 


Px Ox Px => PxvVOx | Vx (Px >Px VQx) | 
(11d de dl 1 
ly dj | dy (dy (1) 1 
ly (doy| (dy (dy (1) 1 
low (1) |¡foy (dy — (1) 1 


top toj [fo (y  to,1) 1 
top to1 [fo dy  to1) 1 
toy ty [doy dy y 1 
top to [| dto) dy  to,1) 1 


top top [ toy (iy to) 1 


En las filas enmarcadas, las implicaciones (o, 1) —> [o, 1) son verdaderas; basta observar 
que las evaluaciones se hacen para un x determinado, el mismo para Px y para Px V Qx. La 


única posibilidad de que tales implicaciones fuesen falsas es si Px es1y Px V Qx es O, pero 


esto, por definición de disyunción, es imposible. 


Aunque aparentemente las tablas veritativas funcionan en el caso de la lógica de primer orden 
monádica, puede surgirnos la duda de su aplicabilidad general y por tanto de la decidibilidad de dicha 


lógica. 


Fue LÓWENHEIM [110], en 1915, quien demostró que la lógica de primer orden monádica es de- 
cidible. Lo hizo reduciendo el problema de decibilidad a un dominio de interpretación finito, esto 
es, que para demostrar que una fórmula de la lógica de primer orden monádica es válida, basta de- 
mostrarlo en un dominio finito, en concreto de 2” entidades, siendo n el número de predicados de la 
fórmula. 


Teorema 6.13 (Teorema de decidibilidad de LOWwENHEIM, 1915) 
Si una fórmula de la lógica de primer orden monádica, que consta de n predicados distintos, 
es válida en un dominio de interpretación de al menos 2” objetos, entonces es válida en todo 


dominio de interpretación no vacío, sea finito o no. 


Demostración. De ser de nuestro interés, podríamos estudiarla, por ejemplo, en GARRIDO [64] 
(Pp. 346-347). 


En teoría, perfecto, pero en la práctica se necesitaría una tabla de verdad enorme para deter- 
minadas fórmulas. En vez de tal teorema se utilizan ciertos algoritmos —cfr. v. gr. FROST (1989) y 
GARRIDO [64] (pp. 347ss.). 
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$ 6.1.3 Semidecidibilidad de la lógica de primer orden poliádica 


La lógica de cuantores de primer orden poliádica no es decidible, si bien es parcialmente decidible, es 


decir, existen subcolecciones de fórmulas para las que sí se tiene la decidibilidad. 


Análogamente a lo que hicimos en $ 6.1.2 (p. 405 de esta edición), es posible explorar la posibili- 
dad de aplicar el método de las tablas veritativas a los cuantores en relación con los valores de verdad 
de una forma enunciativa. 


En el caso diádico, por ejemplo, dados dos referenciales 14, y U, y dada una forma enunciativa 
Pxuy, los valores de verdad de ésta son: 


= (1) si cualquier pareja (x, y) € Us x U, satisface Pxy (Pxy es siempre verdadera); 
= [op sininguna pareja (x, y) € Us x U, (Pxy es siempre falsa), y 
= (0,1) en cualquier otro caso. 


Los cuantores son aplicaciones, V, 3 : 2124 (8) — 2198 M (8), pudiendo, entonces, cons- 
truirse una tabla de verdad para ellos (el caso monádico queda incluido identificando o y 1 con [o) y 
[1], respectivamente): 


Pxy 
to) 

to,1) 
ty 


VxWyPxy Wx3IyPxy Vy3xPxy 3yVxPxy xWyPxy 
to) to) to; to) to; 
to) to, 1) to, 1) to, 1) to, 1) 
ty ty ty ty ty 


IxIyPxy 
to) 
ty 
ty 


Ejemplo 208 


¿Es válida IxIyPxy —> Vx3yPxy? 


Resolución. Observando su tabla de verdad, 


Pxy x1HyPxy [>] Vx3IyPxy 
toj toy dy to) 
toy. tu. ty toy 
ty Dota dt 


vemos que la fórmula es válida. 


Aunque pudiese parecernos que este camino podría asegurar la decidibilidad, no es así. 


Fue Alonzo CHURCH en 1936 ([111]) —independientemente, TURING, 1937 ([112])— quien demues- 


tra que la lógica de primer orden es indecidible (a pesar de que una parte suya, la monádica, sí es 
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decidible). Lo que sí ocurre es que se conocen varios tipos de fórmulas poliádicas decidibles, de entre 
las cuales Manuel GARRIDO [64] (pp. 348-349) destaca tres —descubiertas ya por BERNAYS y SCHÓN- 
FINKEL en 1928 ([113)—, dado que hayan sido reducidas previamente a forma normal prenexa (FNP) 


(aquella fórmula en que todos los cuantores están al principio de ella): 
= todas las fórmulas del tipo Vx. ... Vx¡AXiz1 ... Ixp1PXo ---Xn-13 
= todaslas fórmulas del tipo Vx. ...Vx»-¡PXo...Xn-13 


= todaslas fórmulas del tipo 3x.... IXp1PXo...Xp-1- 


$ 6.2 Sobre la metalógica de algunas extensiones 


Para la extensión aritmética de la lógica de primer orden*, se demuestra que no existe ningún 


procedimiento decisorio para determinar sus teoremas ni que puedan ser efectivamente enumera- 


dos. 


Asi: 


la aritmética, la «simple» aritmética con igualdad, suma y producto en los naturales, no es de- 
cidible (Alfred TARSKI y Andrzej MOSTOWSKI, 1949); 


tampoco lo es la aritmética racional con igualdad, suma y producto (Julia ROBINSON, 1949); 


pero sí lo es la aritmética real (lo que implica que no exista ninguna fórmula en el lenguaje de la 


estructura de los números reales que defina los números naturales); 


de hecho, es decidible la aritmética de cualquier cuerpo real cerrado (Alfred TARSKI, 1949). 


También se tiene que: 


las teorías de las álgebras de Boole es decidible (Alfred TARSKI, 1940); 


las teorías de los órdenes totales y de los órdenes buenos son decidibles; 


pero si bien la teoría de una relación de equivalencia es decidible, 


la de dos relaciones de equivalencia —todas las aseveraciones que pueden deducirse del hecho 


de tener dos relaciones de equivalencia— no lo es; 


tampoco lo es la teoría de una relación de similitud (compatibilidad, tolerancia, relación refle- 


xIva y simétrica). 


Y también que: 


la teoría de una función de un argumento es decidible, 


* Vid. supra $ 5.5.2 (p. 381 de esta edición). 
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pero la de dos funciones de un argumento no lo es; 


= tampoco lo es la teoría de una función diádica (dos argumentos); 


=  sílo son, en cambio, las teorías de dos funciones sucesor, de un número finito de funciones 


sucesor y de un número numerable de funciones sucesor. 
Además, 
= mientras que la teoría de grupos no es decidible (Alfred TARSKI, 1953), 


= la teoría de los grupos abelianos —es decir, el conjunto de aseveraciones en el lenguaje de la 
teoría de grupos que son verdaderas para los grupos abelianos— es decidible (Wanda Montlak 
SZMIELEW, 1955); 


= las teorías de grupos finitos, semigrupos y anillos tampoco son decidibles (Anatoly Ivanovich 
MAL'CEV, 1961); 


=  lateoría de cuerpos tampoco lo es (Julia ROBINSON, 1949). 


Se han descrito muchas extensiones, formalizado clases enteras de lenguajes y estudiado sus in- 
terrelaciones y su relación con las diferentes aritméticas y estructuras y se sigue haciendo. El estudio 
se amplía a lógicas de órdenes superiores, esto es, donde las variables representan no sólo a entida- 
des, sino a relaciones y metarrelaciones de cualesquiera aridades. Aquí, de nuevo, las cosas pueden 
cambiar; a modo de ejemplo, la teoría de primer orden en (N; <) es decidible pero la de segundo 


orden no lo es. 


La matemática, la filosofía y la física cuántica, junto al afán de simular e incluso crear inteligen- 


cia y conciencia, impulsan el continuo estudio de los límites de lo computable. 


$ 6.3 Bibliografía 


= Parauna primera aproximación: 


[62] María MANZANO ARJONA y Antonia HUERTAS SÁNCHEZ. Lógica para principiantes. Filosofía y 
Pensamiento. Alianza Editorial, S. A., Humanes de Madrid, Comunidad de Madrid [ES-M], 
España, 2004. 


[98] Amador ANTÓN ANTÓN y Pascual CASAÑ MUÑOZ. Lógica matemática. II. Lógica de predicados. 
NAU llibres, Valencia, España, 1998. 


= Paraestudiar, practicar y conocer más: 


[64] Manuel GARRIDO GIMÉNEZ. Lógica simbólica. Serie de filosofía y ensayo. Tecnos, Madrid, 
Comunidad de Madrid (ES-M), España, 1.* ed., 1977. (8.*? reimpresión, 1989). 
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[65] Carmen GARCÍA TREVIJANO. El arte de la lógica. Serie de filosofía y ensayo. Tecnos, Madrid, 
Comunidad de Madrid (ES-M), España, 2..* ed., 1999. 


=  Paraprofundizar, acullá: 


[66] Manuel GARRIDO GIMÉNEZ, Luis Manuel VALDÉS VILLANUEVA, Jesús MOSTERÍN DE LAS HE- 
RAS, Alfonso GARCÍA SUÁREZ y Carlos-Peregrín FERNÁNDEZ OTERO. Lógica y lenguaje. Cua- 
dernos de filosofía y ensayo. Tecnos, Madrid, Comunidad de Madrid (ES-M), España, 1989. 


[67] Raymond Merrill SMULLYAN. First-Order Logic. Dover Publications, Inc., Nueva York, NY, 
EUA, 1995. (Republicación corregida de la edición publicada por Springer-Verlag en 1968). 


[60] Herbert Bruce ENDERTON. A mathematical introduction to logic. Harcourt/Academic Press, 
San Diego, Condado de San Diego, California (US-CA), Estados Unidos de América, 2.* ed., 
2001. 
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CAPITULO 


De la demostración 


«It's notwhat you know. It's what you can prove [No se trata de lo que sabes sino de lo que puedes 


demostrar)». 


(Alonzo Harris [Denzel WASHINGTON], Training Day [Día de entrenamiento] 


<https://www.imdb.com/title/tto139654/quotes>). 


«Felix qui potuit rerum cognoscere causas! [¡Feliz quien ha podido conocer las causas 


de las cosas!]» (Virgilio). 
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$7.0 Heurística 


Ala hora de resolver una cuestión matemática, deberíamos recorrer las tres etapas siguientes: 


O.  Conceptualización, o traducción de la realidad a un modelo matemático. 

1. Razonamiento lógico-deductivo para llegar a la solución del problema. 

2.  Desconceptualización, o aplicación de la solución al problema real del que partimos. 

George PÓLYA [114] propuso las siguientes reglas básicas heurísticas «Para resolverlo»: 

A. Comprendamos el problema. 

B.  Averigúemos qué conexiones hay entre los datos y las incógnitas. De no ser posible hallar co- 
nexiones inmediatas, podría ser necesario que examinásemos problemas auxiliares. Al final, 
deberíamos obtener un plan de resolución. 

C.  Llevemos a efecto nuestro plan. 

D. Examinemos la solución obtenida. 


PÓLYA descompone cada una de estas reglas, sugiriendo estrategias individuales a las que po- 


dríamos recurrir en momentos adecuados: 


I. Sinoes posible resolver el problema propuesto, busquemos un problema similar apropiado, que 


sí sepamos resolver. 
II. Demos el problema por resuelto, y tratemos de desandar el camino. 
III. Tratemos de avanzar. 
IV. Restrinjamos las condiciones. 
V. Relajemos las condiciones. 
VI. Busquemos un contraejemplo. 
VII. Tanteemos. 
VIII. Dividamos y venceremos. 


IX. Cambiemos el enfoque conceptual. 
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Ni qué decir tiene que investigadores posteriores han desarrollado las ideas de PÓLYA de diversos 
modos —SCHOENFELD en 1979 ([115]), vía DAVIS y HERSH en 1989 ([116]); MASON, BURTON y STACEY 
en 1989 ([117))—. 


La práctica de estas heurísticas y otras que busquemos, contrastemos y adquiramos, probable- 
mente contribuirá a que tomemos conciencia de los siguientes puntos fundamentales (cfr. MASON, 
BURTON y STACEY [117]). 


= Somos capaces de pensar matemáticamente, no sólo cada persona por sí misma, también la 
sociedad desde su inteligencia colectiva. 


=  Elrazonamiento matemático puede mejorarse por la práctica unida a la reflexión. 


=  Elrazonamiento matemático viene motivado por un desafío, o una sorpresa, o una contradic- 


ción, o el descubrimiento de un vacío de comprensión. 


= Elrazonamiento matemático se mueve en una atmósfera de interrogantes, desafíos y reflexión, 


con abundante tiempo y espacio. 


=  Elrazonamiento matemático nos ayudará a entendernos mejor, cada persona a sí misma y a la 
sociedad, logrando una visión más consistente de lo que sabemos y una investigación más eficaz 
de lo que queremos saber, así como a un mejor conocimiento del mundo que nos rodea, lo cual 


nos hará adoptar una postura más crítica. 


El hecho de que no tengamos un problema fijo a resolver, sino una situación abierta, con posi- 
bilidades de hacer descubrimientos, podría provocarnos un desconcierto inicial, que es superable, 
y, aún más, debe serlo. Al conseguirlo, experimentaremos una sensación de alborozo y libertad y de 
control de la materia que estemos estudiando. 


Ejemplifiquemos algunas de las estrategias anteriores. 


$ 7.0.0 La estrategia de tanteo (ensayo y error) 


La estrategia de tanteo (o sinónimamente, de ensayo y error) —cfr. supra PÓLYA, VIl— consiste 
en comenzar probando con una o más entidades del dominio, según lo que estemos investigando; si 
se satisface lo buscado, hemos terminado, de lo contrario, seguiríamos probando con otras. 


Ejemplo 209 


En el sistema decimal, ¿existe alguna pareja de números primos de dos cifras, xy e 


yx (permutado del anterior), tales que su suma es un número capicúa? 


Resolución. Sin más información, elijamos uno al azar, por ejemplo, 23; para él no se 


satisface, pues su permutado, 32, no es primo. 
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Probemos con 17:17 + 71 = 88; pues sí que se satisface, 88 es un número capicúa. 


$ 7.0.1 La estrategia de la sencillez 


A falta de información, comenzamos analizando los casos más sencillos. 
Ejemplo 210 


En el ejemplo anterior, a falta de más información, ¿por qué hemos comenzado analizando el 
número 23 y después el 17? ¿Por qué no hemos comenzado por el menor número que satisfacía 
los requisitos, el 11? Es más, si hubiésemos comenzado por él, el ensayo habría sido exitoso: 
11 + 11 = 22 (capicúa) (analizar el número 11 es válido pues no se exige que los primos xy e yx 


deban ser distintos). 


$ 7.0.2 La estrategia de la sistematicidad 


Que el análisis siga un sistema, método u orden tiene sus ventajas. Bien comenzar con los casos 
más sencillos pasando gradualmente a casos más difíciles si la cuestión así lo requiere, bien comenzar 


con los casos de los que se tenga algo de información. 
Ejemplo 211 


Sirva de ejemplo el análisis progresivo a la hora de resolver ecuaciones en diferencias. 


$7.0.3 La estrategia regresiva 


Esta estrategia —cfr. supra PÓLYA, II— consiste en dar el problema por resuelto y desandar el 


camino.? 
Ejemplo 212 


Sirva de ejemplo el análisis regresivo a la hora de resolver ecuaciones en diferencias. 


$ 7.1 La cuestión de la existencia 
Para demostrar la existencia de al menos una entidad en un universo dado que satisface en él una 
propiedad determinada, disfrutamos de varias posibilidades: 


= proporcionar un argumento válido cuya conclusión sea la existencia de tal entidad —estrategia 


no constructiva—,; 


2 Podemos ver un ejemplo con un grado de abstracción mucho más allá de estas notas, incluso de sus márgenes, en 
https://plato.stanford.edu/entries/reverse-mathematics/. 
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= proporcionar un camino para encontrar dicha entidad, pero que debido a la dificultad técnica 
del mismo no sea posible con la matemática conocida; 


= encontrar dicha entidad, mediante un camino conocido o que tracemos o sin él, por puro azar; 


= construir, fabricar, generar dicha entidad —estrategia constructiva—, en definitiva, crearla. 


Ejemplo 213 


¿Cómo podríamos demostrar que un conjunto finito es no vacío? 


Resolución. Como un conjunto finito tiene un número par o impar de elementos, si con- 


siguiésemos demostrar que tiene un número impar de elementos, ya habríamos demostrado 


que es no vacío pues al menos tendría un elemento (el primer impar positivo). 


Cfr. infra $ 7.5 (p. 418 de esta edición) (la estrategia del ejemplo). 


Para demostrar la no existencia de ninguna entidad de un universo que satisface una propiedad 
determinada debemos demostrar que toda entidad de tal universo no satisface dicha propiedad. Esto 
es una aplicación de la regla de interdefinición Negación del generalizador (NG), 3Px 4 Vx=Px. 


Ejemplo 214 


En el sistema decimal, hallemos dos números primos de dos cifras, xy e yx, tales 
que las cifras de su suma estén en progresión aritmética de diferencia 1. 


Resolución. Hay 21 números primos de dos cifras, a saber: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 
43, 47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,89 y 97. 


Con una primera inspección observamos cómo los permutados de los números 2y, 44, 
6y y 8y son pares, esto es, no son primos, y tampoco lo son los permutados de 5y (por ser y5 
múltiplo de 5), por lo que sólo hemos de analizar: 11, 13, 17, 19, 31, 37, 71, 73, 79 y 97. 


Con una segunda inspección, simplificamos, quedándonos con sólo uno de cada par de 
permutados, en definitiva: 11, 13, 17, 19, 37 y 79. 


Veamos, pues: 


11 + 11 = 22, no, pues 2, 2 no están en progresión aritmética de diferencia 1; 
13 + 31 = 44, no, pues 4, 4 no están en progresión aritmética de diferencia 1; 
17 + 71 = 88, no, pues 8, 8 no están en progresión aritmética de diferencia 1; 
19 + 91 = 110, no, pues 91 no es primo; 


37 + 73 = 110, no, pues 1, 1,0 no están en progresión aritmética de diferencia 1; 
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79 + 97 = 176, no, pues 1, 7, 6 no están en progresión aritmética de diferencia 1. 


$ 7.2 La cuestión de la unicidad 
Para demostrar la unicidad, esto es, que existe exactamente una entidad que satisface una propie- 
dad determinada, pudiésemos seguir la siguiente estrategia: 
o.” consideramos dos entidades cualesquiera x e y que satisfagan la propiedad; 
1.2 demostramos que necesariamente x = y, y 


2.2 concluimos que sólo existe una entidad que satisface la propiedad y que lo único que ha ocurrido 
es que nos hemos referido a ella con dos nombres distintos (x e y). 


Para demostrarla no unicidad, debemos encontrar al menos dos entidades distintas que satisfagan 


la propiedad dada. 


$7.3 Demostrar un teorema matemático 


Dada la corrección y consistencia de la lógica de primer orden, en la matemática, 


=  lasdeducciones formales, Y F A y las implicaciones lógicas, $ E A, «colapsan» en implicaciones 


matemáticas, db > A, y 


=  lasdeducciones formales mutuas, $ 4H A y las equivalencias lógicas, $ = A, colapsan en equi- 


valencias matemáticas, D > A. 


Observación 7.3.0.— El concepto de implicación matemática puede entenderse ampliamente 


como el de inferencia matemática!. 


Observación 7.3.1.— Recordemos que los signos .*. («luego/por lo tanto») y *.* («debido a/porque») 
se sitúan en el grado metalingúístico de la lengua natural, siendo sus correspondientes en el len- 


guaje lógico-matemático precisamente > y <=, respectivamente. 


Demostrar A S B equivale a demostrar que se satisfacen A > By B > A. 


A continuación veremos algunas estrategias para demostrar la validez o falsedad de un teorema 


matemático, esto es, una forma matemática A => B. Como tales estrategias proceden de la lógica de 


1 Cfr. supra $ 5.6 (p. 384 de esta edición). 
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primer orden, usaremos >, — y e en vez de >, E y S, respectivamente, designando un teorema 


matemático por A > B. 


57.4 La estrategia de la vacuidad 


Consideremos un universo vacío. Ninguna entidad en él. La estrategia de la vacuidad se basa en la 
imposibilidad de demostrar la negación de lo afirmado, precisamente por la inexistencia de entida- 


des en el universo. 


Por ejemplo, podríamos afirmar que todas las entidades satisfacen (resp., ninguna entidad sa- 
tisface) la propiedad P, ¿o acaso podríamos encontrar alguna entidad que no satisfaga (resp., satis- 


faga) la propiedad P? 


Similarmente, podríamos afirmar que alguna entidad satisface (resp., no satisface) la propiedad 
P, ¿o acaso es posible demostrar que ninguna entidad satisface (resp., todas las entidades satisfacen) 


la propiedad P? 


$7.5 La estrategia del ejemplo 


La estrategia del ejemplo la usamos cuatro subcapítulos atrás para resolver una cuestión de exis- 


tencia? y todo consiste en encontrar un ejemplo que satisfaga la propiedad en estudio. 


Ejemplo 215 


¿Cómo demostraríamos la afirmación de que en una bolsa determinada hay alguna 


bola blanca? 


Resolución. Bastaría encontrar una bola blanca en la bolsa para demostrar la validez de 


lo afirmado. 


2 Cfr. supra S 7.1 (p. 415 de esta edición). 
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$7.6 La estrategia constructiva 


Usar la estrategia de la construcción significa proporcionar un procedimiento de creación, cons- 


trucción, fabricación, generación, de una entidad que satisfaga la afirmación a demostrar. 


Observación 7.6.0.— Encontrar o construir uno o más ejemplos que satisfagan un teorema no 
tiene por qué demostrar la validez del mismo. Sí ocurrirá así, sin embargo, cuando el universo sea 


finito?. 


$ 7.7 La estrategia del contraejemplo 


Si sospechamos que no es correcto el teorema matemático A > B, podríamos demostrar este 
hecho encontrando un ejemplo para su negación, esto es, donde Asea verdadera y B sea falsa, en defi- 
nitiva, hallando un modelo para (A, Bf. Decimos entonces que hemos encontrado un contraejemplo 
al teorema. 


Observemos que un único contraejemplo es suficiente para demostrar la invalidez del teorema. 


Sin embargo, el hecho de que no encontremos un contraejemplo no significa que el teorema sea vá- 


lido. 


Ejemplo 216 


¿Es válido afirmar que todos los libros están dedicados a la matemática? 


Resolución. Su expresión en lógica de primer orden es Vx(Libro(x) —> LibDedMat(x)). 


Su negación es Jx(Libro(x) A =LibDedMat(x)). En efecto, existe un libro, por ejemplo, El Qui- 


jote, que no está dedicado a la matemática. 


$ 7.8 La estrategia de la analogía 


Identificamos el problema como análogo a otro que sabemos demostrar. 


Por ejemplo, cuando estudiemos combinatoria*, trabajaremos con cuatro modelizaciones: mo- 
delización 1, selección de muestras y etiquetado de unidades con y sin repetición; modelización II, 
agrupamiento de unidades (distribución, almacenamiento o colocación de objetos en recipientes); 
modelización III, partición de conjuntos y de multiconjuntos, y modelización IV, partición (descom- 


3 Cfr. infra S 7.13.5 (p. 424 de esta edición) (la estrategia de la prueba por casos). 
+ Cfr. infra $ 19 (p. 994). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


7.9. La estrategia de la reducción 420 


posición aditiva) de un entero positivo. Ellas nos servirán para modelizar cuatro problemas combi- 


natorios de recuento simples y otras operaciones combinatorias. 


$7.9 La estrategia de la reducción 


Reducir a un problema más general que sabemos demostrar, esto es, el problema entre manos 


es un caso particular del que ya conocemos. 


$7.10 La estrategia de la reformulación 


Reformular el problema a formas enunciativas equivalentes de menor complejidad. 


Por ejemplo, cuando pensamos en las estrategias anteriores de analogía y reducción, la refor- 
mulación está presente: reformulamos el problema en los términos del análogo o del general, respec- 
tivamente. 


Esta estrategia la hemos aplicado en lógica de primer orden: en las simplificaciones por equiva- 
lencias lógicas; en la traducción directa (del lenguaje de la lógica al español) (L1 a Lo) (desconceptua- 
lización), y también en la traducción inversa (del español al lenguaje de la lógica) (Lo a L1) (concep- 


tualización). 


Asimismo, en algunos ejemplos y actividades no instrumentales de las diferentes materias es- 
tudiadas. 


$7.11 La estrategia visual 


Podríamos distinguir entre: 
=  Ccomoapoyoauna estrategia no visual, sea escrita u oral; 


= puramente visual, sin palabras, sea una imagen estática, un fotograma o una película. * 


$7.12 La estrategia diagramática 


Sería posible considerarla también como un caso particular o al menos entroncado con la estra- 


tegia visual. 


Tenemos un ejemplo de su utilización, en estas notas, justo el ejemplo 90 (p. 130 de esta edición). 


5 Cfr. v. gr. [118]. 
6 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Demostraci%C3%B3n_sin_palabras. (Recordemos que las páginas en dife- 
rentes lenguas no son intertraducciones por lo que es recomendable consultar todas de las que podamos prevalernos). 
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$7.13 Las estrategias fundamentadas en reglas deductivas 


Cada una de las reglas deductivas” fundamenta una estrategia de demostración. 


A modo de ejemplo, veamos las siguientes. 


$7.13.0 La estrategia del modus ponens 


Comúnmente llamada demostración directa. Esta estrategia corresponde a la regla de inferencia 
modus ponendo ponens, esto es, A > B,A E B. Por tanto, lo que nos preocupa es demostrar A => B 
para después inferir B de A vía dicha regla. 


Ejemplo 217 


De ser un número entero múltiplo de 10, ¿es posible deducir que es múltiplo de 5? 


Resolución. Sí. Por una parte, demostremos que (Vx € Z)(10|x — 5|x); en efecto, que 
10 divida a x equivale a que (1k € Z)(x = k 10), lo que equivale a su vez a que (3k € Z)(x = 
k - 2-5), de donde, como k - 2 € Z, se sigue que (3h € Z)(x = h - 5), ya que k - 2 sirve como 
ejemplo de un tal h. 


Por otra, consideremos un x € Z tal que 10|x. 


Entonces por modus ponens, obtenemos que 5|x. 


$ 7.13.1 La estrategia del modus tollens 


Comúnmente llamada demostración indirecta. Este método corresponde a modus tollendo tollens, 
esto es, A => B,B FE 24, de donde se sigue A por la involutoriedad de =. 


Por tanto, lo que nos preocupa es demostrar A => B para después inferir A de 5B vía modus 
tollens. 


Ejemplo 218 


De ser un número entero múltiplo de 10, ¿es posible deducir que es múltiplo de 5? 


Resolución. Designemos «x es múltiplo de 5» por A y «x no es múltiplo de 10» por B. No 
es difícil demostrar que A > B —<cfr. infra ejemplo 219 (p. 422 de esta edición)—. 


7 Cfr. supra $ 2.2 (p. 17285. de esta edición). 
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Por otra, sea x € Z tal que x es múltiplo de 10, esto es, =B. 


Entonces por modus tollens, obtenemos A, esto es, que x es múltiplo de s. 


$ 7.13.2 La estrategia de la contraposición 


Esta estrategia corresponde a la Ley de Contraposición (Cp)*, estoes, (A => B) JE (2B => 4). 


En otras palabras, demostrar la validez del teorema matemático A > B equivale a demostrar la 
validez de su contrarrecíproco B => A. 


Ejemplo 219 


De ser un número entero múltiplo de 10, ¿es posible deducir que es múltiplo de 5? 


Resolución. Esto es, ¿(Vx € Z)(x múltiplo de 10 => x múltiplo de 5)? Pues sí. En efecto, 
usando la ley de contraposición, la pregunta es equivalente a: ¿(Vx € Z)(si x no es múltiplo de 
5, entonces no es múltiplo de 10)? Y esto es cierto, pues estando A y B definidos como anterior- 
mente, 2B = (Vn € Z)(x 4 n-:5); en particular, sea un entero de la forma n = k-2, entonces: 
(Vk E Z)(x + k-2:5), lo que equivale a (Vk € Z)(x F+ k-10) y esto último a A. 


$ 7.13.3 La estrategia de la reducción al absurdo 


También conocida como la estrategia de la contradicción. Esta estrategia corresponde a la regla de 
reducción al absurdo (RAA)?, estoes, A JE (AF 1). 


En otras palabras, demostrar la validez del teorema matemático A > B equivale a demostrar la 
validez de su forma absurda (AA =B) => L. 


Ejemplo 220 


De ser un número entero múltiplo de 10, ¿es posible deducir que es múltiplo de s? 


Resolución. Esto es, ¿(Vx € Z)(x múltiplo de 10 => x múltiplo de 5)? Pues sí. En efecto, 
usemos reducción al absurdo. Designemos x es múltiplo de 10 por A y x es mútiplo de 5 por 
B. Supongamos ahora que ocurriese A A =B, esto es, x es múltiplo de 10 y x no es mútiplo de 
5, pero esto conduce a contradicción pues si x es múltiplo de 10, entonces x es de la forma 5k, 
para algún k entero, de donde x es múltiplo de 5;la contradicción consiste en que se tiene a la 


8 Cfr. supra observación 2.2.9 (p. 180 de esta edición). 
? Cfr. supra teorema 2.35 (p. 194 de esta edición) y observación 2.2.35 (p. 195 de esta edición). 
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vez que x es múltiplo de 5 (resultado de ser múltiplo de 10) y que x no es múltiplo de 5 (=B). Por 


tanto, por reducción al absurdo, tenemos que A > B, justo lo que queríamos demostrar. 


Ejemplo 221 


¿Si un número real sumado consigo mismo es él mismo, entonces tal número es el 


cero? 


Resolución. Sí. En efecto, seax € R, AA7B >ox+x=xmnx+ÉO0jalserx + 0,es 


admisible dividir 2x = x entre x, lo cual conduce a la fórmula insatisfactible 2 = 1. 


Ejemplo 222 


Un plano ha sido pintado arbitrariamente usando dos colores (un ejemplo es un 
mantel blanco sobre el que se ha derramado tinta). Demostremos que siempre es posible 


hallar un segmento de longitud uno cuyos extremos son de un mismo color. 


Vid. [119]: problema 3 (p. 28). 


Resolución. La cuestión se plantea en un plano y con él debemos razonar (el mantel, un 
paralelogramo, es sólo una metáfora aclaratoria). Por otra parte, para afirmar que encontrar 
un segmento de extremos de distinto color es una contradicción, debemos haber admitido en 
algún momento que todos los segmentos que pudiésemos encontrar tienen sus extremos de 
un mismo color, pero ésto implica haber incluido como hipótesis lo que queremos demostrar, 


a saber, que es posible encontrar un segmento con sus extremos de un mismo color. 


Queremos demostrar una afirmación con la estructura P => Q, representando P el he- 
cho de tener un plano coloreado con dos colores y Q que es posible encontrar un segmento de 
longitud 1 cuyos extremos sean de un mismo color. Para razonar por reducción al absurdo, de- 
bemos suponer P AQ, esto es, que tenemos el plano coloreado con dos colores (P) y que no es 
posible encontrar un segmento de longitud 1 cuyos extremos sean de un mismo color (+ Q) (en 
otras palabras, que en dicho plano, todos los segmentos de longitud 1 tienen sus extremos de 
colores distintos). Ahora se trata de demostrar que de ello se deriva una contradicción, para, 


finalmente, aplicar RAA y deducir que, en efecto, se tiene P > Q. 


Hagámoslo. Supongamos que tenemos el plano coloreado con dos colores (P) y que no es 
posible encontrar un segmento de longitud 1 cuyos extremos sean del mismo color (0). En 
dicho plano, pensemos ahora en un triángulo equilátero ABC de lado 1. Debido a suponer 50, 
Ay B deben ser de distinto color y también deben serlo A y C, esto es, hablamos de tres colores 
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distintos (ya que B y C también son extremos de un segmento de longitud 1). Hemos llegado 
a una contradicción, a saber, el plano está coloreado con dos colores (P) y a la vez lo está con 


tres (hemos deducido esto último). Así nuestra suposición era falsa. Por tanto, por reducción 


al absurdo, deducimos la veracidad de lo afirmado en el enunciado de la cuestión. 


Observación 7.13.0.—  Elejemplo anteriores un clásico que también aparece con relativa frecuen- 
cia en libros sobre combinatoria, en relación con la teoría de RAMSEY euclidea. Además, tiene que 


ver con el Problema de HARDWIGER y NELSON!9, aún no resuelto, en teoría de grafos. 
Ejemplo 223 


Existen múltiples variantes del juego del ajedrez. En una de ellas con jugada doble, 
las reglas del juego son las mismas que en el ajedrez, con la excepción de que quienes 
juegan pueden hacer a voluntad una o dos jugadas seguidas. Demostremos por reduc- 
ción al absurdo que quien inicia el juego tiene una estrategia que le garantiza al menos 


las tablas. 


Vid. [119]: problema 2 (p. 28). 


Resolución. Supongamos lo contrario, esto es, que quien inicia el juego, pierde. Digamos 
que comienzan blancas. Pero como es de jugada doble, en la jugada inicial esta persona puede 
recrear la posición original del tablero —bastaría, por ejemplo, que moviese un caballo a una 
posición accesible y la devolviese a su posición original—. Así, el papel de persona que inicia el 
juego ahora es de quien juega negras. Pero como inicia el juego, pierde. Total, que ambas per- 
sonas pierden. Lo cual no es posible, es una contradicción. Por reducción al absurdo, se sigue 


lo contrario al punto de partida, quien inicia no pierde, esto es, que como mínimo consigue 


tablas. 


$ 7.13.4 La estrategia del dilema 


Esta estrategia corresponde a la regla de inferencia dilema constructivo simple (DCS), estoes, AV B, 
A => C,B = CHF C. Por tanto, lo que nos preocupa es demostrar A > Cy B => C para después 
inferir Cde AV B vía DCS. 


$ 7.13.5 La estrategia de la prueba por casos 


También llamada la estrategia de la exhaustividad. Apropiada cuando tenemos un universo finito. A 


veces, este tipo de demostración aparece con el nombre de inducción perfecta o exhaución. 


19 Vid. v. gr. https://en wikipedia.org/wiki/Hadwiger%E2%80%93Nelson_problem. 
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Se basa en la regla deductiva de eliminación del disyuntor (ED), también conocida por regla o 
prueba por casos (Cas), estoes, AVB,AF C,B HE CH C;es decir, lo que nos preocupa es demostrar 
que C se deduce de A y que C también se deduce de B para después inferir C de A V B vía Cas. 


Ejemplo 224 


Demostremos que todos los números impares mayores que o y menores que 9 son 
primos. 


Resolución. En este caso, basta que analicemos uno a uno los números 1, 3, 5 y 7, que 


resultan ser todos primos y por tanto, verdadero lo postulado. 


Ejemplo 225 


En el sistema decimal, hallemos todos los números primos de dos cifras, xy e yx 
(permutado del anterior), tales que su suma es un número capicúa. 


Resolución. Como hemos discutido en el ejemplo ejemplo 214 (p. 416 de esta edición), 
sólo hemos de analizar los primos 11, 13, 17, 19, 37 y 79. 


Veamos, pues: 


11 + 11 =22,sÍ; 

13 + 31 = 44, sí; 

17 + 71 = 88, sí; 

19 + 91 = 110, no, pues 91 no es primo; 
37 + 73 = 110, no, pues 110 no es capicúa; 


79 + 97 = 176, no, pues 176 no es capicúa. 


$7.14 La estrategia de la inducción 


La estudiaremos en $ 16 (p. 716 de esta edición). Veremos inducción débil, inducción fuerte e inducción 


estructural. Nos referimos a ellas aquí en aras de la compilación y la unidad. 
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$7.15 La estrategia combinatoria 


En parte la estudiaremos en $ 19 (p. 994 de esta edición), en parte aquí. 


Muchas personas argumentan que una demostración algebraica es directa. Sin embargo, mu- 
chas demostraciones algebraicas son instrumentales, sistemáticas y, precisamente por eso, automá- 


ticas y automatizables. 


La demostración combinatoria tiene un punto de ingenio, belleza y arte e incluso de diversión, 


difícilmente inigualable por una demostración algebraica. 


Ejemplo 226 


Proporcionemos una demostración algebraica y una demostración combinatoria de 
la simetría de la elección: sio < k < n, entonces C(n, k) = C(n,n— k). 


Resolución. La siguiente es un ejemplo de demostración algebraica que es, simplemente, 


aburrida. 


C(n, k) = n!/(k! - (n — k)!) [definición de combinación] = n!/((n — k)! - k!) [conmu- 
tatividad de la multiplicación entera] = n!/((n — k)! - (n — (n — k))!) [antisimplificación: 


k=n-—(n-— k)]= C(n, n— k) [definición de combinación). 
A continuación, un ejemplo de demostración combinatoria, sin duda, creativa. 


Una palabra de n bits con k unos es una palabra de n bits con n — k ceros [«es», esa es la 
clave], por lo tanto el número de palabras de n bits con exactamente k unos es el mismo que el 


número de palabras de n bits con exactamente n — k ceros. 


Aquí, además, destacamos las siguientes. 


$7.15.0 Las estrategias de los principios fundamentales de recuento 


Estudiadas en $ 19.1 (p. 1002 de esta edición), son las estrategias correspondientes a: el principio 
de la adición, el principio de la multiplicación, el principio del complementario, el principio de la división, el 
principio restringido de los cajones de DIRICHLET, el principio generalizado de los cajones de DIRICHLET y el 


principio de inclusión-exclusión. 


Nos referimos a ellas aquí en aras de la compilación y la unidad. 
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$ 7.15.1 La estrategia de la paridad 


En esta estrategia media una entidad que tenga asociados dos estados posibles —y que en au- 
sencia de perturbaciones pueda permanecer indefinidamente en uno de ellos— y contar el número 
de cambios de estado, para, finalmente conseguir la demostración de la cuestión que se está tratando 
teniendo en cuenta que si el número de cambios de estado es par, la entidad tiene asociado el estado 
que tenía antes de comenzar los cambios de estado, pero si dicho número es impar, la entidad tiene 


asociado el otro estado. 
Ejemplo 227 


Pensemos en voltear una moneda. Si la volteamos un número par de veces, mostrará la misma 
cara que al principio; sin embargo, si la volteamos un número impar de veces, mostrará la otra 


Cara. 


$ 7.15.2 La estrategia de la biyección 


Conocida también como el principio de correspondencia, consiste en encontrar una biyección entre 


dos conjuntos para así demostrar que ambos tienen el mismo cardinal. 


$ 7.15.3 La estrategia de la doble cuenta 


En esta estrategia media encontrar un conjunto y contar de dos maneras distintas el número de 
sus elementos, para, finalmente, vía la igualación de los resultados obtenidos conseguir la demostra- 
ción de la cuestión de que se está tratando. 


Ejemplo 228 


n n! 
Demostremos que == 


Resolución. Para ello, nos preguntamos de cuántas formas pueden disponerse en hilera 
los primeros n números enteros positivos y responderemos contando de dos maneras diferen- 


tes dichas disposiciones. 


Primera cuenta.— Cada disposición es una permutación de n elementos, por lo que el nú- 


mero de disposiciones es el número de permutaciones de n elementos, esto es, n!. 


Segunda cuenta.— Aplicaremos el principio de la multiplicación. Sea S < disposición en 
hilera de los primeros n números enteros positivos. La realización de S sucede en tres fases 
consecutivamente independientes: S, < elección de k elementos de los n; S, < disposición 


en hilera de tales k elementos; S, < disposición en hilera de los n — k elementos restantes. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


7.16. La estrategia de la probabilidad 428 


n 


e) formas; S,, de k! formas, y S,, de (n — k)! 


Estas tres fases pueden realizarse: So, de 
formas. Por el principio de la multiplicación, +S =*S, - *S, - S, = (7) -k!- (n— k)!. 
k 


De igualar ambas cuentas: 


de donde: 


$7.15.4 La estrategia del elemento distinguido 


Sea un conjunto C y destaquemos un elemento suyo, digamos, x; a este elemento que destaca- 
mos es al que denominamos elemento distinguido. Sea P(X, x) un predicado diádico, donde X € C. 
Sean S una colección de subconjuntos de C, S* la colección de subconjuntos X de C en S que sa- 
tisfacen P(X, x) y S” la colección de subconjuntos X de C en S que no satisfacen P(X, x). Por esta 
definición, S* N S” = f, de donde por el principio de la adición, |S| = |S*+| + |S7 


la colección S de subconjuntos de C ha quedado particionada en dos subcolecciones disjuntas, S* y 


, con lo que 


S”, de acuerdo a un elemento distinguido x de C y un predicado. 
Ejemplo 229 


Sirva como tal el ejemplo 355 (p. 717 de esta edición); allí: Ces X;Ses2%; P(X,x) S x € X;S+ 
es la colección de subconjuntos de X en S tales que x € X; S” esla colección de subconjuntos 
de Xen S tales quex € X;]S+| =2% y |S7] =2%, 


$7.16 La estrategia de la probabilidad 


No trataremos de ella explícitamente en estas notas, aunque sí implícitamente cuando estudie- 
mos combinatoria”, al trabajar con operaciones de recuento. Nos referimos a ella aquí en aras de la 


compilación y la unidad. 


Un ejemplo relevante es el problema de Monty Hall”. 


H Cfr. infra S 19 (p. 994 de esta edición). 
2 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem. 
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$7.17 Un ejemplo recapitulatorio, en parte, sólo en parte 


Ejemplo 230 


La suma de dos números enteros consecutivos es impar. 


Resolución. Reescrita en forma más próxima al lenguaje proposicional, tenemos: 
si dos números son consecutivos, entonces su suma es impar. 
Para cualesquiera dos números m, n, si n es el siguiente a m, entonces, n + m es impar. 


Como hablamos de números consecutivos, es admisible pensar en N o Z, con el orden 
habitual (incluso podríamos pensar en cualquier conjunto numerable (cfr. infra $ 13.4 [p. 644 


de esta edición]) con el orden inducido por la biyección con N). 


Vamos a demostrarlo para los naturales, sin pérdida de generalidad (esto quiere decir que 


una demostración para los enteros sería análoga). En definitiva, queremos demostrar que 


(Vm, n EN (n= m+1=mn+mesimpar). 


= 0O+1=11+2=3,2+3=5,3+4= 7;si nuestro interés hubiese sido demostrar 
que algún par de números consecutivos suma impar, ya lo habríamos demostrado, pues 
hemos encontrado cuatro ejemplos (en realidad, hubiese bastado con uno) —habríamos 


hecho una demostración con ejemplos—; 


=  Aestas alturas podríamos incluso atrevernos a conjeturar que la suma no sólo es un nú- 
mero impar, sino que es un número primo (salvo la primera que ha sido 1) —las primeras 
sumas han sido 1, 3, 5 y 7—. Sin embargo, con la suma siguiente comprobamos que no es 
así, 4 + 5 = 9 —acabamos de hacer una demostración por contraejemplos de la falsedad de la 


afirmación de que la suma de dos números consecutivos es un número primo—. 


= Bueno, veamos que sí es cierta la afirmación original: a + (a +1) = 2a +1es impar por 
definición de número impar. Esto ha sido una demostración directa. 


=  Razonemosahora «al revés». Supongamos que no fuese impar la suma, entonces es que es 
par, esto es, que 201 +1€s par, o sea, que 2a +1€es de la forma 2k; pero entonces podríamos 
pensar en demostrar directamente que no puede descomponerse en dos sumandos que 
sean números consecutivos. Esto no es difícil. 


a+ b=2k 
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a=k=b=k 
—(k-=a)=k-=b 


|[k— al] =|k — bl, 


esto es, k está a la misma distancia de a que de b, y esto entre números, significa que k 
está entre a y b, con lo que, o los tres son iguales o los tres distintos, en cualquier caso, a 


y b no son consecutivos. Acabamos de hacer una demostración por contraposición. 


= Claro que una vez que tenemos que 2a1 + 1es de la forma 2k, podríamos pensar que en- 
tonces, 1 = 2(k— a), es decir, 1 es el doble de un número entero (k — a es entero por serlo 
k y a), en otras palabras, que 1 es par, y he aquí que hemos obtenido una contradicción, 
que 1 no es par (esto lo sabíamos) y que a la vez 1 es par, algo imposible —lo que acabamos 
de hacer ha sido una demostración por reducción al absurdo: queríamos demostrar P = Q, 
para lo que hemos supuesto que no es cierto, esto es, que lo que sucede es =(P = Q), 
osea, PA 50, es decir, que mientras que P sí es cierto (la suma lo es de dos números 
consecutivos), Q no lo es (no es cierto que la suma sea impar), y hemos obtenido una con- 
tradicción, de donde deducimos que no puede suceder P A Q (pues nos conduce a una 


contradicción) sino que lo que es cierto es P > Q. 


= Tambiénpodriamos pensar en una demostración porcasos. Pensemos en partirlos naturales 
en dos subconjuntos disjuntos, el de los pares y el de los impares y considerar dos casos 
cuya disyunción conforma el total, A) que la primera componente de la pareja de números 
consecutivos sea para o bien B) que sea impar. Si es par, entonces la suma es, digamos, 
2k + (2k + 1), con k € N, esto es, 4k + 1, en otras palabras, impar; por otro lado, si es 
impar, entonces la suma es, digamos, (2k —1) +2k,conk € Z*, esto es, 4k — 1, es decir, 
también impar. 


= Finalmente también podríamos haber hecho una demostración por reducción de nuestro 
problema a uno más general, en este caso de que la suma de un número par 2k y un 
impar (2h + 1) es impar, ya que por la distributiva del producto respecto de la suma, 


2k + (2h +1) = 2(k + h) + 1 que es impar por definición de impar, ya que al ser k y h 


enteros, también lo es k + h. 


$ 7.18 Matemática y computación: la estrategia algorítmica 


«La matemática es la ciencia más barata. A diferencia de la física o la química, no requiere equipos cos- 


tosos. Todo lo que se necesita para hacer matemáticas es lápiz y papel» (George PÓLYA). 


Al principio eran cuatro: uno en Filadelfia, otro en Aberdeen, otro en Cambridge y otro en Wa- 
shington. Pronto fueron diez. De repente, doscientos. La última cifra que se manejó fue de 35000; 
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después, se perdió la cuenta. Los computadores proliferaron, generación tras generación; en los 80, 
una calculadora de bolsillo, que costaba unas pocas miles de pesetas, tenía ya mayor capacidad de 
cómputo que aquellas mastodónticas moles: los ENIAC, MARK, SEAC y GOLEM. En la actualidad, 
los móviles, diríamos que ya a «años luz» de aquéllos, han invadido los comercios y a punto están de 
convertirse en un objeto de usar y tirar —ojalá no, por el bien del medioambiente—, como las hojas 
de afeitar o los pañuelos de papel. 


Cuenta la leyenda que, cuando a finales del decenio de los cuarenta del siglo XX, Thomas John 
WATSON, de IBM, supo de las potencialidades del computador digital, estimó que, como mucho, tres 
bastarían para cubrir las necesidades de cómputo de todos los Estados Unidos. Nadie pudo prever, 
por aquél entonces, hasta qué punto se incrementarían tales necesidades, hasta agotar por completo 


toda la capacidad de cómputo disponible. 


La relación entre la matemática y la ciencia e ingeniería de la computación ha sido mucho más 
compleja de lo que desde la profanidad pudiese sospecharse. Casi todo el mundo supone que quien se 
declare profesional de la matemática ha de utilizar computadores. La realidad es que, contrariamente 
a lo que ocurre en otras ramas de las humanidades y la ciencia, la mente matemática se ha mostrado 
indiferente al computador, ignorando incluso cómo utilizarlo —reduciendo, a veces, su utilización a 
la de una muy potente máquina de escribir electrónica con un amplio procesamiento de textos y fuen- 
tes matemáticas—. Aún más, la idea misma de que el trabajo de creación matemática pudiese quedar 
mecanizado les parece a muchas de estas mentes que va en menoscabo de su estimación profesional. 
Evidentemente, quienes trabajan en matemática aplicada, estadística o investigación operativa, codo 
a codo con otras ramas de la ciencia e ingeniería, con el propósito de obtener soluciones numéricas 


de problemas prácticos, han encontrado en el computador un auxiliar indispensable. 


Son muy numerosos los teoremas que afirman la existencia de determinados objetos matemá- 
ticos, pero no todas las demostraciones conllevan la construcción efectiva de tales objetos. No fue 
así siempre; las primeras matemáticas, egipcia, babilónica y del antiguo Oriente, fueron todas ellas 
algorítmicas, en el sentido de que describían construcciones (algoritmos) para generar resultados. La 
matemática dialéctica —estrictamente lógica, deductiva— se originó en la Grecia clásica, aunque no 
desplazó a la algorítmica: recordemos a EUCLIDES, para quien el papel de la dialéctica es la justifica- 


ción de un algoritmo. 


Es sólo en tiempos modernos cuando encontramos matemáticas de escaso o nulo contenido 


algorítmico, a las que podríamos calificar de puramente dialécticas o existenciales. 


Una de las primeras investigaciones que dio claras muestras de espíritu e inspiración predo- 
minantemente dialéctica es la búsqueda de las raíces de los polinomios de grado n. Al no poderse 
encontrar una fórmula explícita que permitiese calcularlas en función de los coeficientes, la cuestión 
pasó a ser aproximar esas raíces y, en última instancia, garantizar la existencia de las mismas. Los 
teoremas que así lo garantizan (de Gauss, de GALOIS) son teoremas dialécticos. El aspecto algorít- 


mico sigue siendo actualmente objeto de análisis. 
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Durante la mayor parte del siglo XX, la matemática ha sido más existencial que algorítmica. 
En la última década del XX y en las primeras del XXI, no obstante, apreciamos un desplazamiento 
hacia la algoritmia. Podría deberse esto a la llegada de una generación de profesionales de la mate- 
mática que aprendieron a programar computadores ya en los últimos cursos de enseñanza media (y 
en breve, con las tantas reformas educativas de la modernidad, incluso desde antes de la primaria). 
Comenzamos a detectar un cambio en la investigación matemática; existe un interés más acentuado 
por los resultados de carácter constructivo o algorítmico, y menor en cambio, por los de naturaleza 
puramente existencial o dialéctica, casi carentes de significado computacional (no del todo, pues son 
básicos, por poner un ejemplo, en el desarrollo de un motor de inferencia para un sistema de produc- 
ción basado en reglas —sistema experto—). Así, la matemática se ve afectada por la disponibilidad de 
computadores, que incita a quienes investigan en ella hacia campos en los que el computador puede 
desempeñar algún papel. A pesar de lo dicho, incluso en nuestros días, es cierto que una amplísima 
parte de la investigación matemática se desarrolla sin utilizar los computadores, ni actual ni poten- 
cialmente. Curiosamente, donde sí sucede, esencialmente por la ingente cantidad de datos que hay 
que manejar, han aparecido nombres nuevos para ramas consolidadas de la matemática: por ejem- 
plo, minería, análisis y ciencia de datos para subespecializaciones consagradas de la Estadística y la 


Investigación Operativa.” 


En matemática aplicada, el computador sirve para calcular soluciones aproximadas cuando la 
teoría no es capaz de darnos una solución exacta. Es aceptable tratar de utilizar nuestra teoría para 
demostrar que la solución computada se aproxima, en cierto sentido, a la solución exacta. Pero la teo- 
ría no depende para nada del computador para obtener sus conclusiones; más bien, ambos métodos, 
el teórico y el mecánico, son como dos puntos de vista independientes de y para la misma cuestión a 


resolver. El asunto es coordinarlos. 


En teoría de números, en problemas como la distribución de los números primos, el computador 
sirve para generar datos. Estudiando estos datos, las mentes educadas matemáticamente pueden 
lograr formular una conjetura. Evidentemente, les gustaría demostrar la conjetura formulada; en 
caso de no conseguirlo, podrían «ponerla a prueba» volviendo a utilizar el computador para examinar 
otra muestra y ver si el resultado predicho por su conjetura se confirma. 


En ambos casos, la matemática rigurosa de la demostración permanece inviolada por el compu- 
tador. En matemática aplicada, éste permanece en segundo lugar, como instrumento o sucedáneo 
a utilizar allí donde la teoría no es capaz de trabajar. En teoría de números, el computador «aseso- 
ra» heurísticamente, lo cual puede ayudarnos a decidir qué creer, e incluso el grado de creencia que 


debemos asumir. Pero sigue sin afectar a lo que se demuestra. 


B Este fenónemo de renombramiento se ha propagado con facilidad por la sociedad, afectando a materias y campos 
de conocimiento diversos, por ejemplo, en la literatura, a obras de Agatha CHRISTIE y Roald DAHL. Tanta ideología y 
postmodernismo. Pura censura. Tanto desprecio a la historia. Puro denuesto. Se intuía que llegaríamos a este estado de 
cosas. Pues, hala, a reescribir el pasado a nuestro gusto. ¡Cómo me recuerda Fahrenheit 451 de BRADBURY! Por el bien de 
la humanidad esperemos que como allí quede copia del original a buen recaudo. 
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Citemos un problema en el que los computadores han intervenido en la demostración: la conje- 
tura de los cuatro colores. Este problema consiste en demostrar que todo mapa trazado sobre una su- 
perficie plana o sobre una esférica, puede ser coloreado sin utilizar más de cuatro colores distintos 
(tetracromático), de forma que todas las regiones sean conexas y que dos regiones adyacentes cua- 


lesquiera no sean del mismo color. 


En este sentido hablamos de una nueva estrategia de demostración, que comúnmente es refe- 


rida como demostración asistida por computador. 


Pues bien, este problema fue planteado en 1852 por Francis GUTHRIE; en 1878, Arthur CAYLEY lo 
volvió a plantear a la London Mathematical Society, y antes de un año, Alfred Bray KeMPE, miembro de 
esta sociedad, había publicado un artículo donde afirmaba haberlo demostrado. Su razonamiento 
consistió en una reducción al absurdo. Como a todo mapa puede asociársele un mapa normal (nunca 
se encuentran en un mismo punto más de tres regiones y ninguna de las regiones envuelve completa- 
mente a las demás), basta demostrarla para éstos. KEMPE demostró, correctamente, que en todo ma- 
pa normal hay al menos una región que tiene como máximo cinco vecinas; esto genera un conjunto de 
cuatro configuraciones «inevitables». A continuación, trató de mostrar de qué forma se podría cons- 
truir en todo caso de mapa forzosamente pentacromático un mapa de menor número de países que 
siguiera siendo pentacromático. Cuando esto se puede llevar a cabo, decimos que la configuración es 
«reducible». Así pues, la idea de KEMPE consiste en exhibir un conjunto inevitable de configuracio- 
nes reducibles. Si puede hacerse, podríamos concluir que dado un mapa pentacromático cualquiera, 
a partir de él se podría construir un mapa pentacromático con menor número de regiones, y en un 
número finito de pasos llegaríamos a tener un mapa pentacromático con menos de cinco regiones, 


lo cual es absurdo. 


Mas en 1890, Percy John HEAwOOD, descubre un error en el razonamiento de KEMPE sobre re- 
ducibilidad en el caso de una región con cinco vecinas. Desde 1890 hasta 1976 permaneció abierta la 


conjetura. 


En 1976, Kenneth Ira APPEL y Wolfgang HAKEN anuncian haberla demostrado con ayuda de un 
computador. La idea de la demostración sigue siendo la misma, sólo que el conjunto inevitable, en vez 
de las cuatro de KEMPE, contiene 1936 configuraciones distintas, la mayor parte de una complicación 
tal, que la única forma de poder demostrar su reducibilidad tuvo que ser con ayuda de un computador 
de alta velocidad (a pesar de lo cual necesitaron 1200 horas de cálculo). 


Debemos mencionar que más tarde, Daniel COHEN llevaría el estudio de este problema al estu- 
dio de trece matrices particulares, lo que le confiere «una talla más humana». 


Los servicios prestados por el computador en este caso fueron, en principio, de naturaleza muy 
distinta a los que hemos descrito en los casos de la matemática aplicada y la teoría de números. AP- 
PEL y HAKEN presentan su trabajo como «una demostración completa, definitiva y rigurosa». Ellos 


mismos sugieren que su demostración «sugiere que existe un límite para lo conseguible por méto- 
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dos puramente teóricos, incluso dentro de las Matemáticas [sic]. De ella se deduce también que en 
el pasado se ha subestimado la necesidad de métodos computacionales en las demostraciones mate- 


máticas». 


Filósofos como Thomas TYMOCZKO [120], objetan que desde el punto de vista filosófico, utilizar el 
computador como parte esencial de la demostración comporta un debilitamiento de las normas de la 
demostración matemática. Proporciona bases al escepticismo, y con ello altera de modo fundamen- 
tal la situación, en la que antes se suponía que la demostración conducía a conclusiones indubitables, 
que no daban pie a escepticismo en ninguna de sus fases. La aceptación de tal demostración compor- 
ta un cierto acto de fe. Al descansar la misma en los resultados de un computador, está sacrificando 
una parte esencial de la certeza matemática, la está degradando al nivel vulgar del conocimiento ordi- 
nario, que está sujeto a un escepticismo posible y cierto del cual siempre estuvo libre el conocimiento 


matemático. 


Sin embargo, a la mente matemática, la cuestión se le presenta bajo una luz enteramente di- 
ferente. Para la filosofía, existe una diferencia absoluta entre una demostración que depende de la 
fiabilidad de un computador y una demostración que sólo depende de la razón humana. Para la ma- 
temática, la fiabilidad de la razón es una de esas cosas de la vida, tan familiares, que puede dar al 
computador la bienvenida, teniéndolo como lo tiene por calculista más de fiar de lo que cualquier 


mente humana puede esperar llegar a ser sin ayuda artificial. 


La probabilidad de error humano está presente incluso antes de hacer intervenir al computador. 
En la actualidad, aparentemente, lo más factible es intentar minimizarla. Pero si una demostración 
es lo suficientemente larga y complicada (el teorema definitivo de clasificación de los grupos simples 
superará muy ampliamente las cinco mil páginas de revista —Daniel GORENSTEIN, Bulletin ofthe Ame- 
rican Mathematical Society, enero de 1979—), siempre podremos albergar dudas acerca de su verdad. 
«El computador no elimina los errores humanos, pues él mismo es un producto humano» (DAVIS y 
HERsH [121]). Recordemos las palabras de Henry Peter Francis SWINNERTON-DYER citadas en esta 
obra: «la única forma de verificar estos resultados (si se considera que vale la pena) es volver a afron- 
tar el problema de forma totalmente independiente, utilizando una máquina diferente. Proceder que 


se corresponde exactamente con el de la mayor parte de las ciencias experimentales». 


La aparición de los computadores personales a finales de los setenta del siglo XX, revitalizó el 
cálculo numérico; antes de ello, hace sólo cincuenta años, era casi inexistente en algunos planes de 
estudio de las licenciaturas de matemática. También sirvió para despertar de un sueño cincuente- 
nario a la teoría de matrices. Llamó la atención sobre la importancia de la lógica y de la teoría de las 
estructuras abstractas discretas; más generalmente, todo el conjunto de materias que se engloban en 
la matemática discreta, han ido encontrando aplicaciones en el ámbito computacional, lo que ha es- 
timulado la investigación en estos campos. También provocó la creación de disciplinas nuevas, como 
la programación lineal, la geometría computacional o la teoría de complejidad computacional. 
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Por otro lado, el creciente desarrollo de la computación en los últimos años hace pensar en ella 
como una nueva ciencia y no como una mera colección de técnicas para resolver un determinado tipo 
de problemas. Esto se debe a que cada vez, con mayor frecuencia, se desarrollan principios generales 
y se fundamentan matemáticamente diversas áreas de la misma, como el análisis de algoritmos, el 
estudio de la complejidad y el diseño y verificación de programas y algoritmos y, más generalmente, 


la creciente algebraización de la teoría de la programación. 


De este modo, sentimos la gran compenetración entre la matemática y la computación, ya sea 
debido al proceso de formalización y generalización que se está llevando a cabo en esta última, como 
a la utilización de resultados matemáticos como herramientas de trabajo, por ejemplo, el análisis de 
Fourier para resolver determinados problemas en tratamiento de imágenes, la teoría de funciones de 
variable compleja para el estudio de la complejidad algorítimica, la geometría en el diseño asistido o 
el álgebra abstracta en el diseño de software. 


Otro aspecto que merece la pena destacar es la creciente proliferación de software destinado 
al trabajo en ámbitos concretos. Así tenemos los desarrollos de librerías de cálculo numérico y esta- 
dístico para lenguajes de programación muy utilizados, como ensamblador, C, Python, Java, Pascal, 
etc. Lenguajes como Hope y Miranda, destinados a programación funcional. Paquetes con lenguajes 
específicos adecuados a determinados entornos de trabajo, por ejemplo, el lenguaje R (o también, 
paquetes como SPSS, SYSTAT o RATS); paquetes con potentes capacidades numéricas como Octa- 
ve (o también, MATLAB o Mathcad); programas destinados a la teoría de grupos como GAP (o tam- 
bién, Magma); calculadores simbólicos como Reduce o Maxima (o también, Derive), o librerías como 
SymPy para Python; y algunos otros de carácter más general, con un amplio espectro de usos poten- 
ciales, como SageMath (o también, Mathematica, Maple, Theorist o Milo). Todo lo cual se convierte 


en una gran ayuda para la enseñanza, aprendizaje e investigación matemática. 


$7.19 Lógica intuicionista 


En línea con la constructibilidad que supone la computación, hemos de mencionar la lógica in- 
tuicionista. En ella, un enunciado es verdadero cuando, y sólo cuando, se haya demostrado. La inter- 
pretación de BROUWER-HEYTING-KOLMOGOROYV (1934) es la siguiente'* 


o. l|noesdemostrable; 


1. unademostración de p A q consiste en una demostración de p y en una demostración de q; 
2.  unademostración de p V q consiste en una demostración de p o en una demostración de q; 
3. unademostración de p > q consiste en una construcción que transforma cualquier demostra- 


ción de p en una demostración de q; 


14 Cfr. v. gr. https://plato.stanford.edu/entries/intuitionism/. 
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4. unademostración de JxPx consiste en proporcionar un elemento a del dominio de interpreta- 
ción (contexto, entorno, universo) y una demostración de Pa; 
5. una demostración de VxPx consiste en proporcionar una construcción que transforme cual- 


quier demostración de que a está en el dominio de interpretación en una demostración de Pa. 


Esta lógica admite siempre el principio de la no contradicción, =(p A =p), pero sólo admite el 
principio del tercio excluso, p V =p, a partir del momento en el que se haya encontrado una demostra- 
ción para p, una demostración para su =p o una demostración de que p no puede ser demostrado o de 
que =p no puede ser demostrado. Como reductio ad absurdum depende del principio del tercio excluso, 
no admite aquélla cuando no admite éste. Ciertas fórmulas válidas tampoco se admiten siempre, por 
ejemplo, relaciones entre ambos principios, como las leyes de DE MORGAN. 


Cuando p es una afirmación sobre los elementos de un conjunto finito, entonces es demostrable 
y, por tanto, se admite =(p A =p). También se admite la existencia de los números naturales y sólo 


se admite un infinito, el infinito potencial, el de los naturales. Se admite el principio de inducción. 


$7.20 Propuesta de actividades 


Actividad 7.0 

En estas notas, dos ejemplos de la estrategia constructiva aparecen en el teorema 13.19 (p. 651 
de esta edición) (No < c) y en el teorema 18.15 (p. 846 de esta edición) (existencia de un número 
infinito de primos). Ambas, emplean, como marco la estrategia de reducción al absurdo. 
Encontremos ejemplos en estas notas para todas las estrategias presentadas. Aún más, en la 
diferente literatura que vayamos estudiando, ante una demostración, identifiquémosla como 
perteneciente a uno de estos tipos. 
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CAPÍTULO 


Éste no es el título de este capítulo 


This was sometime a paradox, but now time gives it proof. 


(William SHAKESPEARE (1603) Hamlet, Acto 111, Escena 1, Línea 54). 


Algunas situaciones singulares en lógica. 


8.0 Demostraciones, cOnlÓgica ................. ....... 438 
8.1 Elparalogismo, la falacia y el sofisma .................. 439 
8.2 Creenciaenlaverdad ........................ 448 


$8.0 Demostraciones, con lógica 


Parece que una demostración debería asegurarnos lo afirmado en el ámbito donde haya sido 


demostrado, sin embargo puede que erremos en la misma afirmación (que no sealo que perseguimos 


demostrar) o en la propia estructura de la demostración. 
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Ejemplo 231 


Para el próximo reclutamiento, en la organización X deciden proponer dos pruebas 
estructuradas (quien entrevista proporciona una lista estable de cuestiones), que contie- 
nen cuestiones de respuesta de elección múltiple, cuestiones de profundidad (desarrollo 
de temas), cuestiones interactivas de descripción de conductas (¿qué haría la persona 
entrevistada en tal o cual supuesto o simulación?) y de tensión (que provocan a la perso- 
na aspirante al puesto de trabajo, inspeccionando su grado de paciencia). Lo novedoso, 
creen en la organización, es que el número de cuestiones lo determina quien aspira (esto 
mide su potencial de aceptación de riesgo, de atrevimiento). La dinámica de las pruebas 
esir solicitando cuantas cuestiones deseen, se atrevan y se arriesguen a fallar. 

La persona A, en la primera, solicita 6 (falla en la 6) y en la segunda, 19 (falla al prin- 
cipio 7 seguidas). La persona B, en la primera, solicita 14 (falla las 4, 9, 10) y en la segunda, 
6. Es decir, los porcentajes de aciertos son los siguientes: 

A: 5de6enla primera prueba y 7 de 19 en la segunda; 
B: 11 de 14 en la primera prueba y 2 de 6 en la segunda. 

Entonces, si sólo se atiende a estos porcentajes, 
= lapersona Aes preferida (>) a Ben la primera prueba porque 5/6 > 11/14 y también 

A > Ben la segunda prueba porque 7/19 > 2/6; 
=  sinembargo, B > Aenel conjunto de ambas porque 13/20 > 12/25. 

Visto lo visto, ¿qué persona aspirante debe contratarse, la A o la B? 


Resolución. ¿Qué significa actuar lógicamente? ... 
. entre muchas cosas, tener sentido común y saber lo que se quiere. 


Y, por cierto, en este ejemplo, ¿se ha medido acaso lo que se pretendía, el atrevimiento, la 


actitud ante el riesgo de quien aspira al puesto? 


$ 8.1 El paralogismo, la falacia y el sofisma 


En cuanto a declarar mis intenciones, soy la única persona que lo hace con tanta claridad y 
transparencia como yo. 


([Sólo un ejemplo más]). 


Las definiciones de paralogismo, falacia y sofisma, según el Diccionario de la lengua española” son 
las siguientes: 


* REAL ACADEMIA ESPAÑOLA: Diccionario de la lengua española, 23.* ed., [versión 23.6 en línea]. <https://dle.rae.es> 
[10.02.2023]. 
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" paralogismo 
Del lat. tardío paralogismus, y éste del gr. tapadoyopos paralogismós, der. de tapohoyileodar pa- 
ralogízesthai'paralogizar. 


1. m. Razonamiento falso. 


= falacia 
Del lat. fallacia. 
1. f. Engaño, fraude o mentira. No lo creas, es una falacia. 


" sofisma 
Del lat. sophisma, y éste del gr. cóbto ya sóphisma. 
1. m. Razón o argumento falso con apariencia de verdad. 


El paralogismo es un concepto lógico, meramente sintáctico, de la teoría de la demostración. 
Sofisma y falacia son conceptos semánticos, sociales, de uso. Una falacia es la expresión verbal, se- 
mántica, de un paralogismo. Un sofisma es una falacia con apariencia de no ser falacia, esto es, el 


sofisma supone engaño, la falacia, no. 


Debido a esto y dado que no vamos a entrar en disquisiciones sobre intencionalidades, preferi- 
ríamos emplear la denominación neutra paralogismo, pues la esencia, en cualquier caso, está en que 


se trata de una argumentación o inferencia errónea. 


Sin embargo, en el uso de la lengua, existen argumentos no sólidos, por lo que hablaremos de 


falacias. En general, distinguimos entre falacias formales y falacias no formales. 


Existen múltiples taxonomías de falacias. Algunos de los ejemplos que siguen los categorizamos 
según la que denominamos taxonomía MBS, propuesta por la profesora Montserrat BORDES SOLA- 


NAS [125] —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición)]—. 


$ 8.1.0 ARISTÓTELES y sus Refutaciones sofisticas 


En el capítulo cuarto de su obra Refutaciones sofísticas, ARISTÓTELES identifica y explica las si- 


guientes falacias «en función de la expresión» (diríamos lingúísticas). 


A su vez, las cosas que provocan una (falsa) apariencia en función de la expresión son seis, 
a saber: la homonimia, la ambigitedad, la composición, la división, la acentuación y la forma de 
expresión. 


(ARISTÓTELES, Refutaciones sofísticas, en Tratados de Lógica (Órganon), 165b25). 


Corresponden a las conocidas: falacia por equivocidad; falacia por anfibología; falacia por com- 
posición; falacia por división; falacia por énfasis, y falacia por forma de expresión (un tipo de falacia 


por ambigitedad). 
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Una falacia por equivocidad corresponde a una ambigúedad semántica, léxica, y sucede cuando 
el significado de los términos involucrados en las premisas varía según éstas. Según la taxono- 
mía MBS es una falacia informal que contraviene el criterio de claridad, subtipo falacia dependiente del 
lenguaje y, en concreto, una falacia por ambigúedad (MBS6.1.1 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta 
edición) —). 


Ejemplo 232 


O. «El cubo es una operación de segundo orden, el cubo es un recipiente, luego un re- 
cipiente es una operación matemática». La falacia se produce porque «cubo» tiene 


significados distintos en cada premisa. 


1. «El conocimiento es poder, el poder es algo que corrompe, luego el conocimiento es 
algo que corrompe». La falacia se produce porque se ha alterado el significado de 
«es» (de expresar una identidad en la primera premisa a un uso predicativo en la 
segunda). 


Una falacia por anfibología corresponde a una ambigiiedad sintáctica, estructural (o incluso se- 
mántica pero inmersa en una subestructura de la afirmación). Según la taxonomía MBS es una 
falacia informal que contraviene el criterio de claridad, subtipo falacia dependiente del lenguaje y, en con- 
creto, una falacia por ambigúedad (MBS6.1.1 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) >). 


Ejemplo 233 


«Todo grupo tiene un elemento neutro, (Z, +) tiene por elemento neutro el o, luego todo 
grupo tiene por elemento neutro el 0». El enunciado anfibológico es la primera premisa, 
pues en una interpretación el neutro puede ser distinto para cada grupo y en la otra (la 


que usa el argumento), todos los grupos tienen el mismo elemento neutro. 


Una falacia por composición sucede cuando se le atribuye una propiedad a un todo porque sus par- 
tes la tienen. Según la taxonomía MBS es una falacia informal que contraviene el criterio de suficiencia, 
concretamente, una falacia mereológica (MBS8.6 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) —). 


Ejemplo 234 


«Los ángulos internos de un heptágono valen menos de 900 grados, luego todos los án- 


gulos internos de un heptágono [en conjunto, en suma] valen menos de 900 grados». 


Una falacia por división corresponde a atribuir una propiedad a las partes de un todo porque éste 
la tiene. Según la taxonomía MBS es una falacia informal que contraviene el criterio de suficiencia, 


concretamente, una falacia mereológica (MBS8.6 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) —). 
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Ejemplo 235 


«Todos los ángulos internos de un heptágono [en conjunto, en suma] valen 900 grados, 
luego cualquiera de ellos vale 900 grados». 


= Una falacia por énfasis (o sinónimamente, falacia por acento) ocurre cuando se destaca toda o parte 
de la afirmación. 


Ejemplo 236 
Compárense (la coma hace que cambie el significado al destacar parte de la afirmación): 
«No es equivalente sumar y multiplicar». 


«No, es equivalente sumar y multiplicar». 


= Una falacia por forma de expresión (o sinónimamente, falacia por figura retórica) ocurre cuando lo 


que es diferente se expresa con la misma forma. 
Ejemplo 237 


Las expresiones «emergente» y «fabricante» son de la misma forma, pero mientras la pri- 
mera denota una propiedad o condición, la segunda denota una acción; sin embargo, la 


expresión «la sociedad fabricante» parece referirse más a la cualidad que a la acción. 


Para finalizar el capítulo cuarto de su obra Refutaciones sofísticas, ARISTÓTELES identifica las si- 
guientes falacias «al margen de la expresión» (diríamos no lingúísticas) y las explica en su capítulo quin- 
to. 


Por su parte, las especies de razonamientos desviados, al margen de la expresión, son siete: 
primera, en función del accidente; segunda, decir de manera absoluta, o no absoluta sino ba- 
jo algún aspecto, o en algún sitio, o en alguna ocasión o respecto a algo; tercera, en función del 
desconocimiento de la refutación; cuarta, en función de la consecuencia; quinta, asumir la pro- 
posición que al principio se ha propuesto probar; sexta, poner como causa lo que no es causa, y 
séptima, convertir varias preguntas en una. 


(ARISTÓTELES, Refutaciones sofísticas, en Tratados de Lógica (Órganon), 166b20-25). 


Corresponden a las conocidas: falacia por accidente; falacia por afirmación del consecuente; fa- 
lacia por accidente inverso; falacias por ignoratio elenchi; falacia del círculo vicioso o «petitio principii»; 
falacias de la relación causa-efecto (non causa pro causa), y falacia de la pregunta compleja o plurium 
Interrogationum. 


=  Enunafalacia por accidente (o sinónimamente, falacia por dicto secundum quid ad dicto simpliciter o, a 


veces, falacia de generalización inadecuada) se toma lo particular como general (cosa que podría ex- 
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plicar que la muestra a partir de la que se pretende inferir la conclusión no fuese representativa 
de la población). 


Ejemplo 238 
o. «Algún número es mayor que cero, todo parámetro es número, luego todo parámetro 
es mayor que cero». 


1. «Alguna bola es roja, esto es una bola, luego esto es una bola roja». 


=  Enuna falacia por afirmación del consecuente se infiere la verdad del consecuente a partir de la del 
antecedente. Es una falacia formal, en concreto una falacia del condicional (vid. infra Anexo (p. 1270 
de esta edición) —). Puede expresarse así: 


A=> B 


Ejemplo 239 
Si estudio, aprobaré la asignatura. He aprobado la asignatura. Por lo tanto, estudié. 
= Una delas formas de la falacia de la pregunta compleja (o sinónimamente, falacia «plurium interro- 
gationum») corresponde a exigir una respuesta única a una pregunta múltiple. 
Ejemplo 240 


«¿Dejó ya de intentar resolver la conjetura fuerte de Goldbach?». Es un sofisma porque 
en realidad es una pregunta doble, a saber, ¿ha intentado resolver la conjetura fuerte de 
Goldbach?, y de ser así, ¿dejó de intentarlo? 


$ 8.1.1 Otras falacias formales 


Destacamos algunas más. 


= La falacia por negación del antecedente sucede cuando de la negación del antecedente se sigue la 


negación del consecuente. Es una falacia formal, en concreto una falacia del condicional (MBS5.3 
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—vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) —). Puede expresarse así: 


A=>B 
=A 


1059) Á——————————— 
=B 


Ejemplo 241 


Si estuviese demostrada la conjetura de Goldbach, no habría que demostrar nada más en 
matemáticas. Como la conjetura de Goldbach no está demostrada, hay que seguir demos- 
trando cosas en matemáticas. 


Observación 8.1.0.— Aunque paralógico, el del anterior ejemplo es un razonamiento que po- 
dríamos considerar inductivamente fuerte ya que es más probable que haya que seguir de- 
mostrando cosas en matemáticas si la conjetura de Goldbach no está demostrada que si lo 
estuviese (de hecho, si está demostrada, según la primera premisa, es seguro que no habría 


que demostrar nada más en matemáticas). 


= La falacia ad logicam (falacia de la falacia) (MBS5.6 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) —) 
es una falacia formal que se produce cuando por ser una argumentación falaz se asegura que su 
conclusión es falsa. Puede expresarse así: 


A=B 
«A = B» es una falacia 
=B 


S 


Ejemplo 242 


o. Has deducido erróneamente que sucede B a partir de que sucede A, por tanto, no 
sucede B. 


1.  Paadicequesi estuviese demostrada la conjetura de Goldbach, no habría que demos- 
trar nada más en matemáticas. También dice que como no está demostrada, hay que 
seguir demostrando cosas en matemáticas. Pero esto es una falacia por negación del 


antecedente, así que sí, sí que hay que seguir demostrando cosas en matemáticas. 


Pues no, que Paa cometa una falacia al decir todo lo que dice no implica ni que su 


conclusión sea verdadera ni que sea falsa. 
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= Una falacia por vaguedad (MBS6.1.2 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) —) sucede ante 


ciertos términos imprecisos, vagos. 
Ejemplo 243 


«Quitar alguna arena de este montón no va a hacer que deje de ser un montón de arena». 
El sofisma se produce por la imprecisión de «alguna» respecto a la cantidad de arena (así 


como, eventualmente, respecto al número de veces que pueda repetirse la acción). 


= Una falacia porinducción precipitada se produce cuando se generaliza a partir de una muestra no 
representativa de la población a la que se generaliza. Es una falacia informal que contraviene el cri- 
terio de suficiencia, concretamente una falacia de la inducción o secundum quid (MBS8.1 —vid. infra 
Anexo (p. 1270 de esta edición) —). Aunque se trata de una falacia informal, tiene su correspon- 


diente en el ámbito formal y en lógica de primer orden podría expresarse así: 


Ejemplo 244 


«Esta persona de esta organización es honrada, luego todas las personas de esta organi- 


zación son honradas». 


Y así podríamos seguir analizando aún más falacias formales, como, por ejemplo, las siguientes. 
= Falacia por afirmación de la disyunción: [A V B, A) FB. 
= Falacia por falso dilema (BSW Thinking): AV BV CAF T,AVB, AF B2. 
= Falacia por transposición de cuantor: Vx3JyPxy F IyVxPxy?. 


Falacia del existencial: VxPx E 3IxPx?. 


Observación 8.1.1.— Esta última afirmación, VxPx FE IxPx Y, ¿una falacia? Pues sí, notemos que 


es errónea si el dominio es vacío. 


$ 8.1.2 Falacias no formales materiales 


Entre las falacias no formales distinguimos las falacias por ambigúedad y las falacias materiales. 


' Léase sobre la paradoja sorites —cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja_sorites. 
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De las primeras, ya hemos hablado en ejemplo 8.1.0 (p. 440 de esta edición). Entre las falacias 
materiales distinguimos: las falacias por datos insuficientes y las falacias de pertinencia. 
Falacias por datos insuficientes 


= Enuna falacia de falta de pruebas (o sinónimamente, falacia de evidencia incompleta) se omiten in- 


tencionadamente los datos o hechos desfavorables para la conclusión. 
Ejemplo 245 


Ala hora de adquirir una cámper se destacan sus comodidades y su buen consumo, pero 


no se dice nada de su peor manejabilidad debido a su tamaño. 


= Enuna falacia de falsa causa se toma un hecho como causa de otro, cuando no lo es. 


Entre las falacias de falsa causa se distinguen la de correlación coincidente y la de correlación 


accidental. 


+ Una falacia de correlación coincidente o «post hoc» (o sinónimamente, post hoc, ergo propter hoc 
[tras esto, luego a causa de esto] —o, simplemente, post hoc— o non sequitur [no le sigue])) 
(MBS8.2.3 —vid. infra Anexo (p. 1270 de esta edición) —): 


[ Sucede A, B sucede después de A] + A es causa de B *. 


Ejemplo 246 


Tras ponerse una vacuna, una persona tiene un problema de salud y lo achaca a ha- 


berse vacunado. 


+ Una falacia de correlación accidental —«non causa pro causa» (una no causa por causa): 


[A sucede cuando B sucede) + A es causa de Bo Bes causade A ?. 
Ejemplo 247 


Siempre que marcho a casa del trabajo, veo mucho tráfico en las carreteras. Por lo 


tanto, mi ida a casa desde el trabajo causa el incremento de tráfico en las carreteras. 


Falacias de pertinencia 


= «Ad hominen» («contra el hombre»): se afirma la falsedad de lo afirmado por una entidad por el 


simple hecho que lo ha afirmado dicha entidad; existen dos modalidades: 


* Ofensiva: 


[«A afirma P», «A no es digna de consideración por tal y cual») + P es falso *. 
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. Circunstancial: 


[«A afirma P», «A no es fiable por sus circunstancias particulares») E P es falso *. 


«Ad baculum» («al bastón»), apelación a la fuerza: 


[A afirma P, Atiene dominio sobre B) + P ?. 


«Ad populum» («al pueblo»): Se excitan los sentimientos del contrario a favor de la afirmación 
(dependiendo del tipo de sentimiento que se excite puede recibir otros nombres, p. ej. «Ad mi- 


sericordiam» —<a la misericordia»—): 


[A afirma P, Se apela (sin fundamento) a los sentimientos y emociones de Asobre P) FP ?, 


«Ex populo» («a partir del pueblo»): Se apela (sin fundamento) a la creencia de una mayoría: 


[Se afirma P, La mayoría cree P) E P ?., 


«Ad verecundiam» («apelación a la autoridad»): 


[A afirma P, Se apela (sin fundamento) al conocimiento de A sobre PF FP ?. 


«Ad ignorantiam» («a la ignorancia»): Si no se ha demostrado la falsedad de algo se infiere que es 


verdadero: 


[No existe prueba de que P sea falso (resp. verdadero)) + P es verdadero (resp. falso) *. 


«Ignoratio elenchi» («ignorancia del tema»): La conclusión que se obtiene no es o no tiene que ver 


con la premisa: 
[Aafirma PPFQ?. 


«Tu quoque» («tú también»): Se devuelve la ofensa pretendiendo la razón (puede verse como un 


caso particular de sofisma «ad hominen»): 


[A afirma que B satisface P (algo negativo), B afirma que A satisface P) F B satisface 2P *. 


«Petitio principi» («petición de principio»): La conclusión es una de las premisas: 


[P,P>0,0>PjrFP?. 
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$ 8.2 Creencia en la verdad 


En lógica bivalente, el valor de verdad de una fórmula bien formada (fb6), p(Xo, Xi, .. . , Xn), está 
determinado dada una asignación de verdad (una valoración de verdad para todas las variables x;). 


Caso contrario, hablemos creencia?. 


En ausencia total de información, nuestra creencia en un literal? es 1/2, puesto que existen dos 
asignaciones posibles de verdad: 0y1. Sean p y q dos literales, tales que p + qyp + 7q.Si pensamos 
enp A q,es 1/4, puesto que existen cuatro asignaciones posibles de verdad y sólo una es 1. En el caso 
de p V q, es 3/4, pues de las cuatro asignaciones posibles de verdad, tres hacen verdadera p V q. 
Nuestra creencia en p > p V q es la total seguridad, pues de las cuatro posibles asignaciones de 


verdad, las cuatro la hacen verdadera. 


Sabemos que es seguro que toda fbf puede transformarse en una fbf equivalente en forma nor- 
mal conjuntiva (FNO), esto es, una conjunción de cláusulas, donde cada cláusula es una disjunción 


de literales, y cada literal es una variable atómica o su negación: 


Dies == Cds 


= Mila Vi Vlad Be llas Y la Y NM Lado) 


Abreviadamente: 
Ki 


A A Ñ V Le 


i=o j¡=0 


ocurriendo que (Vi)(V¡)(3k)(l,¡ = xXx V L,¡ = Xx). 


Teorema 8.0 


Careciendo de cualquier información, la creencia en (xo, X;, ... , Xn) eS: 


2,00 a 2% ba +1 SU 2,00 Fa +0,+2 E 9 M0 +01+..+0n-En pa 
9 Ko +K+...Kn 


siendo: 
Ca = 


Qiri= Ki =Kk-—1 (O<i<n). 


2 Vid. LEÓN ROJAs [1] ($18.2 [p. 458]. 

3 Recordemos: una fórmula bien formada (fbf) A es un literal, precisamente si Aes una proposición atómica, oA = Pp, 
siendo p una proposición atómica; una fbf es una A-cláusula (cubo), precisamente si es un literal o una conjunción de 
literales; una fbfes una V-cláusula, precisamente si es un literal o una disyunción de literales; una fbf está en forma normal 
conjuntiva (FNC), precisamente si es tautología, contradicción, una V-cláusula o una conjunción de V -cláusulas; una fbf 
está en forma normal disyuntiva (FND), precisamente si es tautología, contradicción, una A-cláusula o una disyunción de 
A-cláusulas. 
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Pudiese atraernos la idea de construir una lógica de n valores de creencia; por ejemplo, una de 
cinco valores de creencia con los cinco valores aportados por 1 (0), pAq (1/4), p + q(1/2),pVqG/4) 
y T (1). En el siguiente capítulo veremos cómo se ha hecho pero trabajando con valores de verdad: las 
lógicas multivalentes*. 


Por otra parte, este contexto de creencia puede ayudarnos a resolver alguna que otra paradoja. 


Ejemplo 248 


Una paradoja clásica, de RUSSELL (1901) —cfr. MOSTERÍN [126] (pp. 1525s.)—: pense- 
mos en aquél barbero que afeita únicamente a aquéllos que no se afeitan a sí mismos; 
entonces, ¿quién afeita al barbero? 


Resolución. El presente contexto de creencia, aporta una posible resolución de esta pa- 
radoja, ya que todo cobra sentido si V es una valoración de creencia en vez de una valoración de 
verdad. En efecto: sea S =«El barbero se afeita a sí mismo», el valor de verdad de esta propo- 
sición es O Ó 1; carecemos por completo de información, pues la circularidad: S => 5 = S,y 
el hecho de ver al barbero afeitado, no aportan información alguna; por ello, nuestra creencia 


en su ocurrencia se reparte por igual entre S y =S: 


V(S) = V(2S) 


= 1/2, 


creemos en la misma medida que el barbero se afeita a sí mismo como que no se afeita a sí 


mismo. 


* Cfr. infra cuadro 9 (p. 450 de esta edición). 
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CAPITULO 


Lógicas multivalentes 


«Las personas que piensan en español (sic) sienten que “la incertidumbre es insoportable” y no tienen 
nada que hacer desde el punto de vista lógico, sin embargo, para una persona que piensa en Aymara, “ina” 
[quizás sí quizás no] forma parte de la realidad, y es tan lógico como “isa” [sí] o “ani” [no]. Si EUKASIEWICZ 
hubiese sido un Quoya, probablemente hubiese considerado la lógica bivalente de los hispanohablantes tan 
extraña y digna de estudio como lo es la lógica polivalente.» 

(Iván GUZMÁN DE ROJAs [127], Cap. 3: The trivalent logic of Aymara). 


Tras el embotamiento de lo bivalente y su parca expresividad, no perdamos la espe- 
ranza de tener alguna vez tiempo e inquietud para emprender el redescubrimiento de 


la fluidez perdida. 


9.0 LOnicastrIvaleDlós +. «eros nr marisa 451 
su Logica pollvalentes.. os FEA 452 
9.2 Lógicas infinitamente valoradas . .................. 454 


Podrían considerarse entre los primeros esbozos de formalización de una «lógica multivalen- 
te» aquellos intentos de Ramón LULL (aprox. 1232-1316) y Nicolás de KREBs (Nicolás de Cusa, 1401- 
1464).?. Aunque, ya en ello, también pudiésemos remontarnos hasta ARISTÓTELES, con la discusión 
de las proposiciones que no lo son pero sí están, no se les puede asignar un valor de verdad, pero 
pueden enunciarse, y se vive con ellas, como por ejemplo: «mañana llueve»; o sea, la noción de verdad 


potencial. 


O Cfr. PEÑA [128] (p. 323). 
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$9.0 Lógicas trivalentes 


Fue Charles Sanders PEIRCE (1839-1914), quien, hasta donde sabemos', formaliza por primera 
vez una lógica trivalente, con su idea de la matemática triádica, extensión de la clásica, en la que el 
principio del tercio excluso (p V =p = 1) no es del todo verdadero —él distingue entre lo verdadero, 
lo falso, y lo que está en el límite—?. Parte de este trabajo no publicado, y realizado sobre 1909, está 
recogido en la obra de Nicholas RESCHER [129] (pp. 4-5). 


El matemático ruso Nikolái Aleksándrovich VAsÍLIEV, a partir de 1909, publica una serie de ar- 
tículos en los que elabora una lógica trivalente, por eliminación del principio del tercio excluso, en 
la que las proposiciones podían ser «afirmativas», «negativas» o «indiferentes»; él la llama «lógica no 
aristotélica» ?. El primer sistema desarrollado de lógica trivalente data de 1920 y es de Jan LUKASIE- 
WICZ. Otros sistemas trivalentes son los de Emil Leon PosT* (1921) [132], Stephen Cole KLEENE (1938) 
[133] —et [134] (p. 334)—, Dmitry Anatol'evich BOCHVAR (1939) [135], Arend HEYTING (1956) [136], Hans 
REICHENBACH (1944) [137], y algunos otros —<cfr. infra cuadro 9.0 (p. 451 de esta edición) —. Parece ser 
que fue Mordchaj WAJSBERG (1931) [138] quien proporcionó la primera axiomatización de la lógica 


trivalente. 


LUKASIEWICZ KLEENE (fuertes) BOCHVAR HEYTING REICHENBACH 
Pp q A Vo > e lA Vo > elA Vo > ealA Vo > ealA Vo > eo 


o Alo Y 1 Ylo Y 1 YalyY Y Y Ylo Y 1 o|o Y 1 Ya 
Y ollo Y Y Y io Y Ya Ya Ya Ya Ya Yalo Y o ollo Ya Ya Ya 
bh dale Y a 11d ds Y ls a e les do ala e e a 
E A E 
MA OO A OO 


Cuadro 9.0.— Algunas lógicas trivalentes. Sólo aparece el tratamiento del nuevo valor de 


verdad 1/2, pues todas ellas coinciden con la lógica clásica si p, q € fo, 1). 


1 Cfr. PEÑA [128] (pp. 32388.). 

2 No obstante, José FERRATER MORA asegura que hay evidencias de que Guillermo de OCKHAM (1298-1349) hubiese 
sugerido ya el uso de tres valores de verdad. (Guillermo de OckHAaM es a quien le es atribuida la ley o principio de parsimonia 
(navaja de OCKHAM): las entidades no deben multiplicarse más allá de lo necesario, esto es, ante una situación o problema, 
deberíamos buscar explicaciones o soluciones construidas con el menor conjunto posible de elementos). 

3 José FERRATER MORA nos comenta el hecho de que VAsíLIEV hizo algo parecido con la lógica bivalente, a lo que había 
hecho Nikolai Ivanovich LoBACHEVSKY con la geometría euclidea; si bien, este último eliminó el axioma de las paralelas, 
VAsíLIEV eliminó la ley del tercio excluso —cfr. FERRATER MORA [130]; FERRATER MORA y LEBLANC [131]. 

* En realidad, la lógica desarrollada por Emil Leon PosT, en 1921, posee un número indeterminado n > 2 de valores; 
además, se trata de una lógica de conjuntos de enunciados, y no de enunciados. 
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En las lógicas trivalentes es frecuente notar por o, Y2 (o sinónimamente, ?) y 1 la falsedad, la 
incertidumbre y la certeza y decir de un enunciado p que es falso, incierto (o posible) y verdadero, 
respectivamente. También es frecuente definir la interpretación de la negación de una proposición 
pcomo1-— /(p), estoes, (20) = 1, I(-/2) = Y2e I(=1) = 0. 


Estas lógicas no satisfacen ni el principio de contradicción (p A =p = 0) —ya que p y =p pueden 
tener el mismo valor de verdad, /2—ni el principio del tercio excluso (p V =p = 1) —pues sí existe una 
tercera posibilidad, a saber, p puede ser incierto— ni tampoco otras fórmulas válidas de la lógica 


bivalente. 


Si bien el principio de contradicción no se satisface, sí que es una fórmula válida en la lógica de 


LUKASIEWICZ: Pp + Pp. 


Actividad 9.0 
¿Por qué no? Pudiésemos demostrar que p + =p es una fórmula válida en la lógica de LuKA- 
SIEWICZ y, de paso, preguntarnos qué ocurre en las otras lógicas trivalentes expuestas. 


Salvo en la lógica de BOCHVAR, existen pues, las fórmulas insatisfactibles (siempre exactamente 
falsas), las fórmulas válidas (siempre exactamente verdaderas) y las incertidumbres (o posibilidades) 
(nunca falsas ni verdaderas). El hecho de que la lógica trivalente de BOCHVAR no contenga ni fórmulas 
válidas (debido a que todas sus primitivas producen Y. si al menos uno de los argumentos asume tal 
valor) ni fórmulas insatisfactibles, hizo que surgieran los conceptos de cuasi fórmula válida y cuasi 


fórmula insatisfactible. 


Definición 9.0.— Una fórmula es una cuasi fórmula válida si todos sus literales son distintos de o. 


Definición 9.1.— Una fórmula es una cuasi fórmula insatisfactible si todos sus literales son distintos 


de 1. 


$9.1 Lógicas polivalentes 


Si en vez de tres valores de verdad admitimos n € Z*, entonces estamos ante una lógica poli- 
valente (tetravalente, pentavalente, hexavalente, .. ., enevalente) —si bien lo que signifique cada uno 
de los valores de verdad vendrá en función del contexto, aunque, en general, expresan un grado de 
verdad o certeza, desde la falsedad (0) a la verdad (1D), pasando por la ignorancia absoluta (que desig- 


naremos por “/») (u otra interpretación, como la indiferencia). 


Teorema 9.0 


, . . 2 y- Deia k 
El número de funtores veritativos kádicos en una lógica enevalente es n”. 
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A modo de ejemplo, el siguiente cuadro nos da una idea de cómo aumenta el número de funtores 
monádicos y diádicos a medida que aumenta el número de valores de verdad (si ya nos cuesta nom- 
brar los 20 funtores monádicos o diádicos de la lógica bivalente, cuánto más los 19 710 de la trivalente, 
o de ella en adelante). 


N.? de valores de verdad dl 3 4 


n.* de funtores monádicos 2% =4 3% =27 4% =256 
n.* de funtores diádicos 2% =16 3% =19683 4% = 4294967296 


Cuadro 9.1.— Número de funtores en lógicas polivalentes. 


—Fuente: Elaboración propia. 


Se desarrollaron varias lógicas de n-valores en los años treinta. Estas lógicas solían valorarse en 


el siguiente subconjunto de números racionales de [o, 1] del intervalo [o, 1]: 


lo 1) = fo z e | (9.0) 


n=tm=1”  m=1 
= T, (9.1) 


pudiéndose interpretar tales valores como grados de verdad. 
El subconjunto u” ([o, 1]) apareció con el nombre de a-percentilado uniforme de cardinal n en 
la tesis doctoral de quien escribe (vid. León Rojas [1] —definición 83 (p. 120) —), en el ámbito del 


problema de la medición de la disimilitud entre dos subconjuntos de un retículo normado. 


La lógica de n-valores (n > 2) de LEUKASIEWICZ, denotada L.,,, tiene como primitivas: 


=4=1-a (9.2) 
a=>b=mín(1,14+b- a) (9.3) 

y los demás juntores se definen: 
aVvb=(a=>b)=>b (9.4) 
aAb=-=(=a Vb) (9.5) 
as b=(a=>b)A(b => a) (9.6) 

de donde: 

a V b=máx(a, b) (9.7) 
aAb=mín(a, b) (9.8) 
a*>b=1-=|a — b| (9.9) 
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$9.2 Lógicas infinitamente valoradas 


Por L., se nota la lógica (infinitamente) valorada en el conjunto 7, de todos los números ra- 
cionales de [o, 1]. La llamada lógica estándar de LUKASIEWwICZ L, se valora (infinitamente) en [o, 1] (el 1 
subíndice de L, es una abreviatura de 8,, el cardinal del continuo en ZFC+HGC). Generalmente en la 
literatura, por lógica infinitamente valorada se entiende la valoración en [o, 1]. Un resultado bien cono- 
cido es que para ninguna lógica infinitamente valorada existe un conjunto finito completo de primi- 
tivas”. Completitud del conjunto en el sentido de capacidad de generar toda la lógica; es decir, que al 
usar un conjunto finito de primitivas para definir una lógica infinitamente valorada, sólo obtendre- 


mos un subconjunto de todas las funciones lógicas. 


Ejemplos de lógicas valoradas en todo [o, 1] son las lógicas borrosas*. 


5 Cfr. KLIR y YUAN [139] (p. 220). 
6 Cfr. v. gr. LEÓN RoJas [1] (capítulo 4). 
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Teoría de conjuntos 
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La 


CAPITULO 


Lógica de clases 


«Aus dem Paradies, das CANTOR uns geschaffen, soll uns niemana, vertreiben kónnen [Del paraiso, 
que CANTOR nos proporcionó, nadie nos podrá expulsar]». 
(David HILBERT, Uber das Unendliche (1925). En: Grundlagen der Geometrie, 7.* ed., 1930 (p. 2.74). 


La lógica de clases permite identificar cada colección de entidades a partir de los pare- 
cidos y diferencias de éstas. El estudio de las similitudes, disimilitudes e interacciones 
entre colecciones, entidades o entre colecciones y entidades, la clasificación de las en- 
tidades o colecciones en nuevas colecciones, la ordenación de dichas colecciones o 
de las entidades, la tolerancia en dichas clasificaciones, la influencia de las preferen- 
cias de otras entidades o colecciones en tales clasificaciones u ordenaciones, forman 
parte de la lógica de relaciones. Estudiar qué pueden hacer (cómo se «comportan») 
las entidades en relación con otras entidades o colecciones, es un objetivo de la lógica 
de funciones. La caracterización del modo de estar relacionadas las entidades de una 
colección a partir de dichos comportamientos —determinados por funciones— está 


en la esencia de la lógica de estructuras. 


10.0 Ellenguaje de la teoría de cONJUNLOS . ................... 459 
10.1 Desdelaingenuidad .................... .... 459 
10.2) Clase carita dardo O 
103 CONJUDICOS 4 ¿oca rc cs 
10.4 Igualdad einclusión de CONJUNTOS . ................... 472 
10.5 Conjuntos vacío, universal y unitari0sS . ................ 474 
10.6 Conjunto potencia ......... e... . .. . .. e... .. 475 
10.7 Unión e intersección de CONJUNTOS . ...... o... ........ 475 
10.8 Conjuntos disjuntos . ...... o... e... .. .... ..... 478 
10.9 Conjunto complementario +. ocrrira oa O 
10.10 El Álgebra de Boole delos conjuntos . .................. 480 
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0dr Dierencio ds conuilos Laa 482 
10:12 Diferencia sIMÉLPICA. +3. 9$0050+95500790 5 487 
10.13 Traducción y traducción inversa . .... o... o... ..... 491 
TOMAN aa ARES RR AE 492 
10:15 ParordenadoY tupla. ordenada escurre da EE 494 
10.16 Producto CartesiaMO . .......ooooo ooo... ....... 495 
e 496 
10.18 Muestra de ejemplos finales . .................... 499 
est A 513 


$ 10.0 El lenguaje de la teoría de conjuntos 


En nuestro grado de estudio, sepamos que el lenguaje de la teoría de clases/conjuntos Lc es un 
lenguaje de primer orden con identidad al que se le añade el signo de pertenencia €. 


$ 10.1 Desde la ingenuidad 


Nuestro conocimiento está basado primariamente en nuestras observaciones. Observar el mun- 


do para: 


= identificar diferentes tipos de características (variables); 


generar descripciones de las entidades, esto es, para enumerar sus características individuales 


e identificar aquellas otras que no corresponden a cada entidad concreta; 


especificar diferencias entre entidades como diferencias entre características pertenecientes a 


la misma variable; 


describir las semejanzas entre entidades en relación a variables determinadas, y reconocer que 


dicha semejanza es relativa, dependiendo de las características que son comparadas; 


identificar las características esenciales compartidas entre dos o más entidades, identificando 


el tipo (variable) de las características, y 


reconocer una entidad perteneciente a una agrupación de entidades conforme a las caracterís- 
ticas esenciales compartidas por todas las entidades de dicha agrupación; 


observaciones que conducen al concepto de clase como una agrupación de entidades unidas alrede- 


dor de una o más características esenciales. 
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Definición 10.0 (Definición primera de CANTOR).— En1880, CANTOR define un conjunto como «to- 
da colección, clase, agregado o totalidad M de objetos determinados y diferenciados por la intuición 
o el pensamiento (objetos que se denominan elementos de M)». 


En 1901, RUSSELL se encontraba escribiendo su obra Principia Mathematica, cuando se dio cuenta 
que admitiendo como definición de conjuntos la anterior surgían paradojas en la teoría. 


RUSSELL argumentaba de la siguiente manera. Distingamos dos clases de conjuntos, los conjun- 
tos R, que son elementos de sí mismos, y los conjuntos no—R que no son elementos de sí mismos. 
Sea A = [todos los conjuntos no—RP. Entonces, ¿es Aun conjunto R o un conjunto no—R? Veamos. 
Si Aes R entonces A es elemento de sí mismo, de donde, por definición de A, Aes no—R (contradic- 
ción). Por otro lado, si A es no—R, entonces A no es elemento de sí mismo, de donde, por definición 
de A, Aes elemento de A y por tanto A es R (contradicción). 


Esta es la conocida como antinomia de RUSSELL. 


$ 10.2 Clases 


La lógica clásica definía un concepto como la representación de una entidad sin que se afirmase ni 
negase nada de ella, llamando comprensión o intensión a la colección de notas o rasgos que lo integran 


y extensión a la colección de entidades que abarca. 


Una proposición del tipo S es P, por ejemplo, «Todo número primo mayor que 2. es impar», pre- 
cisamente es una proposición, porque en ella se afirma el predicado del sujeto (en este ejemplo, «ser 
impar» de «número primo mayor que 2») y porque se conoce o se puede colegir la verdad o falsedad 


de tal afirmación. 
Al sujeto se le atribuye el predicado considerando dos aspectos: 


o.”, como propiedad o característica de aquél, esto es, formando el predicado parte de la compren- 
sión del sujeto (en este ejemplo, todo número primo mayor que 2 tiene la propiedad de serimpar, 
es decir, «número impar» forma parte de la comprensión del concepto «número primo mayor 


que 2»), y 


1.2, como representante de la clase de entidades a la que pertenece el sujeto, esto es, formando el 
sujeto parte de la extensión del predicado (en este ejemplo, cualquier número primo mayor que 
2 pertenece a la clase de los números impares, es decir, «número primo mayor que 2» forma 


parte de la extensión del concepto «número impar»). 


Entendiéndose pues una clase como una colección de entidades que coinciden en poseer alguna 
nota o rasgo común. A semejanza del concepto, la clase no existe en la realidad natural. Por ejemplo, 


la clase de las personas que enseñan es una entelequia, lo real son las personas que la forman. Una 
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misma entidad puede pertenecer a clases distintas, por ejemplo, una persona puede pertenecer a la 


clase de las personas que estudian y a la de las personas que saben divertirse. 


$ 10.2.0 Clases destacadas 


Según el número de entidades en la clase, distinguimos entre: 
o.  clasevacía (o sinónimamente, clase nula) D: clase a la que no pertenece ninguna entidad; 


1. clase unimembre (o sinónimamente, clase singular o unitaria): clase a la que sólo pertenece una 


entidad; 
2. Clase bimembre (o sinónimamente, clase binaria): clase a la que sólo pertenecen dos entidades; 


3. clase trimembre (o sinónimamente, clase ternaria): clase a la que sólo pertenecen tres entidades; 


n. Clase enemembre (o sinónimamente, clase enaria: clase a la que sólo pertenecen n entidades. 


Q. clase universal V: clase a la que pertenecen todas las entidades”. 


Ejemplo 249 


Proporcionemos un ejemplo de clase vacía, otro de clase pentamembre y otro de 


clase universal. 


Resolución. 


O. Clase vacía: «ningún hombre». 


1. Clase pentamembre o quinaria: «Adela, Amelia, Angustias, Magdalena y Martirio» —ésta 
es una definición por extensión; su definición por comprensión es «las cinco hijas de Ber- 
narda Alba»—. 


2. Clase universal: «toda mujer». 


$ 10.2.1 Principios de la lógica de clases 


Tres son los principios generales que propuso y aplicó la lógica tradicional, que recogió la lógica 


de juntores' y que siguen formando parte de la lógica de clases. Son: 


2 Sobre el porqué de llamarla V, vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Von_Neumann_universe y https://en.wiki- 
pedia.org/wiki/Grothendieck_universe. 
* Vid. supra definición 0.4.4 (p. 33 de esta edición). 
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o.”, toda clase se identifica consigo misma (principio de identidad); 
1.2, ninguna clase puede ser y no ser ella a la vez (principio de la no contradicción), y 


2.*, entre una clase y su negación no existe ninguna clase intermedia (principio del tercio excluso). 


$ 10.2.2 Todo conjunto es una clase 


Entenderemos por tanto por clase cualquier colección de conjuntos que satisfaga un concepto 


—propiedad, predicado— q dado. 


Definición 10.1.— Sean px una fórmula de Lyc donde x es un conjunto arbitrarioe (Yo, ...,Yk) 
un vector de conjuntos cualesquiera. Si S(So,..., sx) es un vector de conjuntos, entonces se define la 
clase delos x tales que (xS'como la colección de todos los conjuntos x que satisfacen la propiedad pxS; 


esta clase es designada por [x : pxS%. Representaremos las clases por letras latinas mayúsculas. 


Observación 10.2.0.— Para representar el concepto «los x tales que q», RUSSELL y WHITEHEAD, en 
sus Principia Mathematica (1910), usaron el acento circunflejo X(«px), mientras que CHURCH [111] 


propone la notación lambda?, Axqpx. 


Teorema 10.0 


Todo conjunto es una clase. 


Demostración. En efecto, el conjunto a es la clase A = [x : x € a); es decir, en este caso, 


k=0,S. = 0,S(So,...,Sx) = S(so) = S(a) = a, y siendo pxy = x € y, entonces pxs = pxa = 


x € d. 


Observación 10.2.1.— En la demostración hemos diferenciado entre «a» —el conjunto— y «A» —la 
clase—, y así seguiremos haciendo siempre que sea necesario explicitar la distinción. Sin embargo, 
este teorema certifica que pueda notarse también con letras latinas mayúsculas a los conjuntos, 
precisamente por ser clases, como haremos a partir del subcapítulo 810.3 (p. 471 de esta edición) y 


es lo habitual en la literatura pedagógica tanto académica como popular. 


$ 10.2.3 No toda clase es un conjunto 


Una clase puede ser o no ser un conjunto. 


Las clases que son conjuntos pueden caracterizarse de acuerdo al siguiente resultado. 


2 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Lambda_calculus+*Origin_of the lambda_symbol. 
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Teorema 10.1 


La clase A= [x : pxS] es un conjunto si, y sólo si, (Iy)(Vx)(pxS => x E y). 


Observación 10.2.2.— El hecho de que toda subclase de un conjunto es un conjunto puede re- 


presentarse por: si (Hy)(Vx)(pxS => x E y), entonces A = [x : pxS) es un conjunto. 


Definición 10.2.— Una clase propia es una clase que no es un conjunto. 


De hecho, para hacer afirmaciones para un conjunto arbitrario es deseable poder manejar el 
concepto de la cuantificación universal sobre conjuntos («para todo conjunto»), lo que lleva a pregun- 
tarnos si existe realmente como conjunto la colección de todos los conjuntos. Vemos en el teorema 
siguiente que no es así, de hecho, es una clase propia. Su demostración la haremos por reducción 
al absurdo usando el axioma del par? y el axioma de regularidad*, por lo que la estudiaremos una vez 
estudiados dichos axiomas. 


Teorema 10.2 


La clase de todos los conjuntos, la clase universal —el universo de los conjuntos—, V, es una 


clase propia. 


Demostración. Vid. ejemplo 342 (p. 683 de esta edición). 


Observación 10.2.3.— También demostraremos que V no es un conjunto, una vez estudiado el 
teorema de CANTOR, en el ejemplo 339 (p. 655 de esta edición); en cualquier caso, estamos ante la 


paradoja de CANTOR?). 


En la demostración del siguiente teorema también usamos ambos axiomas, por lo que reza la 
misma recomendación sobre su estudio. 


Teorema 10.3 


La clase R = [x : x É x) es precisamente la clase universal V = [x : x = x) y, por lo tanto, 


que R = [x : x É x) es una clase propia —de hecho, vimos cómo considerarla un conjunto 
lleva a contradicción (paradoja de RUSSELL)—. 


Demostración. Vid. ejemplo 343 (p. 684 de esta edición). 


3 Cfr. infra S 14.2.2 (p. 673 de esta edición). 
* Cfr. infra $ 14.4.2 (p. 683 de esta edición). 
5 Cfr. infra observación 14.10.2 (p. 694 de esta edición). 
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Observación 10.2.4.— Estamos en los márgenes de uno de los terrenos más complicados de las 
matemáticas, a saber, sus fundamentos. De las clases, lo único que diremos en este grado de es- 
tudio es que una clase determinada [x : px) será un conjunto cuando la teoría de conjuntos en la 
que trabajemos asegure que existe un conjunto que según dicha teoría sea igual a la clase dada 
(por ejemplo?: en ZFC, con dos nociones primitivas, conjunto y pertenencia, están prohibidas las 
clases; en NBG con tres nociones primitivas, conjuntos, clases y pertenencia, coexisten clases y con- 
juntos; etc.), y que cuando no ocurre esto, cuando Vy (conjunto), y + [x : px], entonces [x : px) 


es una clase propia. 


$ 10.2.4 Funtores de clases a enunciados (relaciones entre clases) 


El lenguaje de la lógica de clases incluye un signo para la identidad o igualdad de clases, el cual 
se usa como igualador semiótico al abreviar una clase con un nombre, A = [x : px], pero también 


representa la relación de identidad o igualdad entre clases. 


En esta sección presentamos seis funtores diádicos entre clases (relaciones): igualdad, no igual- 
dad, inclusión, no inclusión, inclusión estricta y no inclusión estricta. En las propias definiciones es 


posible apreciar las correspondencias entre funtores lógicos y funtores de clases a clases. 
Sean las clases A= [x: bx) y B =Ax: px]. 


o. Relación de igualdad entre clases =: 


A= Bsi, y sólo si, (Vx)(px => Y x), 


1. Relación de no igualdad entre clases F: 


AH Bsi, y sólo si, (A = B) 
si, y sólo si, (3Ix) (px + yx) 
si, y sólo si, (3x)(px Y px), 
esto es, el funtor no-igualdad corresponde al funtor lógico implicador. 


2. Relación de subclase o de inclusión entre clases: A C B se lee «A es subclase de B» o «(la clase) A está 


incluida en (la clase) B» y se define por 
AC Bsi, y sólo si, (VWx)(px = yx), 


esto es, el funtor subclase corresponde al funtor lógico implicador. 


3. Relación de no subclase o no inclusión entre clases Í (o Z): 


A É Bsi, y sólo si, (AC B) 


6 Cfr. infra S 14 (p. 666 de esta edición). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


465 


10. Lógica de clases 


si, y sólo si, (3x) (px + x) 
si, y sólo si, (Ix)(Px A Y x), 
esto es, el funtor no-subclase corresponde al funtor lógico desimplicador. 


Relación de subclase propia o inclusión estricta entre clases: AC B=0A € B,AG B,A GS B—:se lee 
«A es subclase propia de B» o x(la clase) A está incluida estrictamente en (la clase) B» y se define 


por 


AC Bsi,ysólosi AFBAACB 
si, y sólo si, (Ix)(Px Y yx) A(WO(px —= Y x). 


Relación de no subclase propia o no inclusión estricta entre clases [: 


AE Bsi, y sólo si, (AC B) 
si, y sólo si, (AF BMAAC B) 
si, y sólo si, A=BVAÉ B 
si, y sólo si, (VWx)(px > Yx) V (EX) (Px AY). 


Relación de superclase: A > B se lee «A es superclase de B» y se define por 

A > Bsi, y sólo si, (Vx)(px — Y x), 
esto es, el funtor de clase a enunciado superclase corresponde al funtor lógico replicador. 
Relación de no superclase: AP B(0 A 2 B) selee «A no es superclase de B» y se define por 


A L Bsi, y sólo si, (4 > B) 
si, y sólo si, (3x) (px + x) 
si, y sólo si, (Ix) (PX A Yx), 
esto es, el funtor de clase a enunciado no-superclase corresponde al funtor lógico desreplicador. 


Relación de superclase propia: A> B=0A 2 B,A 2 B,A 2 B—se lee «A es superclase propia 
de B» y se define por 


AD Bsi,ysólosi AF BAAD B 
si, y sólo si, (Ix)(Px Y yx) A(W) (px — Y x). 
Relación de no superclase propia: A Pf B se lee «A no es superclase propia de B» y se define por 


A? Bsi, y sólo si, (45 B) 
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si, y sólosi, (AFBAAD B) 
si, y sólosi, A=BVAD B 
si, y sólo si, (Vx) (Pdx > YX) V X)FRÉxXAM Y). 


En adelante y con frecuencia, relajaremos la notación en la forma siguiente: 

= x€EAdesignará px; 

= escribiremos [x € A: px) oincluso [x € A:x € B)envezde([x: px A px). 
Con esto, lo anterior se simplifica. Por ejemplo: 


o. Relación de igualdad entre clases =: 


A= Bsi, y sólo si, (Vx)(x € Ax E B); 


1. Relación de no igualdad entre clases F: 


AH Bsi, y sólo si, (3x)(x € AV x E B). 


2. Relación de inclusión entre clases C: 


AC Bsi, y sólo si, (VWx)(x € A= x E B). 


3. Relación de no inclusión entre clases Í (o Z): 


A É Bsi, y sólo si, (Ix)(x E AMX E B). 


4. Relación de inclusión estricta entre clases C (o €, E, $): 


AC Bsi, y sólo si, (3x)(x € AVx E BI M(WO(xEA=>3xE B). 


5. Relación de no inclusión estricta entre clases £: 


AE Bsi, y sólo si, (Vx)(x € AS xE B) V (Xx EANx E Bb). 


$ 10.2.5 Funtores entre clases (operaciones lógicas con clases) 


Al igual que en la sección anterior, consideremos las clases A= [x : px) y B = (Ax: px]. 


Aligual que en lógica de primer orden, los signos que representan las clases pueden componerse. 
En este punto destacamos cinco funtores entre clases (operaciones lógicas con clases): 
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Funtor complemento", que corresponde al funtor lógico =;la clase complementaria, negación o com- 


plemento de la clase A, esto es, la colección de entidades que no están en A, es la clase 
A =4(x: bx), 
que consta precisamente de las entidades que no están en la clase A, es decir, 


x Em si, y sólo si, x É A. 


Funtor unión N (o funtor suma), que corresponde al funtor lógico V; la clase unión AU B —o clase 
reunión osuma A + B— de las clases A y B, esto es, la colección de entidades que están en A, en 
Boenambas, es la clase 


AUB=Ax: px V px) 
=Ax: xEAVxEB). 


Funtorintersección N (o funtorproducto), que corresponde al funtor lógico A;la clase intersección AMB 
—o clase producto A - B— de las clases A y B, esto es, la colección de entidades que están en A y 


en B, es la clase 


ANB=4Ax: px A yx) 
=Ax: xEAAMxE Bj). 


Funtor diferencia — (o), que corresponde al funtor lógico »; la clase diferencia AY B, esto es, la 
colección de entidades que están en A y no están en B, es la clase 


AXB =1x: px » px) 
=1x 308 A Un] 
=1lx:xE AAxÉE Bj). 


Funtor diferencia simétrica A, que corresponde al funtor lógico V; la clase diferencia simétrica AAB 
de las clases A y B, esto es, la colección de entidades que o bien están en A y no están en Bo bien 


están en B y no están en A, es la clase 


AAB =(A-B)U(B- A) 
=Ax: xEAMxEÉEBJUIx:xEBAx EA) 
= Ax: (xEAAMXEÉB)IV(xEBAXEA)) 
=Ax:x€E AVYxE Bj. 
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Observación 10.2.5.— Si bien al funtor diferencia de clases a clases le corresponde el funtor lógico 
+, también es cierto que es posible reescribir éste como una composición de funtores lógicos. En 
efecto, es admisible expresar px » yx como px A 2yéx y esta última en notación prefijo (la habitual 
para funciones [funtores en este caso]), esto es, (Ao =,)(px, yx) —aquí, primero actúa =, y después 


actúa », es decir, (Ao =,)(px, yx) = Mpx, AY x)—. 


Observación 10.2.6.— Los funtores lógicos negación conjunta |] (negación de V) e incompatibili- 
dad | (negación de A) corresponden a dos composiciones de funtores de clases a clases, a saber, 
a O u) y E O 0), respectivamente. Como vemos se trata de las correspondientes leyes de De Mor- 


gan. 


=  (AUB =(x:(x€ A) 1 (x € B)) = 4 n Bl; en efecto, 


AUBY =1x:xE AVxe BP 
= Ax: (xE€AVxE B)) 
=1x:(x€ A) | (x € B)) 
=Ax:xÉAnNxE B) 
=fx:xc A nx e Bl) 
=A Un Bl, 


= (ANBY =(x:(x€ A) | (x € B)) = 4 u Bl; en efecto, 


(ANBY=1x:xE AnRx E BP 
=1x:(xEAAxE B)) 
=1x:(x€ 4) | (x€ B)) 
=41x:xÉAVxéE Bj) 
=fx:xE Av x € Bl) 
= ABU Bl. 


$ 10.2.6 Producto cartesiano entre clases 


Definición 10.3.— Sean Ay B clases. El producto cartesiano de A por B, que designamos por A x B, 
es la clase: 

(x.y): xE€AMxE Bj. (10.0) 
Observación 10.2.7.— Si A y B son conjuntos, entonces A x B es un conjunto, pues A x B C qe 


y, por el axioma del conjunto potencia”, la clase de las partes de un conjunto es un conjunto. 


7 Cfr. infra: conjunto potencia ($ 10.6 [p. 475 de esta edición]), y axioma del conjunto potencia ($ 14.2.4 [p. 674 de esta edi- 
ción]). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


469 10. Lógica de clases 


$ 10.2.7 Las clases en la lógica tradicional 


Predicable, especie y género 
La lógica tradicional llama: 
=  predicable al concepto universal susceptible de ser atribuido a una pluralidad de sujetos; 


=  especiealpredicable de una pluralidad de entidades que representa la esencia o naturaleza común 


de éstas, y 
=  géneroalpredicable de una pluralidad de especies que representa los rasgos comunes de éstas. 
En otras palabras, el género es la clase y la especie la subclase. 


Género próximo de una especie es un género subordinante inmediato de la misma, mientras que 


género remoto, un género subordinante no inmediato. 
Toda especie puede considerarse género. 


PORFIRIO (232-305) llamaba diferencia a lo que permitía distinguir entre especies de un mismo 
género, concretamente al predicable de una especie que representa los rasgos no comunes con las 
demás especies coordinadas en el mismo género. Esta agregación de diferencia permite construir el 
árbol de Porfirio: se parte de un género, al que se agrega una diferencia, lo cual genera dos ramas, 
cada una de ellas especie del género anterior y, a su vez, nuevos géneros, a los cuales, a cada uno, se 
le agrega una diferencia y se repite el proceso. Esta construcción se ha basado en división dicotómica (o 


bimembre), cuya completitud, esto es, su exhaustividad, es aportada por cada diferencia y su negación. 


Ejemplo 250 


Partiendo de la clase (género) Q de los números racionales y de la subclase (especie) 


N de los números naturales, construyamos un pequeño árbol de Porfirio. 


Resolución. En efecto, podríamos hablar de la clase (género) Q de los números racionales 
y de la subclase (especie) N de los números naturales —hecho que concretaremos en el ejem- 
plo 251 (p. 470 de esta edición) tras definirla implicación entre clases—. Pues bien, la diferencia 
«ser múltiplo de 2» agregada al género número natural, permite diferenciar o dividir éste en 
dos especies, a saber, la de los números naturales pares y la de los números naturales impares. 
Estas, a su vez, son géneros. La diferencia «ser mayor que 10» agregada al género número na- 


tural par, permite dividir éste en dos especies, la de los números naturales pares mayores que 


10 y la de los números naturales pares menores o iguales que 10. 
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Implicación entre clases 


Observemos que Y es una subclase (especie) de la clase (género) X si, y sólo si, no existe ninguna 
entidad de Y que no sea de X. Solemos decir entonces que la clase Y se implica necesariamente en la 
clase X o, simplemente, que la clase Y implica la clase X —es necesario ser de X para ser de Y, esto 
es, no ser de X impide ser de Y—; denominamos clase antecedente a Y y clase consecuente a X. También 
decimos que Y está subordinada a X —ser de Y depende de ser de X, esto es, si no se es de X, no se 


es de Y—; así, denominamos clase subordinada a Y y clase subordinante a X. 


Ejemplo 251 


Relacionemos las clases N y Q mediante los conceptos definidos en el párrafo inme- 


diatamente anterior. 


Resolución. Observemos que no existe un número natural que no sea racional. Precisa- 
mente por esto decimos que la clase N de los números naturales es una subclase (especie) de la 
clase Q de los números racionales (género). También decimos que la clase N se implica necesa- 
riamente en la clase Q o, simplemente, que la clase N implica la clase Q —es necesario que un 
número sea racional para que sea natural, esto es, no ser número racional impide ser núme- 
ro natural—, ÑN es la clase antecedente y Q la clase consecuente. También decimos que N está 


subordinada a Q —ser número natural depende de ser número racional, esto es, si un número 


no es racional, no es natural—, ÑN es la clase subordinada y Q es la clase subordinante. 


Observación 10.2.8.— Como nos habremos ya dado cuenta al llegar estudiando aquí, la implica- 


ción en la lógica tradicional es precisamente la inclusión entre clases. 


Clases y silogismos 


Recordemos la primera figura, en sus cuatro modos válidos, 


bArbArA CElArEnt dArII fErlO 
MesP M no es P MesP M no es P 
Ses M Ses M ses M ses M 
Ses P ¿, Snoes P A ses P . snoesP 


Podríamos leer estos modos en el lenguaje de la lógica de clases. Por ejemplo, en el primer modo, 
en la premisa mayor se establece que la clase M es subclase de P, en la premisa menor que la clase S 
es subclase de M, de donde se deduce que la clase S es subclase de P. Es decir, en realidad tenemos 


una vista de los cuatro modos de la primera figura con la inclusión de clases, la clase complementaria 
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y la pertenencia a una clase: 


bArbArA CElArEnt dArll fErlO 
MCP Mc Pl MCP Mc Pl 
semM sem seM seM 
SEP. 1 SCP. +: seP. o sÉéP 


Quizás esta nueva lectura nos ayude a comprender mejor la fundamentación silogística. 


Actividad 10.0 
Expresemos el resto de figuras y modos válidos en función de la inclusión de clases, la clase 


complementaria y la pertenencia a una clase. 


$ 10.3 Conjuntos 


Estas notas no son el lugar para una mayor preocupación ni profundización en la teoría de clases. 
A partir de aquí, las únicas clases que consideraremos serán conjuntos. Trabajamos en ZFC*, donde 
los diferentes axiomas aseguran que las operaciones básicas anteriores generan conjuntos a partir de 
conjuntos. En adelante, por lo general, también relajaremos la notación en la forma siguiente: dada 
una clase A = [x : px),x € Adesignará px. Así, por ejemplo, para la unión, AUB = ([x : x € 
AVxE Bj). 


Como vemos, para cualquier conjunto genérico usaremos letras latinas mayúsculas A, B, C, 
etc., si bien en presencia de clases podríamos notarlos con minúsculas; por ejemplo, al escribir sobre 
la antinomia de RUSSELL es frecuente expresar la clase de los conjuntos no—R como [x : x É x). 


Asimismo, como también apreciamos, lo que pertenece a un conjunto se representa entre llaves []. 


Definición 10.4.—  Dadoun conjunto A, la expresión a € Adesigna el hecho de ser a un elemento de 


A. Leemos dicha expresión: «a pertenece al conjunto A» (o sinónimamente, «a es elemento de A»). 


Definición 10.5.—  Esposible definir un conjunto de dos formas: l, por extensión, enumerando todos 
sus elementos, y IL,por comprensión, definiendo todos sus elementos mediante las propiedades quelos 


caracterizan. 
Ejemplo 252 


Discutamos la definición por extensión y por comprensión según sea un conjunto 
finito o infinito. 


8 Cfr. infra S 14 (p. 666 de esta edición). 
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Resolución. Siun conjunto es finito, podríamos definirlo enumerando todos sus elemen- 
tos. No obstante, observamos que la cuestión de fondo es disponer de un procedimiento efec- 
tivo de enumeración de los elementos de un conjunto, sean aquéllos de la naturaleza que sean 


y su número finito para terminar la enumeración, aunque arbitrariamente grande. 


Si el conjunto es infinito, es imposible, en principio, hacer eso. En este caso podríamos 
recurrir a la definición por comprensión: lo más sencillo sería indicar el esquema que siguen 
esos elementos —por ejemplo, es fácil que nos demos cuenta de que A = [2,4,6,8,10,12,...) 
es el conjunto de los números pares—, no obstante el problema surge cuando quien lo lee no 
se da cuenta de la relación. Para evitar esto, resulta más conveniente escribir la propiedad que 
los caracteriza, así, A = [x : xes natural y par ),o bien, A= [x € N : Jy EN,x =2y),0 
bien, A = [(x € Ny € N(x = 2y)). 


Conjuntos informantes 

La propiedad que caracteriza un conjunto puede ser compleja. Es el caso, 
por ejemplo, de conjuntos construidos a partir de conjuntos informantes. En es- 
tos últimos, sus elementos son unidades de información u otros conjuntos in- 
formantes. A partir de ellos, pueden construirse otros conjuntos cuyos elemen- 
tos van acompañados por sus propias «mochilas» de información —conjuntos 
informantes—; una posible representación sería como conjunto de conjuntos: 
[Lao UH La. LF)... Lan, Ln y), siendo lo, l,,... 1, conjuntos informantes 
que, a su vez, pudiesen ser conjuntos no clásicos, por ejemplo, conjuntos borrosos?. 


$ 10.4 Igualdad e inclusión de conjuntos 


Definición 10.6.— Decimos que dos conjuntos A y B son iguales, y notamos A = B, precisamente 
si contienen los mismos elementos. 


Ni el orden ni la repetición de elementos importan para distinguir conjuntos: (2,3) = [2,2,3). 


Definición 10.7.— Decimos que A es subconjunto de B y notamos A € B, precisamente si todo ele- 
mento de A es elemento de B. En signos lógico-matemáticos: A € B = Vx(x € A=> x € B). La 


relación A C B se lee «A está incluido o esigual a B». 


? Vid. v. gr. [139]. 
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Definición 10.8.— SiAC BperoA 4 B, o sea, que al menos un elemento de B no es elemento de 


A, decimos que A es subconjunto propio de B, y notamos A C B («A está incluido en B»)”. 


Teorema 10.4 


AE NEO 


Observación10.4.0.— El recíproco no es cierto, por ejemplo, sea A = (Juan) y B = 
[máximos acertantes en la Lotería), y supongamos que se ha celebrado el sorteo y que Juan 
€ B; mientras que no finalice el recuento, sólo es posible asegurar que A € B, pues no sabemos si 


Juan es el único acertante, luego no es aceptable decir que AC B. 


Observación 10.4.1.— Sean A=(x:x € NAx< 10) y B = [1, 3,5, 7). Claramente, B C A, de donde 
A £ B. Estos símbolos también suelen escribirse al revés —en realidad se trata de relaciones de 
orden y de sus inversas", A > B (A incluye a B).¡Ojo! con lo anterior: B € AnoesequivalenteaA £ B, 
pues, B C Aimplica A £ B, pero el recíproco no es cierto, por ejemplo, A= ([1,2,3) £ B= [4,5,6) y 
tampoco, B £ A. 


Observación 10.4.2.— Las relaciones de inclusión, representadas por los símbolos € y C, deben 
entenderse como totalmente distintas de la relación de pertenencia €. Por ejemplo, [2] C (2,3), 
y también (2) C (2,3), pero no es cierto [2) € (2,3), ni [2) € [([2,3)), ni f2) € (([2,3)), aunque sí 
lo son las afirmaciones, 2 € (2,3), (2) € ([(2), (3)) y (12)) C (12), (3)). El conjunto vacío es sub- 
conjunto de cualquier conjunto A, pero en general no es elemento de A. Asímismo, reflexionemos 


sobre el hecho de ser x € A > [xj € Auna fórmula válida. 


Definición 10.9 (Redefinición de igualdad de conjuntos). — Sean dos conjuntos A y B. Entonces: 


A=B=(ACB)A(BCA) 


Teorema 10.5 


Por esta redefinición, demostrar la igualdad de dos conjuntos, es equivalente a demostrar la 


doble inclusión. 


Observación 10.4.3.—  Notemos la analogía existente entre las dos siguientes equivalencias en 
los dos ámbitos: 
A=Bs=(ACB)IA(BCA) 


19 La notación que empleamos fue propuesta por HAUSDORFF. Es necesario advertir que en algunos textos se inter- 
preta € como «estar incluido» y C como «estar incluido estrictamente» o «propiamente», y, sobre todo, que en otros, la 
interpretación de C permite la igualdad. 

X Cfr. infra $ 11.25 (p. 566 de esta edición). 
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A>sB=(A=>B)A(B> A) 


$ 10.5 Conjuntos vacío, universal y unitarios 


Se postula la existencia del conjunto que no contiene ningún objeto, que se llama conjunto vacío 
y se nota /. Así por ejemplo, en la consideración de todas las personas, actualmente el conjunto de 
las personas con varias antenas incrustadas en el cráneo es el conjunto vacío, pues en la actualidad es 
imposible encontrar una persona con tales características. 


Definición 10.10.— Definimos el conjunto vacío como aquél cuyos elementos satisfacen una fórmula 
insatisfactible, por ejemplo, como el conjunto de todos los objetos que son distintos de sí mismos, 
esto es, 


=slx:x+xk 


Notemos que si Px significa «x + x», Px es una concreción de 1, porlo quef = [x : 1), de 


donde la estructura lógica del conjunto vacío es _.. 


Por contra, dada una situación concreta (esto es, un marco determinado de referencia o de tra- 


bajo), definimos el conjunto universal y se nota U como el conjunto que contiene todos los objetos. 


Definición 10.11.— El (conjunto) universal (o sinónimamente, referencial) es aquél cuyos elementos 


satisfacen una fórmula válida, por ejemplo, 


US ibk=x+ 


Notemos que si Px significa «x = x», Px es una concreción de T, porlo quel S [x : Tf, de 
donde la estructura lógica del conjunto universal es T. 


Definición 10.12.—  Denominamos conjunto unitario (o sinónimamente, conjunto elemental o átomo) a 


aquél que tiene un único elemento, por ejemplo (4). 
Ejemplo 253 


¿Cómo podríamos representar computacionalmente el conjunto Y = (2,3) en el 
«mundo» U = [o, 1, 2,3)? 
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Resolución. Porejemplo, mediante la palabra binaria 0011, cuyos bits, leídos de izquierda 
a derecha, representan el conocimiento siguiente: el primer O, que o no está en Y, el segundo 


O, que 1 no está en Y, el primer 1, que 2 está en Y y el segundo 1, que 3 está en Y . O 


$ 10.6 Conjunto potencia 


Definición 10.13.—  Denominamos conjunto potencia (o sinónimamente, conjunto de partes) al conjun- 


to de todos los subconjuntos del universal U. Lo notamos por 2%, o sinónimamente, por P(U). 


Análogamente a disponer del conjunto universal que contiene atodos los objetos, tenemos, dado 


un conjunto, el conjunto de todos sus subconjuntos. 


Definición 10.14.—  Análogamente ala definición anterior, denominamos conjunto potencia de un con- 
junto X (o sinónimamente, conjunto de las partes de un conjunto X), al conjunto de todos los subconjuntos 


de X. Lo notamos por 2? (o sinónimamente, por P(X))). 
Ejemplo 254 


¿Cuál es el conjunto potencia del conjunto X = [x, y, ZP? 


si X= [x, y, z), entonces PX) = (8, (x3, (y) (2), dx y). 4x2) (yz), dx y, 23). 


$ 10.7 Unión e intersección de conjuntos 


Los círculos que utilizamos para representar conjuntos son una evolución de los diagramas de 
Venn. Podríamos llamarlos diagramas conjuntistas de VENN. A diferencia de los círculos usados en ló- 
gica; en su uso con conjuntos, las áreas blancas designan áreas vacías y las áreas coloreadas designan 
áreas de las que no sabemos si están vacías o no, pero que de existir entidades en los conjuntos, aqué- 


llas estarían en dichas áreas. 


Definición 10.15.— El conjunto unión de los conjuntos A y 
B, notado AU B, es el conjunto de todos los objetos que son 
elementos de A, de B o de ambos, lo cual, expresado con 


signos lógico-matemáticos, es 


AUBSA1x:xEAVxE B). 
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Notemos que si interpretamos Px como «x es elemento de A» y Qx como «x es elemento de B», 


entonces AU B 5 [x: Px V Qx], por lo que la estructura lógica de la unión de dos conjuntos es 


Pxv Ox. 


Teorema 10.6 (Propiedades de la unión respecto de la inclusión) 
Se satisface VX, Y € P(U): 

ACA 

A A 

Za ALA UY Y 


Teorema 10.7 (Propiedades de estructura de la unión de conjuntos) 


Se satisface WX, Y, Z € P(U): 
E (P(U) es parte estable para U) 
XUY=YUX: (conmutativa de U) 


AUNTUZ=XUUZT (asociativa de U) 
XUW=X; (V es el elemento neutro de U en P(U)) 
XFM> IVY EP(U) AXU Y =0); (salvo /, ningún X € P(U) tiene simétrico); 
QUO E E (idempotencia de U) 
UA (U es un elemento absorbente de U en P(U)) 


Observación10.7.0.— De las propiedades de estructura O, 1, 2 y 3 de la unión se sigue que 


(P(U); U) es un monoide conmutativo”? (cuyo elemento neutro es f). 


Definición 10.16.— El conjunto intersección de los conjun- 
tos Ay B, notado AN B, es el conjunto de todos los objetos 
que son elementos de A y de B, lo cual, expresado con sig- 0 


nos lógico-matemáticos, es 


ANB=Si1x:xEANxEB). 


Notemos que si Px significa «x es elemento de 4» y Qx significa «x es elemento de B», entonces 
ANB=<1x: Px A Qx], por lo que la estructura lógica de la intersección de dos conjuntos es 


PxAO0x. 


2 Cfr. infra S 17.4 (p. 745 de esta edición). 
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Teorema 10.8 (Propiedades de la intersección respecto de la inclusión) 
Se satisface VWX, Y € P(U): 

IAN AS 

E AO 

A A A 


Teorema 10.9 (Propiedades de estructura de la intersección de conjuntos) 
Se satisface VX, Y, Z € P(U): 
ANS (P(U) es parte estable para N) 
ANY=YNX (conmutativa de N) 
A ZA (asociativa de N) 
ANA = (U es el elemento neutro de N en P(U)) 
X FU > IVY EPUU)AX ON Y =U); (salvo, ningún X € P(U) tiene simétrico); 
XANX=X; (idempotencia de M) 
xn =Y. (V es un elemento absorbente de N en P(U)) 


Observación 10.7.1.— De las propiedades de estructura O, 1, 2 y 3 de la intersección se sigue que 


(P(U); N) es un monoide conmutativo!'* (cuyo elemento neutro es 14). 


Teorema 10.10 (Propiedades de estructura de la unión conjuntamente con la intersección) 
Se satisface VX, Y, Z E P(U): 

A (simplificativa de U en N) 

SE (simplificativa de N en U) 


uz 


xn a 
ARA IO OO BIO (distributiva de U en N) 
A = 


PAU (distributiva de N en U) 


Observación 10.7.2.— En el teorema anterior sólo figuran las simplificativas y distributivas por la 


izquierda porque N es conmutativa en P(U). 


Observación 10.7.3.— De la observación 10.7.0 (p. 476 de esta edición), de la observación 10.71 
(p. 477 de esta edición) y de la distributiva de N en U, se sigue que (P(U);U, N) es un semianillo 


conmutativo y unitario!*. 


Observación 10.7.4.—  Notemos que: 


B Cfr. infra S 17.4 (p. 745 de esta edición). 
14 Cfr. infra S 17.7 (p. 795 de esta edición). 
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= noes posible describir un conjunto unitario como unión de conjuntos distintos de él y del 


conjunto vacío, aunque 


=  síesposible describir un conjunto unitario como intersección de conjuntos distintos de él y del 


conjunto universal. 


Actividad 10.1 


Demostremos los teoremas anteriores. 


$ 10.8 Conjuntos disjuntos 


Definición 10.17.— Decimos que A y B son conjuntos disjuntos (o sinónimamente, conjuntos incompa- 
tibles o conjuntos intolerantes entre sí)'*, precisamente si no tienen elementos en común, esto es, si, y 
sólo si, 

ANB=4. 


Observemos que si Px significa «x es elemento de A» y Qx significa «x es elemento de B», en- 


tonces la estructura lógica de la afirmación AN B =Y es 
PARO= 1, (10.1) 


esto es, lo contradictorio de la ocurrencia conjunta de P y Q, de aquí lo de llamarles conjuntos in- 


compatibles o intolerantes entre sí. 


Ejemplo 255 


El desarrollo de una asignatura universitaria se organiza en dos grupos grandes de 
clase A y B, que son tales que ninguna persona de un grupo pertenece al otro grupo. 
Utilicemos la teoría de conjuntos para demostrar que no pueden existir personas que 
pertenezcan a la vez a un subgrupo del A y a un subgrupo del B, sean los subgrupos del 


tamaño que sean siempre que contengan como mínimo una persona. 


[PEP 14.4.2023:2]. Cfr. [140]: problema 2.7 (p. 32). 


Resolución. Designemos los grupos grandes de clase A y B por los conjuntos A y B, res- 
pectivamente. Estos conjuntos A y B son disjuntos porque los grupos grandes de clase A y B 


son tales que ninguna persona de un grupo pertenece al otro grupo. Sean S4 € Ay Sg € B, 


15 Volveremos a hablar de compatibilidad o tolerancia cuando estudiemos las relaciones reflexivas y simétricas (re- 
laciones de similitud, compatibilidad o tolerancia) —cfr. supra $ 11.23 (p. 560 de esta edición) — en las que las clases de 
similitud generadas por la relación no tienen por qué ser disjuntas. 
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ambos no vacíos porque cualesquiera subgrupos de los grupos grandes de clase A y B contie- 
nen como mínimo una persona. Razonemos por reducción al absurdo. Si existe x € S4N Sp, 
entonces x € Say x E Sp, de donde x € Ay x € B [porque Sa € Ay SgC Bl, pero de aquí 


se sigue que AN B 4 f, en contra de la hipótesis de que A y B son disjuntos. 


$ 10.9 Conjunto complementario 


Dado un conjunto A = [x : Px], definimos el conjunto cuyos elementos satisfacen la negación 


del predicado P y a tal nuevo conjunto lo denominamos complementario de A. 


Definición 10.18.— Sea un conjunto B; el conjunto com- 
plementario de B, que notamos B* (o sinónimamente, B', B 
o C,,B), es el conjunto de todas las entidades que no están 
en B, estoes, 

Bs 1x:x € B). 


Notemos que si interpretamos Qx como «x es elemento de B», entonces B" S Lx: 2Qx], por 


lo que la estructura lógica del complementario de B es 


=0x. 


Teorema 10.11 (Propiedades de la complementación respecto de la inclusión) 
Se satisface VX, Y € P(U): 

o. XCYoxnyY=4; 

IND 

a EA AE 


Teorema 10.12 (Propiedades de estructura de la complementación) 
Se satisface VX € P(U): 
(complementación del vacío) 


(complementación del referencial) 


(involutiva'*de *) 


16 A veces llamada propiedad de idempotencia cuando la complementación es vista como una operación unitaria en 


P(U). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


10.10. El Álgebra de Boole de los conjuntos 480 


Teorema 10.13 (Propiedades de la complementación respecto de la unión o intersección) 
Se satisface, para cualesquiera X, Xo, Xi, ... , Xn1 Y E PU): 
xUXxX* =U4; (ley de complementación para U) 
xnx* =p; (ley de complementación para M) 


(xu Y = xn YO; (ley de De Morgan) 
(xn y” =x uy rl; (ley de De Morgan) 
PA A (ley de De Morgan generalizada) 
( 


a O A 


IE 


(ley de De Morgan generalizada) 


Observación10.9.0.— Démonos cuenta que si bien un conjunto y su complementario son disjun- 
tos, del hecho de que dos conjuntos sean disjuntos no implica que sean complementarios entre 


sí. 


Actividad 10.2 


Demostremos los teoremas anteriores. 


$ 10.10 El Álgebra de Boole de los conjuntos 


La cuaterna (24, N, U, ”) tiene estructura de álgebra de BOOLE, que por su definición como re- 
tículo distributivo y complementado”, siendo N, Uy ' las operaciones correspondientes N, LU y ' de la 


definición, respectivamente— significa que (24, n, U,*) 
o. esunretículo, o sea, satisface las propiedades 


=  conmutativas'* de Uy N en P(U), esto es, para cualesquiera X, Y de P(U) se satisface 


XAUF=YUA, 
XAnY=Ynx, 


= asociativas” de U y N en P(U), esto es, para cualesquiera X, Y, Z de P(U) se satisface 


(XUY)UZ=XU(YUZ), 
ANYnazZ=Xxn(YrnZ) 


17 Vid. supra definición 3.7.1 (p. 320 de esta edición). 
18 Cfr. supra teorema 10.7.1 (p. 476 de esta edición) y teorema 10.9.1 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
1 Cfr. supra teorema 10.7.2 (p. 476 de esta edición) y teorema 10.9.2 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
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simplificativas””, de UenN y de N en U, esto es, para cualesquiera X, Y de P(U) se satisface 


XU(YNX)=X, 
XN(YUX)=X; 


1.  esunretículo distributivo, esto es, satisface además las propiedades 
=  distributivas”,deUenNydeNenU, estoes, para cualesquiera X, Y, Z de P(U) se satisface 
XU(YnZ)=(XUY)N(XUZ), 
MYrUZ)=(ANFJU(ACA 
yn 


es un retículo distributivo y complementado, o sea, satisface además que 


es acotado, esto es, que existen los elementos neutros” de Uy N en P(U), esto es, para todo 
X de P(U) se satisface 


XxUV8=X, 
Xnu=X, 


se satisfacen las leyes de complementación” para U y N en P(U), esto es, para todo X de 
P(U) se satisface 


XUX=4 
xnx =p. 


20 Cfr. supra teorema 10.10.0 (p. 477 de esta edición) y teorema 10.10.1 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
2 Cfr. supra teorema 10.10.2 (p. 477 de esta edición) y teorema 10.10.3 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 
22 Cfr. supra teorema 10.7.3 (p. 476 de esta edición) y teorema 10.9.3 (p. 477 de esta edición), respectivamente. 

23 Cfr. supra teorema 10.13.0 (p. 480 de esta edición) y teorema 10.13.1 (p. 480 de esta edición), respectivamente. 
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$ 10.11 Diferencia de conjuntos 


Definición 10.19.— Sean dos conjuntos X y Y. El conjun- 
to complementario de Y en X, notado Lx Y, es el conjunto de 
todos los elementos de X que no son elementos de Y, lo 


cual, expresado en lenguaje matemático, es u 
CY =S1x:xEXAxE Y). 


También denominamos a este conjunto, el conjunto diferen- 


cia de los conjuntos X y Y y lo notamos X A Y (o sinóni- 
mamente, X — Y). Observemos que no es necesario que 
Y EX. 


Observación 10.11.0.— La definición 10.18 (p. 479 de esta edición) es el caso particular de la defini- 
ción 10.19 (p. 482 de esta edición) en el que X =U4. 


Observemos que si interpretamos Px como «x es elemento de X» y Qx como «x es elemento de 
Y», entonces Cx Y = XX Y <= Lx: Px A=Qx], por lo que la estructura lógica del complementario de Y 
en X, esto es, la estructura lógica de la diferencia XX Y, es 


PXA=0% (10.2) 


Teorema 10.14 (Propiedad de la diferencia respecto de la inclusión) 


(WX, Y EPUNXC Y ex Y=0). 


Teorema 10.15 (Peculiaridades de la diferencia) 

VA ZE PU: 

O. AAN (no conmutativa) 
A A ANO (no asociativa) 
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Teorema 10.16 (Propiedades de estructura de la diferencia de conjuntos) 

VX, Y EP(U): 
ANY (P(U) es parte estable para |) 
A (V es neutro por la derecha) 
XXX = X; 
NN (todo conjunto es simétrico de sí mismo) 
BNX=0; (O es absorbente por la izquierda) 
XNU =0; 


UN 
A 


Teorema 10.17 (Propiedades de interdefinición) 
VX, Y EP(U): 

IS A 

IA O: 


Ejemplo 256 


Siendo A, B y C tres conjuntos cualesquiera y designando por U, N,A,€ y =, la 
unión, intersección, diferencia, inclusión e igualdad de conjuntos, respectivamente, en- 
tonces, utilizando teoría de conjuntos, demostremos que las tres afirmaciones € € 
AUB,CNXAC By(C14)N(CA B) = f/ son equivalentes. 


[PEP 20.5.2022:2b], [EFO 20.5.2022:2]. 


Resolución. 1. Demostramos que C EAUB+=CNAC B. 


>) SixE C14, entoncesx € Cyx É Aycomo C CE AU B, entonces x € B [al estar 


en Cestáien AU B, yal no estar en A, necesariamente está en B]. 


+) Six € C,entoncesx € CNAOx € CNA [porque C = CNAU=CN(AVAL) = 
(CNA)U (CANAL), siendo U el universal]. 
Six € CNA, entonces x E A (x*) [por definición de intersección]. 
Sxecn Al entonces, x E B (+) [porque CN Al C B (por hipótesis) y por 
definición de subconjunto]. 
De (x) y (1), x € AUB. 


II. Demostramos que CAC B<=(CNA)N(COA B) =P. 
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>) Six € C14, entonces x € B [pues, por hipótesis, CA € Bl, estoes, x É Bl [por 
definición de complementario], de donde x € C N BY [por definición de intersec- 
ción], porlo que x £ CA B [por definición de |]; en definitiva, ningún elemento de 
x € CMA puede serlo de x € CY B, en otras palabras, (CA A) N(CA B) = 4 [por 


definición de intersección]. 


<—) Poruna parte, six € C1 4,entoncesx € Cyx € Al (x) [porque CNA=CN Al y 
por definición de intersección]. 
Por otra, six € CNA, entoncesx £ CA B [porque (CN A)N(CA B) = 4 
por hipótesis], esto es, x É CN Bl [por definición de |], es decir, x € (CN BC) 
[por definición de complementario], de donde x € C* U B [por ley de De Morgan e 


o 


idempotencia (Be) = Bill osea,x € Coxe B(5) [por definición de unión]. 
De (+) y (H,x € (CNA) N(C*U B), estoes,x € (CNACMACHU(CAA) NB) 
[distributiva de N sobre U], es decir,x EPU(CN AL) N B) [porque CN Cl = (] y, 


por tanto, x € B [por definición de intersección). 


III. Porla propiedad transitiva de >, se tiene que C EC AUB «=(CNA)N(CA B) = 0 y, por 


tanto, la equivalencia de las tres afirmaciones. 


Ejemplo 257 


Siendo A, B y C tres conjuntos y designando por U, |, € y =, la unión, diferen- 
cia, inclusión e igualdad de conjuntos, respectivamente, entonces, utilizando teoría de 


conjuntos, refutemos la afirmación: si A= BX C, entonces B=AUC. 


[EFO 17.1.2022:2a], [PEP 5.4.2022:2a], [EFE 19.1.2023:2a], [EFO 24.5.2023:2a]. 


Resolución. Debemos refutar dicha afirmación, en otras palabras, demostrar que es fal- 
sa. Para ello, basta que proporcionemos un contraejemplo, esto es, un ejemplo para el que se 
satisfaga A= BX Cy no se satisfaga B=AUC. 


Heagúiuno: + y, B=JI+py€ =1[0h 


En efecto, six + y, B = [xy C = [y], entonces A = [x] [de la transitiva de laigualdad, 
por serA = BY Cy BA C = ([x]], de donde se sigue que AUC =(x)U([y) =1x, y + B 
[por ser B = [x] y ser x + y]l. 
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Observación 10.11.1.— Estudiando previamente qué efecto tiene en AUC el que suceda A = BAC, 


nos damos cuenta de que para refutar la afirmación basta que C E B. En efecto, 


A=B1C=>AUC=I IBN COUE [regla de sustitución] 
=(BnN Cl) UC [definición de diferencia de conjuntos] 
= (BUETA (os UC) [distributiva de U en N] 
=(BUC)NU [ley de complementación] 
=BUC, [ley de identidad] 


esto es, si A= BA C, entonces B = AU C si, y sólo si, B = BU C, y esto último sucede si, y sólo si, 
CCB. 


Ejemplo 258 


Siendo A, B y C tres conjuntos y designando por U, |, € y =, la unión, diferen- 
cia, inclusión e igualdad de conjuntos, respectivamente, entonces, utilizando teoría de 
conjuntos, demostremos la afirmación: si X € AU B, entonces XA C B. 


[EFO 17.1.2022:2b], [PEP 5.4.2022:2b], [EFE 19.1.2023:2b], [EFO 24.5.2023:2b]. Cfr. [141]: ejercicio 5 (p. 60). 


Resolución. Dicha afirmación es verdadera. En efecto, six € XA A, entonces x € X y 
x E AT[por definición de diferencia de conjuntos] y como X € AU B, entonces x E B [como 


xEXyX CAU B, entonces x € AU B, y como x É A, necesariamente x € B]. 


Observación 10.11.2.— DeX C AUB nose sigue X C AV X C B. Por ejemplo, A = [0,1,2), 
B= (2,3,4) y X= ([1,2,3). 


Observación 10.11.3.— Otra vía de demostración: por una parte, como (AUB)1A= BA (AN B) y 
BN(AN B) € B, por transitiva de C, tenemos que (AU B) AAC B; por otra, de X € AUB [hipótesis] y 
(AUBMAC Bse sigue que XA C B [esto es así porque dados tres conjuntos X, Y, Z, se satisface 
XCEY=>XNZCYNZ [en el caso en estudio Y es AU By Z es Al). 


Ejemplo 259 
Siendo A, B y C tres conjuntos cualesquiera y designando por U, A y =, la unión, 


diferencia e igualdad de conjuntos, respectivamente, entonces, utilizando teoría de con- 
juntos, demostremos o refutemos la afirmación A1(BUC) = (AM B)U(AN C). 
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Resolución. Esta afirmación es falsa; refutémosla. Para ello, proporcionemos un contra- 
ejemplo. Sean A = [a,b,cj, B = [bj y C = [cj, siendo a, b y c elementos distintos. 
Entonces, por una parte, 


AX(BUC)=([a,b,cH ((b) UL c)) (por definición de A, B y C) 


= (a, b,cjX [b, c) (por definición de U) 
= (a,b, n(b, cy” (por definición de |) 
= at, (por definición de N y 6, 


y, por la otra parte, 


(ANB)JU(ANC) = (La, b,c Hb U (La, b, cl [c)) (por definición de A, By C) 
= fa, cy U (a, b) (por definición de |) 
= La, b,cj, (por definición de U) 


de donde, como a, b y c son elementos distintos, hemos encontrado un ejemplo para el que 
AX(BUC) + (A1 B)U (AN C), por lo que la afirmación de que AN (B U C) es igual a 
(AX B)U (AN C) para tres conjuntos cualesquiera A, B y C, es falsa. 


Observación 10.11.4.—  Alternativamente a una demostración por contraejemplos podríamos ha- 
ber hecho una demostración directa. Se tiene que 


AN(BUC) (Bucy 


(Bén cl) 


=AN por definición de |) 
=AN por ley de De Morgan) 


ANA)N (Bl n Cl) por asociativa e idempotencia de N) 


( 
( 
=l 
=(Añ Bl) n(An E” (por asociativa y conmutativa de N) 
=(ALBIM AE (por definición de |) 
El ( 


AXB)U(AN C) por definiciones de U y N) 


y por las propias definiciones de U y N y por un teorema conocido sabemos que la unión de dos 
conjuntos es igual a su intersección si, y sólo si, ambos conjuntos son el mismo (en este caso, si, 
y sólo si, AY B = AX C, de ahí que baste suponerlos distintos para que no ocurra —como en el 
contraejemplo: A1B =[a,cj + [a, bj = AX C—). 


Ejemplo 260 
Siendo A, B y C tres conjuntos cualesquiera y designando por U, | y =, la unión, 


diferencia e igualdad de conjuntos, respectivamente, entonces, utilizando teoría de con- 
juntos, demostremos o refutemos la afirmación AU(BA C) =(AUB)M(AUC). 
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Resolución. Esta afirmación es falsa. Proporcionemos un contraejemplo para su refuta- 
ción. Sean A = [aj, B = [b) y C = [c), siendo a, b y c elementos distintos. Entonces, por 
una parte, 

AU(BXC)=(fapu (by [c)) (por definición de A, By C) 
= [ap U ([b) (por definición de |) 
= fa, bj, (por definición de U) 


y, por la otra parte, 


(AUBIM(AUC)= [a pUIbHA Lay U [c)) (por definición de A, B y C) 


=1(a,bH La, ct (por definición de U) 
=(a,b)n (a, cy (por definición de |) 
= bh, (por definición de N yl) 


de donde, como a y b son elementos distintos, hemos encontrado un ejemplo para el que AU 
(BAC) + (AUBN(AUC), porlo que la afirmación de que AU(BAC) esiguala (AUB)(AUC) 


para tres conjuntos cualesquiera A, B y C, es falsa. 


Actividad 10.3 


Demostremos los teoremas anteriores. 


$ 10.12 Diferencia simétrica 


Definición 10.20.— Llamamos diferencia simétrica de los U 
conjuntos X e Y, y notamos XAY, al conjunto XAY += 
(AM Y) U (YA X), esto es, 


XAY=ÍlxEX:x € Y)ULxEY:x EX) 


Notemos que si interpretamos Px como «x es elemento de X» y Qx como «x es elemento de Y», 
entonces XAY <= [x : PXA0QxPU1x : x : Ox A=Px], por lo que la estructura lógica de la diferencia 
simétrica XA Y es (Px A=0Qx) V (Qx A=Px), esto es, 


PxY Ox. (10.3) 


Observación 10.12.0.— Vista como operación, la diferencia simétrica se denomina suma disyun- 


tiva y, en este caso, suele notarse con 6. 
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El siguiente teorema muestra algunas propiedades de A como operación en P(U). 


Teorema 10.18 (Propiedades de estructura de la diferencia simétrica) 

VX,Y,Z E P(U): 
Ar Et (P(U) es parte estable para A) 
AY =YAX: (conmutativa); 


APA SINO ZO (asociativa); 
XAf =X; (V es el elemento neutro); 
XAX = U; (todo conjunto es su propio simétrico); 
AAA AO A (distributiva de N respecto de A). 


Observación 10.12.1.— En el teorema anterior sólo figura la distributiva por la izquierda porque N 


es conmutativa en P(U). 


Observación 10.12.2.— Se satisface: 


=  (P(U); A) es un grupo conmutativo”*, 


=  (P(U);A, N) es un anillo conmutativo y unitario”, 


El siguiente teorema muestra algunas expresiones de A en función de U, N y'. 


Teorema 10.19 (Propiedades de interdefinición) 

VX, Y EP(U): 

o. XAY=(xnNYBuU(Ynx?); 

1 XAY=(XUYV)IN(XN YI, esto es, (XU Y) (XN Y); 
A OI IA 


Actividad 10.4 


Demostremos el teorema 10.18 (p. 488 de esta edición) y el teorema 10.19 (p. 488 de esta edición). 


Teorema 10.20 (Propiedades de inclusión) 


VA o e EU 


AAA E AGN UICN 
O AO E A A 


24 Cfr. infra S 17.5 (p. 751 de esta edición). 
25 Cfr. infra $ 17.8 (p. 796 de esta edición). 
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Ejemplo 261 


Siendo A y B dos conjuntos cualesquiera y designando por U,N,1,*, A y =, la 
unión, intersección, diferencia, complemento, diferencia simétrica e igualdad de con- 
juntos, respectivamente, entonces, utilizando teoría de conjuntos, demostremos la afir- 
mación (AA BY =(An B)u(4é n B6). 


[SEP 12..5.2022:2]. 


Resolución. En efecto, 


(AABT =((A1B)U(BA A)P (por definición de A) 
=(ANBHU(BNA-)),? (por definición de |) 
=(ANBOnN(BnNAY (por ley de De Morgan) 
=(Av(BH5 n (Bu (ab) (por ley de De Morgan) 
=(AUB)IN(B*UA) (por ley de complementación) 

=(AvBNBN)U(ALVB)NA) (por distributiva de N en U) 
=(AnBhu(BnAB y uU(ANAJU(BNA))  (pordistributiva de N en U) 
=(AnB)USUBU(BNA)) (por ley de complemento) 
=(ANBYU(BNA) (por ley de identidad) 
=(ANBYU(AN B) (por conmutativa de M) 
=(ANB)U(4'n BP). (por conmutativa de U) 
Ejemplo 262 


Siendo A, B y C tres conjuntos y designando por N,l y A la intersección, la diferen- 
cia y la diferencia simétrica de conjuntos, respectivamente, entonces, utilizando teoría 
de conjuntos, 

o.  refutemos la afirmación AA(BNC)=(AAB)N(AAC); 
1.  demostremos la afirmación AN(BA C) =(ANB)N (ANC); 
2. utilicemos el apartado inmediatamente anterior para demostrar la afirmación AN 

(BAC)=(ANB)A(ANC). 


[EFO 4.6.2021:2]. Cfr. [141]: ejercicio 9 (pp. 60 y 517). 


Resolución. 
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o.  Paraello, proporcionemos un contraejemplo. Basta que A = By AN C = f; por ejemplo, 


sean A= [a], B= (a) y C = [c), entonces, por una parte, 


AA(BNC)=lfayA (Lay n [c)) (por defs. de A, By C) 
=[fa) AN (por def. de N) 
= (La 0)U(BN [a)) (por def. de A) 


=((ajnm)u(ntaj”)  (pordef. de) 
=((ajnu) uU (Anta)  (pordefs. def yU) 


=([fa)nu) UY (por ley de dominación) 
=fayus (por ley de identidad) 
=0) (por ley de identidad) 
mientras que por la otra, 
AABDAAC=([ap Afapn (aj) Al[c)) (por defs. de A, By C) 


= (dajA Laj) U AajA (a3))n 
(Ea dey) UcjA day) (por def. de A) 


=(V0UI)N (Lay U Lc)) (por def. de) 

=08n (Lay U (c)) (por ley de identidad) 
=0n fa, c) (por def. de U) 

=Y. (por ley de dominación) 


1. Dicha afirmación es verdadera; demostrémosla. 


AN(BYCO)=ANBNC* (por def. de | y asociativa de N) 
=SU(ANBNCI) (por ley de identidad) 
=(BAU(ANBNCI) (por ley de dominación) 
=(BN(ANA DN U(ANBNCÍ) (por ley de complemento) 
=(ANB)INAB)U((ANB)NA CI”) (por asociativa de N) 
=(ANB)n (4 u Ce) (por distributiva de N respecto de U) 
=(ANB)IN(ANCI (por ley de De Morgan) 
=(ANBIVANCE) (por definición de |) 
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2. Dicha afirmación es verdadera; demostrémosla. 


AN(BAC)=AN((BXC)U(CA B)) (por def. de A) 
=(AN(BYC)U(AN(CA B)) (porque N se distribuye en U) 
=(ANBNANCHU(ANOII(AN B)) (por apartado 1) 
=(ANBA(ANC) (por def. de A) 

Actividad 10.5 


El ejemplo 261 (p. 489 de esta edición), ¿demuestra el teorema 10.19.2 (p. 488 de esta edición)? 


$ 10.13 Traducción y traducción inversa 


Pensemos, por ejemplo, en el conjunto unión de los conjuntos Ay B, AUB=Ax:x€E AVxE 
By. Notemos que si interpretamos Px como «x es elemento de 4» y Qx como «x es elemento de B», 


entonces la estructura lógica de la unión de dos conjuntos es Px V Qx. 


Observemos también que entonces, la estructura lógica de su complementario es (PxVOQx) = 
=PxA=Qx, de donde, (AUB)J = [x: x € ANx € B), lo cual, por involución del complementario, 
es 

AUB=4Ax:xg ANMx E BJ, 


que corresponde a la estructura lógica =(Px A =0Qx). 


Dado que una de nuestras preocupaciones es la traducción de lenguaje lógico-matemático a 
nuestra lengua materna y la traducción inversa, observemos finalmente que la expresión en espa- 
ñol de esta definición alternativa del conjunto unión de los conjuntos A y B, aunque equivalente a la 
expresión en español dada al comienzo de la definición 10.15 (p. 475 de esta edición), es menos natural 
que aquélla; en efecto, es suficiente compararlas: 


AUB=S1x:x€EAVxE€ Bhlo cual, AUB=1x:x € ApMx E BP, lo cual, 
expresado en español, es «el conjunto de to- | expresado en español, es «el conjunto de 
dos los objetos que son elementos de A, de B | todos los objetos para los que es falso que ni 


o de ambos». sean elementos de Ani de B». 


Actividad 10.6 
Pensemos en traducciones alternativas para el resto de operaciones mencionadas: intersección, 
diferencia y diferencia simétrica. 
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$ 10.14 Cardinal 


Definición 10.21.— Dado un conjunto finito X, denominamos cardinal de X, y lo notaremos |X| (o 
sinónimamente, card(X) o *(X), al número de elementos de X. 


Ejemplo 263 


Se satisface: [8] =0, | [07] =1, |(0, (0))] =2. 


Teorema 10.21 (Cardinal de la unión e intersección de conjuntos finitos) 


VX, Y € P(U): 


o. |XUY|=|X|+]|Y]-|Xn YI; (principio de inclusión-exclusión) 
AA a AA E 


Observación 10.14.0.— Unajustificación rápida del principio de inclusión-exclusión es que al con- 
tar los elementos de X contamos una vez los de XN Y y al contar los elementos de Y contamos otra 
vez los de X N Y, de aquí que haya que restar |X N Y]. En el teorema 19.23 (p. 1013 de esta edición), 
estudiaremos el principio de inclusión-exclusión para un número finito de conjuntos. Como antici- 
po, fijémonos en qué establece para tres conjuntos. Sean Xo, X,, X, tres conjuntos finitos, entonces 


se satisface: 


IX UÚ Xi: UÚ X2| = |1Xo] + 1] + 16] ==) IX n Xi] == PE n X2| — IX n X2| + IX n X n Xo2| . 


Teorema 10.22 (Cardinal del conjunto potencia) 


Si|X| = n, entonces |24] = 2”. 


Demostración. Cfr. infra ejemplo 355 (p. 717 de esta edición). 


Definición 10.22.— Una métrica en un conjunto es una función real no negativa —llamada también 
función distancia o simplemente distancia— d : X x X — [o, 00), donde [o, oo) es el conjunto de 


números reales no negativos y tal que para cualesquiera x, y, z € X, se satisface: 


L d(x, y) =0si, y sólo si, x = y; (identidad de los indiscernibles) 
IL. dx y)=dly,x) (simetría) 
ML. d(x,z) < d(x, y) + d(y,z). (desigualdad triangular) 
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Ejemplo 264 


La diferencia simétrica da una idea primaria de la «cercanía/lejanía» entre dos con- 
juntos. Definimos la métrica diferencia simétrica, dados dos conjuntos finitos X e Y, como 


el cardinal de su diferencia simétrica, 
AA 
Demostremos que da es una métrica. 


[CEOV 2020-2021 (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Sean tres conjuntos cualesquiera X, Y y Z. 


L ¿da(X, Y) =0si, y sólo si, X = Y?, en otras palabras, ¿[XA Y| =0 si, y sólo si, X = Y? 


En efecto, 

IXAY| =0> XAY =0 (por definición de / y cardinal) 
e (AANU(YNX) =9 (por definición de A) 
> XXY=PeYxX=0 (por definición de unión) 
eoXxcYeYcx (por definición del y €) 
e X= Y. (por definición de igualdad de conjuntos) 


IL ¿da(X, Y) = d(Y, X)?, en otras palabras, ¿[XAY| =|Y AX? 


Sí, porser XAY = (XA Y) U(Y AMO = (YA U(XN Y) = YAX y tener, por tanto el 


mismo cardinal. 
TIL ¿da(X,Z) < d(X, Y) + d(Y, Z)?, en otras palabras, ¿IXAZ| <|XAY| +|YAZ]|? 
Demostremos primero que XAZ E (XAY)U(YAZ). 


SixE€ XAZ,entoncesx € X1Zox€ZYX, esto es, sucede quex € Xyx £ Z oque 
xEZyxEÉX. 


Por una parte, six € Xyx É Z, puede suceder que x esté en Y o no lo esté, pero en 
ambos casos es posible deducir lo pedido; en efecto: 


Oo. sixEX,x ÉZyxE€ Y, entonces, de lo segundo y lo tercero, x € YAZ y, por 
tanto, x E (XAY)U(YAZ); 
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1. sixE€EX,x ÉEZyx É Y, entonces, de lo primero y lo tercero, x € XAY y, por 
tanto, x E (XAY)U(YAZ). 


Por la otra, six € Zyx É X, análogamente puede suceder que x esté en Y o no lo esté, y 


también en ambos casos es posible deducir lo pedido; en efecto: 


O. six€Z,x ÉXyx€ Y, entonces, de lo segundo y lo tercero, x € XAY y, por 
tanto, x E (XAY)U(YAZ); 


1. six€EZ,x E Xyx É Y, entonces, de lo primero y lo tercero, x € Y AZ y, por 
tanto, x E (XAY)U(YAZ). 


En definitiva, XAZ C (XAY)U(YAZ). 
Por tanto, [XAZ| < [(XAY) U (Y AZ)|, de donde se deduce lo buscado. En efecto, 
IXAZ| < (XAY) U(YAZ)| 


=|XAY| +|YAZ| - [(XAN) N(YAZ)| 
<|XAY|+|YAZ]. 


$ 10.15 Par ordenado y tupla ordenada 


Definición 10.23.— Dados dos objetos a y b, definimos un nuevo objeto, el parordenado (a, b), como 


el conjunto 
(a,b) = (tay, La, by) 


Decimos que a y b son la primera componente y la segunda componente, respectivamente, del par 


ordenado (a, b). 


Teorema 10.23 


La definición anterior de par ordenado satisface que 


(Vx) (Vy) (UZ) (VE) (y) = (2.1) Sx=zMy=1) 


Observación 10.15.0.— KURATOWSKI definió par ordenado, en 1921, como la clase [[x], [x, y)], de 
manera que todo par ordenado es un conjunto no vacío que posee, a lo sumo, dos elementos”. 


HAUSDORFF lo definió en 1914 como ([([x,1), [y,2)) y WIENER lo definió, también en 1914, como 


bd ty 7. 


26 Cfr. ALONSO JIMÉNEZ, BORREGO Díaz, PÉREZ JIMÉNEZ y RUIZ REINA [142] (p. 21). 
27 Cfr. BADESA, JANÉ y JANSANA [143] (p. 43). 
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La noción de tupla?* generaliza el concepto de par ordenado (una tupla diádica). Si bien debemos 


tener cuidado al extender la definición ya que, por ejemplo, 
((a, b),c) E (a, (b, c)); (10.5) 


en efecto, 


(a, b),c)= (aj, ta, bjp,c) = (tas La, bj) (ta) La, bjy, cp) 
(a,(b,c))=(a, (16), Lb,c))= aj, La, (1b),(b, c)))) 


Considerando entonces que debemos decidir extender la definición según qué alternativa, de- 
finimos la tupla triádica (o sinónimamente, terna ordenada) como 


E) (GI (10.6) 
la tupla tetrádica (o sinónimamente, cuaterna ordenada) como 
Vert no) == as (10.7) 
y, en general, siendo n € NA 2< n, la tupla enádica como 
O O A A (10.8) 
si bien hemos leído textos en los que se usan nombres más musicales, pero quizás también más plás- 


ticos, como cuarteto o cuarteta, quinteto y sexteto”, 


$ 10.16 Producto cartesiano 


Definición 10.24.— Sean A y B dos conjuntos. Llamamos producto cartesiano de A y B, y notamos 


A x B, al conjunto de pares ordenados 


AxB=x31Í(x.y):x€AAMyYE B). 


Para más de dos conjuntos, por ejemplo, dados los conjuntos Ao, A, . . ., An, tenemos que 


ASIA RA E rs E ANO E A NE As 


Dos peculiaridades del producto cartesiano: 


= Noesconmutativo, ya que (1x),[x,y)) = (Xy) F (YX) = Uy) (y x))- 


28 Cfr. supra $ 2 (p. lxviii de esta edición). 
29 En español, terna, trío o tripleta se refiere a un conjunto de tres entidades, y, por otro lado, dupla no considera el orden 
sino el propósito, y tripla, cuádrupla, etc., aportarían un significado numeral multiplicativo que no vendría al caso. 
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= Noesasociativo —cfr. (10.5) (p. 495 de esta edición)—. 


En el siguiente teorema destacamos algunas propiedades. 


Teorema 10.24 (Algunas propiedades del producto cartesiano) 

VA, B, C, conjuntos: 
AxB=8BxA=0; (V es absorbente para x) 
AxB=8=>A=09VB=0; 
AxB+40UMxB=BxA>A=B; 


AX(BUCIS(A BIUIAxC (x se distribuye en U) 
AAVV AS MAS (x se distribuye en N) 
x es distributivo en: Ax (BAC) =(Ax BN (Ax C); (x se distribuye en |) 
(Vm,n EN) (JA =mAlB| =n >|4 x B|] =m-n). 


$ 10.17 Propuesta de actividades 


Actividad 10.7 
Elaboremos una tabla en la que recojamos la analogía entre juntores y operaciones de conjun- 


tos. 


Actividad 10.8 
Sean A y B dos conjuntos no necesariamente disjuntos. Construyamos a partir de ellos dos 


conjuntos disjuntos 4' y B'. 


Actividad 10.9 
Proporcionemos un ejemplo de tres conjuntos A, By C tales que A € B,BE CyAEÉC. 


Actividad 10.10 
Sean A + My 4,,A,,A, C A, tales que A, € A,,4, C A, y A, C A,. Demostremos que 
== De 


Actividad 10.11 


Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Demostremos que: AC B" > ANB=0b=>AXB= 
AS AUEB" = BES, 
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Actividad 10.12 
Dados dos conjuntos X e Y, ¿2XW =2X 1 2? 
Indicación.— Tras una reflexión, la intuición nos lleva a que una inclusión es verdadera pero la 


otra no; pudiésemos, pues, estudiar por doble inclusión la igualdad propuesta. 


Actividad 10.13 


Sean A y B conjuntos y 21 y 24 sus conjuntos potencia. ¿Es cierto que 2? U 28 = 2448? 


Cfr. [140]: ejercicio 2.30 (p. 45). 


Actividad 10.14 
En una biblioteca hay más libros que revistas, más revistas españolas que libros científicos, más 
revistas no españolas científicas que libros no españoles no científicos. Demostremos que hay 


menos revistas no españolas no científicas que libros españoles no científicos. 


Cfr. [140]: ejercicio 7.58 (p. 173). 


Actividad 10.15 


¿Cuántos números de Z*, menores que 235, no son divisibles ni por 2 ni por 3 ni por 5? 


Cfr. [140]: ejercicio 7.62 (p. 176). 


Actividad 10.16 
De un total de n componentes software, determinemos el número de ellas sin fallos si hemos 
comprobado que la tercera parte presenta un fallo de tipo A, la tercera parte uno de tipo B, la 


tercera parte uno de tipo C, la quinta parte un par de ellos y la décima parte los tres fallos. 


Cfr. [140]: ejercicio 7.55 (p. 170). 


Actividad 10.17 

En una comunidad asamblearia de 100 personas, se presentan 3 para ser elegidas como repre- 

sentantes, con la posibilidad de formar coaliciones. Resulta que 40 prefieren la persona A, 42 

la persona B, 45 la persona C, 13 la coalición AB, 20 la coalición BC, 18 la coalición AC y 7 la 

coalición ABC. Basándonos en esta información, queremos saber: 

O. ¿cuántas de dichas 100 personas no votarán a niguna de las personas candidatas, ni indi- 
vidualmente ni en coalición?; 

1. ¿cuántas de dichas 100 personas votarán sólo a A?; 


2. ¿cuántas de dichas 100 personas votarán sólo a una de las personas candidatas? 
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Cfr. [144]: apéndice 1, problema resuelto 11 (pp. 502-503). 


Actividad 10.18 

En una comunidad, tras un entrenamiento adecuado, ocurrió que al menos el 70 por ciento 
mejoró la habilidad A, al menos el 75 por ciento mejoró la habilidad B, como mínimo el 80 por 
ciento mejoró la habilidad C y al menos el 85 por ciento mejoró la habilidad D. Se nos pregunta, 
¿cuántos al menos han mejorado las cuatro habilidades? 


Cfr. [144]: apéndice 1, problema resuelto 12 (p. 504). 


Actividad 10.19 


La propiedad esencial de un par ordenado es: 
0) = (Do Un) entonces xa o y 4 = Ue 


O. Se nos propone demostrar que si se define par ordenado, tanto por (x.,x)  = 
[1x3 1x, y) como por (xo, Xx) = ([(x,0), [y,1)), entonces, en ambos casos, se satis- 
face la propiedad esencial. 

1.  ¿Cómose pueden extender estas definiciones para el caso de tuplas triádicas y, en general, 
para una tupla enádica? 


Cfr. [141]: Capítulo 2.1: Sets and relations, Ejercicio 12-15 (p. 61). 


Actividad 10.20 

Un centro de análisis de datos y supercómputo (CADS) guarda registro de incidencias de n 

tipos de error por año. Los datos almacenados son: nombre de la componente, dirección física o 

lógica de la componente, fecha de fabricación o creación de la componente, fecha(s) de apertura 

y cierre de la incidencia, tipo de error detectado y tratado y si el tratamiento fue satisfactorio o 

no. Se nos requiere para: 

O. que demos una descripción del producto cartesiano de conjuntos al que pertenecen los 
registros; 

1. que, designando por U” la función proyección, esto es, la que extrae la coordenada iésima 
de una tupla enádica —U? (Xo, X1, Xn-1) = X¡—, expresemos lo siguiente con notación de 
conjuntos: 

o.  elconjunto de componentes que tenían 50 o más meses en el momento de la apertura 
de la incidencia; 

1.  elconjunto de componentes sobre las que se ha abierto incidencia más de una vez; 

2.  elconjunto de componentes que tuvieron abierta incidencia por un total de al menos 


dos semanas; 
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3. el conjunto de tipos de error diagnosticados; 


4. el conjunto de tipos de error tratados con éxito. 


Cfr. [141]: Capítulo 2.1: Sets and relations, Ejercicio 17 (p. 61). 


$ 10.18 Muestra de ejemplos finales 


A 


pen 


3 


¡Por el contrario! —continuó Tarará—. Si hubiese sido así, entonces lo sería; y siéndolo, quizá 
lo fuera; pero como no fue así tampoco lo es asá. ¡Es lógico! 
(Lewis CARROLL, A través del espejo y lo que Alicia encontró al otro lado, Capítulo 4: Tararí y Tarará. 


[Traducción de Jaime de Ojeda]). 


En los dos ejemplos siguientes, hagamos: 


Formalicemos la argumentación en lógica de juntores, plasmando minuciosamente la estructu- 
ra interna de cada enunciado que se formaliza, desglosando cada uno de éstos en proposiciones 
simples y reflejando la interacción entre todas estas últimas. Llamemos A a la forma lógica en- 


contrada. 


Demostremos, como mínimo vía dos estrategias de la lógica de juntores, que no es una argu- 


mentación válida. 

Para cada una de las dos estrategias que hemos usado en el apartado anterior, 
o.  hallemos los contramodelos para A que proporciona, 

1.  demostremos que efectivamente son contramodelos para A, 


2.  expresemos en español las contraargumentaciones generadas por tales contramodelos que 


permiten refutar la argumentación. 


Aunque a primera vista son de lógica de juntores, los situamos en lógica de clases porque para 


aclarar las argumentaciones hacia su formalización en lógica de juntores, al aparecer en ellas cuan- 


tificadores, utilizamos la teoría de conjuntos como mediadora en la traducción. 
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Ejemplo 265 


«Los algoritmos que nunca deben usarse son los no eficientes socialmente, mien- 
tras son libres. Ningún algoritmo libre puede ser eficiente socialmente a menos que haya 
sido creado por un verdadero esfuerzo comunitario. Sucede además que nadie es capaz 
de distinguir entre un algoritmo creado por un verdadero esfuerzo comunitario y un 
algoritmo eficiente socialmente. Por otro lado, no se conoce ningún algoritmo no libre 
que haya sido creado por un verdadero esfuerzo comunitario y mucho menos que sea 
eficiente socialmente. Así que, sólo los algoritmos no creados por un verdadero esfuerzo 
comunitario y los algoritmos no eficientes socialmente y los algoritmos no libres son los 
que nunca deben usarse». 


[EFO 12.6.2020:1 (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Llamemos A a esta argumentación. 
o. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todos los algoritmos, sean 
estas cuatro variables proposicionales y sus correspondientes proposiciones sim- 
ples: 


p =<Un algoritmo es eficiente socialmente», 
q =<«Un algoritmo es libre», 
r <«Un algoritmo puede usarse», 


s 5 «Un algoritmo es creado por un verdadero esfuerzo comunitario». 


= Estructura lógico-gramatical y reescritura de la argumentación. 


Identificamos cinco oraciones enunciativas y la estructura deductiva de conjunto de 
premisas (O,, O,, O,, O,) y conclusión O,, que identificamos por estar precedida 
de «así que», un indicador de conclusión, esto es, apunta que la oración que sigue es 
la conclusión del argumento. 


En la reescritura de la argumentación utilizaremos el conjunto de todos los algo- 
ritmos como universal U y los conjuntos definidos por las anteriores proposiciones 
simples: P = [x : x es un algoritmo eficiente socialmente), Q = [x : xes un al- 
goritmo libre), R = [x : x es un algoritmo que puede usarse) y S = [x : xes un 
algoritmo creado por un verdadero esfuerzo comunitario]. 
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Tenemos así: 


Oo, es decir, «los algoritmos que nunca deben usarse son los no eficientes social- 
mente, mientras son libres» —esto es, «ningún x que no sea de P y que sea de Q 
es de R» = «cualquier x que no sea de Py sea de Q noes de R»=PÉNOQ C Ri—, 
la reescribimos como «si un algoritmo es no eficiente socialmente y libre, en- 
tonces, nunca debe usarse», interpretación cuya fórmula correspondiente in- 
mediata en la lógica de juntores es =p A q => =5r —o cualquier fórmula equi- 
valente, por ejemplo, q > (=p = ar), que se interpreta así: «si un algoritmo 
es libre, entonces, no debe usarse si no es eficiente socialmente»—; 


O,, es decir, «ningún algoritmo libre puede ser eficiente socialmente a menos que 
haya sido creado por un verdadero esfuerzo comunitario» —esto es, «ningún x 
de Qes de Pa menos que sea de S» = «cualquier x de Q que no sea de S, no es de 
P»= «si xes de Q y noes de S, entonces, no es de P»=QN SU c Pl la rees- 
cribimos como «si un algoritmo es libre y no ha sido creado por un verdadero es- 
fuerzo comunitario, entonces, no es eficiente socialmente», interpretación cuya 


fórmula correspondiente inmediata en la lógica de juntores es q As > Pp; 


O,, es decir, «nadie es capaz de distinguir entre un algoritmo creado por un verda- 
dero esfuerzo comunitario y un algoritmo eficiente socialmente», la reescribi- 
mos como «en la práctica, que un algoritmo haya sido creado por un verdadero 
esfuerzo comunitario y que un algoritmo sea eficiente socialmente, son equi- 
valentes», interpretación cuya fórmula correspondiente inmediata en la lógica 


de juntores es s > p; 


O,, es decir, «no se conoce ningún algoritmo no libre que haya sido creado por un 
verdadero esfuerzo comunitario y mucho menos que sea eficiente socialmen- 
te» —esto es, «si x es de S o es de P, entonces, xesde O» = SUP C O= 
Qt c (sup =l c (SÉ n Pty), de cualquiera de estas formas—, de re- 
escritura inmediata como «no se conoce ningún algoritmo no libre que haya 
sido creado por un verdadero esfuerzo comunitario y tampoco se conoce nin- 
gún algoritmo no libre que sea eficiente socialmente», que tiene por correspon- 
diente la fórmula de la lógica de juntores —esto es, (On SÉN(An PA, 
que reescribimos como «si un algoritmo es no libre, entonces, ni ha sido crea- 
do por un verdadero esfuerzo comunitario ni es eficiente socialmente», inter- 
pretación cuya fórmula correspondiente inmediata en la lógica de juntores es 


a AE 


O,, es decir, «sólo los algoritmos no creados por un verdadero esfuerzo comunita- 
rio y los algoritmos no eficientes socialmente y los algoritmos no libres son los 
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que nunca deben usarse» —esto es, «sólo los x de S' y los de P! y los de QÉ son 
los de R”» = «ningún x que no sea de S' o de Pl o de Q! es de RU» = «todos los 
de RU son de SÉ o de Pl o de Ol» = «si es de RU, entonces, es de Sé o de Pl o de 
Ql,—, la reescribimos como «si un algoritmo es de los que nunca deben usarse, 
entonces, no ha sido creado por un verdadero esfuerzo comunitario o no es efi- 
ciente socialmente o no es libre», interpretación cuya fórmula correspondiente 


inmediata en la lógica de juntores es ar > 235 V =p V q. 
= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Y = [do, hy, Pz, P3 = (Pp Aq > 2r,q A 
28 > 2p,58 + pq => =a(s V p)], con cuatro premisas, y la conclusión y, a 
saber, ar => as V =p V q. La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores 
es(5pAq > >r]A(qA=s >=p)A(s o p)A(=q > As V p)) > (ar > 


as V =p V 5q);llamémosla A. 
1. Demostración de la no validez de A mediante, como mínimo, dos estrategias de la lógica de juntores. 
Elegimos formas normales como primera estrategia y tablas semánticas como segunda. 
A. 


I. La fórmula A, reescrita como =p V q V r V =s, está en forma normal conjun- 
tiva (FNC) (mínima); observamos que sólo tiene una cláusula y como en ella no 
aparece una variable y su negación, A no es una fórmula válida, es decir, es una 


contingencia o una fórmula insatisfactible. 


II. La fórmula A, reescrita como =p V q V r V as, está en forma normal disyun- 
tiva (FND) (mínima); observamos que tiene cuatro cubos y en ninguno de ellos 
aparece una variable y su negación, por lo que no es una fórmula insatisfactible, 
es decir, es una fórmula válida o una contingencia. 


De I y Il, se sigue que la fórmula A es una contingencia. 


Por lo tanto, A no es una argumentación válida. 


I. Identificación del conjunto IT. 


De acuerdo con la libertad que expone la nota de la entradilla (p. 254), identi- 
ficamos la estructura de A con la deducción semántica [Qo, d,, P2, P3) E Y. 
Refutar [do, P1, 2, P3) E Y es demostrar que Ho A $, Ap, A 7 Ap es una 


fórmula válida. 
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26. q (24) 


Correspondiendo a dicha estructura deductiva, definimosT = [ o, d1, Pz, ¿JU 
(44 =1(p. Ag => 5 q NS. > ps e pq => (SV pr = 
(2sV=p)V =q)). Estudiemos si existe una refutación para I, esto es, si la tabla 


semántica (el árbol para 1”) es un árbol insatisfactible, un árbol de refutación, 


para I”. 
..p. A va . 
II. Construcción anotada del árbol semántico. 
2 
Veamos el árbol generado por Tree Proof Generator en la figura 10.0 (p. 503 de esta 
O 
edición). 
1. (paq) al((qaas)=p)M(s paq (sv Pp) == (sv(=pv=q)))) 
2. (paq) a((qaas)=p)a(s=p)a(=q>=(svp))) (1) 
3. (ar=(asv(pv=q)) (1) 
4. ((-paq)=-") (2) 
5. (Uqnas)=p)a((s=p)a(=q>=(svp))) (2) 
6. ((qa=s)==p) (5) 
7. (s=p)a(=q>-(svp)) (5) 
8. (sep) (7) 
9. (qo-(svp) (7) 
10. -r (3) 
11. (sv(=pv-q)) (3) 
12. s (11) 
13. =(-pv=q) (11) 
14. —p (13) 
15. q (13) 
16. s (12) 
17. p (14) 
18. q (15) 
19. =(-prq) (4) 20. ar (4) 
21. —p (19) 22. q (19) 38. -(qa-s) (6) 39. =p (6) 
23. p.(21) x 40. q (38) 41. =s (38) x 
24. -(qa>s) (6) 25. -p (6) x 42. s (41) 
27. ss (24) E 43. q (9) 44. (svp) (9) 
28. s (27) 45. q (43) 50. =s (44) 
29. ==9 (9) 30. (svp) (9) 46. s (8) 48 s (8) 51 =P (44M 
31. q (29) 36. =s (30) 47. p (8) 49. =p (8) a 
32. s (8) 34. =s (8) 37. =p (30) ps 
33. p (8) 35. -p (8) se 


x 


Figura 10.0.—Árbol semántico correspondiente a T' que genera el artefacto Tree Proof 


Generator (versión oldtrees) con la entrada ((((1lnot p Wwedge q) Yto 
VYlinot r) Iwedge ((q Iwedge Ylnot s) Yto Ylnot p) Iwedge (s 
Vleftrightarrow p) Iwedge (Ylnot q Yto Ylnot (s vee p))) 

Xto (ilnot r Yto (1lnot s Yvee Ylnot p vee Ylnot q))). 


III. Demostración de que es un árbol terminado. 


El tronco de este árbol es p. = L((((2pAq) => =MNA((qA=8) => 2p)Als > 
pq => a(sV p))) > (or > (2sV=pV2q))), (=p q) > =r)A((g A 
25) >p)A[ls e p)Al=q => a(sV p), (ar > (as V=pV=q),(-pA 
q) > ar, ((qA>s) > =p) A (s > pA (aq > as V p)).(q A as) > 
a(as V (=p V 


2Q))), 275, (=p V 2q), =p, q, 5, p, q), y sus once ramas son: 


>p. (s e p)A loq > as V p)),s e p.2q > =(sV p), ar, 


pi =poULA(=p A q), 25p,p,5(q As), q), 
p. = po ULA(2p A q) >27p,p2(q A as), 238, S, 74, Q,5,p), 
ps = po ULA(SpA q), 25p,p (q AS), 255,5, 274, q,75, PJ, 
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ps = Po UÍL=A(5p A q) 27p,p.2(q As), 238,s,2(sV p), 28, p), 
ps = Po VULA(HpA q) >2p,p. =p), 

Ps = po UÍ=(5p A q),9), 

p, = poU Lar ,=(q A=5), q), 

Ps = poU Lar, 2(q AS), 275, 5,27, q,5,p), 


Po = Po U La =(q A 8), 278,5, 17Q,Q,75, =p), 
Pio = Po UV Lar (q As), 275, s, (SV p), 28, =p], 
Pau = poU [ar, =p). 


Es un árbol terminado, pues toda rama es insatisfactible o completa; en efecto, 
por unlado, p,, P, Pa, Ps, Po) 97, Po, Pro Y Pu SON Tamas insatisfactibles, al existir 
en cada una de ellas al menos una variable y su negación, p y 2p en p», Pa, Ps, 
Po, Pio Y Px» Y YY 79 €N Ps, Po, PP, y por otro, las ramas , y Pg, aunque son sa- 
tisfactibles (ya que son conjuntos satisfactibles de fórmulas [no contienen una 


variable y su negación]), son completas. 


Veamos que p, es una rama completa —un análisis similar para pg, demostra- 
ría que también lo es—. Para ello, comprobemos que si una fórmula conjuntiva 
(de tipo a) pertenece a p,, entonces también pertenecen a p, sus dos conjuntos 
y que si una fórmula disyuntiva (de tipo fB) pertenece a p,, entonces también 


pertenece a p, alguno de sus disyuntos: 


O.  conrespecto a la fórmula conjuntiva =((((=p A q) = 2r) A((q As) = 
>p)M(s e p)A loq => a(sV p))) > (ar > (=s V =p V 2))) (nodo 
1), tanto ((=5p A q) > ar) A ((q A as) => =p)A(s e p)A (ag > 
a(s V p)) como (ar => (=s V =p V 5q)) pertenecen al tronco po (nodos 


2 y 3, respectivamente) y por tanto, pertenecen a p,; 


1.  conrespecto a la fórmula conjuntiva ((=p A q) => 2) A ((q As) => 
p)A(s > p) A (7q => a(s V p)) (nodo 2), tanto (=p A q) => ar como 
(q N=s) > =pcomos <= p como q => =(s V p), pertenecen al tronco 


Po (nodos 4, 6, 8 y 9, respectivamente) y por tanto, pertenecen a p,; 


2.  Conrespecto a la fórmula conjuntiva =(=r >= (=s V =p V 5q))) (nodo 3), 


ar E po C p, (nodo 10) y 2(=5s V (=p V 2q)) € Po C pa, (nodo 11); 


3.  conrespecto ala fórmula disyuntiva (=p A q) => ar (nodo 4), ar € p, € 


pp, (nodo 10) 


4.  conrespectoala fórmula conjuntiva ((q As) > p)A([s e p)A(=q => 
a(s V p)) (nodo 5), ((q A=5) > =p) € po C Pp, (nodo 6), (s + p) € 
Po E p, (nodo 8) y y (2q = a(s V p)) € po C p, (nodo 9); 
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5.  conrespecto ala fórmula disyuntiva (q As) => =p (nodo 6), (q A=5) € 
p. (nodo 24); 


6.  conrespecto a la fórmula conjuntiva (s > p) A (=q => =(s V p)) (nodo 


7), (s > p) E po C p, (nodo 8) y (2q > =(s V p)) E po C p, (nodo 9); 


7.  Conrespecto ala fórmula disyuntiva s > p (nodo 8),sAp E p, (nodo 31,5, 


entre el 31 y el 32, no aparece en la fig. [s + p=(sAp) V(=s A 2p)); 


8. con respecto a la fórmula disyuntiva q > =(s V p) (nodo 9), q € 


Po C pa (nodo 15); 


9.  conrespectoala fórmula conjuntiva =(=s V (=p V =q))) (nodo 11), ==s € 


Po E p, (nodo 12) y (=p V q) (nodo 13); 


10. con respecto a la fórmula conjuntiva 5 (nodo 12), s € po C p, (nodo 
16); 


1. conrespectoala fórmula conjuntiva =(=pV=q) (nodo 13), =p E po C Pp, 
(nodo 14) y 2q E po C p, (nodo 15); 


12. con respecto a la fórmula conjuntiva =p (nodo 14), p € Po C p, (nodo 
17); 


13. conrespectoa la fórmula disyuntiva (=p A q) (nodo 19), =p E p, (nodo 
21); 


14. con respecto a la fórmula conjuntiva ==p (nodo 21), p € p, (nodo 23); 


15. conrespecto ala fórmula disyuntiva =(q As) (nodo 24), 25 E p, (nodo 
27); 


16. finalmente, con respecto a la fórmula conjuntiva ==s (nodo 27), s E p, 
(nodo 28). 


IV. Demostración de la validez o no de A. 


Como p, es una rama satisfactible, este árbol terminado es satisfactible, por lo 
tanto, no existe una refutación para I', por lo que, por el teorema 3.8 (p. 251 de 


esta edición), de P, no se deduce 4, de donde, la argumentación A no es válida. 
2. Veamos. 
A. 


o. Identificación de los contramodelos para A generados. 
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La expresión de Aen FNC, =p V 2q V r V =s, proporciona un contramodelo 
para A, a saber, I(p) = 1,1(q) = 1,!(r) = 0, I(s) = 1, o abreviadamente, lio: 
—su expresión en FND, -pV=qVrV-=s, por otra parte, proporciona múltiples 
modelos para la satisfactibilidad de A, a saber, todas aquellas interpretaciones 
en las que l(p) =00 /(q) =00l(r) =10!l(s) = 0—. 


1. Demostración de que los contramodelos lo son para A. 


No es difícil demostrar que /,,,, es un contramodelo para A; para ello, estudie- 


mos la valoración de verdad de A con dicha interpretación: 


pqrs | (o pAg)> > MA(qgA>=s)>>p)Ms ep)» q>s vpo rolas Vo p)v29) 
1101 | GOTO Lt 1,101 1001 101 E E CO HS 1:00:01. 1-0 1.1 1 o(100 O T.:0.-'0::I 00 1 


2. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los contramode- 


los. 


El contramodelo hallado permite refutar A, ya que el hecho de disponer de un 
algoritmo eficiente socialmente, libre y creado por un verdadero esfuerzo co- 
munitario, a la vez que no deba usarse, es suficiente para que se satisfagan las 
premisas y no se satisfaga la conclusión, ya que es precisamente un contraejem- 


plo a lo que se afirma en ella. 


La argumentación A es una interpretación de la forma lógica A que hemos de- 
terminado para A. Una contrargumentación de Á es una argumentación en 
la misma forma lógica que A, esto es, una re-interpretación de A, tal que sus 
premisas son verdaderas y su conclusión es falsa. 


Una contraargumentación es Pro A Pr1 A Pr2 A Pr3 A > Co, donde algoritmo- 
1101 denota un algoritmo eficiente socialmente, libre, creado por un verdadero 


esfuerzo comunitario y que no debe usarse (la + en el dibujo de abajo): 


Pro: Los algoritmos-1101 que nunca deben usarse son los no eficientes social- 
mente, mientras son libres. (V) 


Pri: [O,] Ningún algoritmo-1101 libre puede ser eficiente socialmente a menos 
que haya sido creado por un verdadero esfuerzo comunitario. (V) 


Sucede además que 


Pr2: nadie es capaz de distinguir entre un algoritmo-1101 creado por un verda- 


dero esfuerzo comunitario y un algoritmo-1101 eficiente socialmente. (V) 


Por otro lado, 
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Pr3: no se conoce ningún algoritmo-1101 no libre que haya sido creado por un 
verdadero esfuerzo comunitario y mucho menos que sea eficiente social- 
mente. (V) 


Así que, 


Co: sólo los algoritmos-1101 no creados por un verdadero esfuerzo comunita- 
rio y los algoritmos-1101 no eficientes socialmente y los algoritmos-1101 no 


libres son los que nunca deben usarse. (F) 


U (conjunto de todos los algoritmos) 


o. Identificación de los modelos para U' que proporcionan las ramas satisfactibles. 


Al ser p, y pg ramas satisfactibles, proporcionan modelos para el conjunto T' 
—esto es, contramodelos para A—. De hecho, p, y pg proporcionan el mismo 
modelo —y como no podía ser de otra forma, el mismo contramodelo para A 
que proporcionó la expresión de Aen FNC—, a saber, lo, (veamos, por ejemplo, 


los nodos troncales 17, 18, 10 y 16). 
1. Demostración de que los modelos lo son para I”. 


No es difícil demostrar que /;¡0, es un modelo para I'; para ello, estudiemos las 
valoraciones de verdad de las fórmulas de I' con dicha interpretación: 
pqrs OpPAqQ>o>ar[(qa2s)>>p|sep 
1101 o1o1[]10 | 1001 [f]Jo1|1[1 


pqrs 29 > >(sVp) | a(ar>o(asVv>=p)V-q) 


1101 o1[o111 |[ 100 O1001 001 


2. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los modelos. 
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Recordemos: un modelo para T' es un contramodelo para A. Ahora, vid. apartado 


2.4.2. 


Ejemplo 266 


«Todos hacen lo que tú dices o lo que yo digo, aunque algunos de los tramposos no 
hacen lo que tú dices. Sin embargo, los que hacen lo que tú dices y los robots hacen lo que 
yo digo, y además, nadie de los tramposos deja nunca de hacer lo que yo digo. En fin, que 
no todos los que hacen lo que tú dices, hacen lo que yo digo». 


[EFE 29.6.2020:1a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Llamemos A a esta argumentación. 
o. Formalización de A en lógica de juntores. 
= Variables proposicionales. 


Considerando como universo de discurso el conjunto de todos los seres (humanos, 
robots...) y la poca expresividad de la lógica de juntores, sean estas cuatro variables 


proposicionales y sus correspondientes proposiciones simples: 


p 5 «Un ser hace lo que tú dices», 
q <= «Un ser hace lo que yo digo», 
" 5 «Un ser hace trampas», 


Ss 5 «Un ser es un robot». 


= Estructura lógico-gramatical y reescritura de la argumentación. 


Identificamos tres oraciones enunciativas y la estructura deductiva de conjunto de 
premisas (O,, O,) y conclusión O,, que identificamos por estar precedida de «en 
fin», un indicador de conclusión, esto es, apunta que la oración que sigue es la con- 
clusión del argumento. 


En la reescritura de la argumentación utilizaremos el conjunto de todos los seres 
como universal U y los conjuntos definidos por las anteriores proposiciones simples: 
P = (Lx: x hace lo que tú dices), Q = [x : x hace lo que yo digo), R = [x : x hace 
trampas) y S =([x : xes un robot). 


Tenemos así: 
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Oo, es decir, «todos hacen lo que tú dices o lo que yo digo, aunque algunos de los 
tramposos no hacen lo que tú dices», en la que a su vez identificamos «todos 
hacen lo que tú dices o lo que yo digo» (O.,) y «algunos de los tramposos no 
hacen lo que tú dices» (Oo) unidas por la conjunción adversativa «aunque» (Ova 
A Oop): 


O,,, esto es, «todo x que sea de Uesde Pode Q»=PUQ EU=PUOQ=U, 
interpretación conjuntista cuya fórmula correspondiente inmediata en la 
lógica de juntores es p V q <> T —o cualquier fórmula equivalente, por 


ejemplo, =(p Vq) => =To(=pA q) > Lo simplemente p V q—; 


O», esto es, «hay algún x de R que no es de P» =R NEP 4 0), interpretación 
conjuntista cuya fórmula correspondiente inmediata en la lógica de junto- 
reses ((r A =p) => L) —o cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, 


=(r = p) o simplemente r A =p—. 


En definitiva, O, se formaliza en lógica de juntores como ((p V q) => T) A 


a((r A =p) = 1) —o cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, -pAqAr. 


O,, es decir, «los que hacen lo que tú dices y los robots hacen lo que yo digo, y ade- 
más, nadie de los tramposos deja nunca de hacer lo que yo digo», en la que a 
su vez, identificamos «los que hacen lo que tú dices y los robots hacen lo que yo 
digo» (O,,) y «nadie de los tramposos deja nunca de hacer lo que yo digo» (Op) 


unidas por la conjunción copulativa «y» (Oj, A Op): 


O,,, esto es, «todo x que sea de P o de S, es de Q» =P US C Q, interpreta- 
ción conjuntista cuya fórmula correspondiente inmediata en la lógica de 
juntores es p Vs = q —o cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, 
(pVs)V q. 


O», esto es, «no hay ningún x que sea de R y no sea de Q» = «si x pertenece 
a R, entonces pertenece a Q»= R C Q, interpretación conjuntista cuya 
fórmula correspondiente inmediata en la lógica de juntores es r => q —o 
cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, ar V q. 


En definitiva, O, se formaliza en lógica de juntores por (p Vs > q)A (r = q) 


—o por cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, =(p V r Vs) V q. 


O,, es decir, «no todos los que hacen lo que tú dices, hacen lo que yo digo», esto es, 
«es falso que todo x de P sea de Q»= P £ Q, interpretación conjuntista cuya 
fórmula correspondiente inmediata en la lógica de juntores es =(p => q) —o 


cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, p A =q. 
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= Formalógica. 


Identificamos el conjunto de premisas Y = [oa dp = [((pV q) = DA=((rA 
2p) > 0), ((pVs) => q)A(r > q)), con cuatro premisas, y la conclusión y, a saber, 
=(p = q). La fórmula correspondiente a A en lógica de juntores es ((((p V q) > 
DAX((rA=p) > o0)A(((pVs) => q)A (r => q)) > =(p = q) llamémosla A) 
(o cualquier fórmula equivalente, por ejemplo, -pAGArA(=pVq)A(q Var) A 
(q V 58) > pA=q). 


1. Demostración de la no validez de A mediante, como mínimo, dos estrategias de la lógica de juntores. 


Elegimos formas normales como primera estrategia y tablas de verdad (como estrategia 
de verificación) como segunda. 


Bs 


I. La fórmula A, reescrita como (p V=q Var Vs) A (p Voq Var Vas), está 
en forma normal conjuntiva (FNC); observamos que tiene dos cláusulas y como 
en ellas no aparece una variable y su negación, A no es una fórmula válida, es 
decir, es una contingencia o una fórmula insatisfactible. 


II. La fórmula A, reescrita como p V q V ar, está en forma normal disyuntiva 
(FND) (mínima); observamos que tiene tres cubos y en ninguno de ellos aparece 
una variable y su negación, por lo que no es una fórmula insatisfactible, es decir, 


es una fórmula válida o una contingencia. 
De I y Il, se sigue que la fórmula A es una contingencia. 


Por lo tanto, A no es una argumentación válida. 


De la tabla de verdad de A, 
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pars |((pVvq)>o TIJA2=(tA=2=p)>elDA(pV s)>q)mM(r=>q)>>=(p>q) 
1111 11 1 1100 100 1 10 O 111 1 1 O 111 10 11 1 
1110 11 1 11.00 100 1 10 O 110 1 1 O 111 10 11 1 
1101 11 1 11 00 0001 10 oO 111 1 1 ool m1 10 11 1 
1100 11 1 11. 00 0001 10 o 110 1 1 ool m1 10 11 1 
1011 110 11 OO 100 1 10 oO 111 o0 0100 11100 
1010 110 11 OO 100 1 10 o 110 OO 0100 11100 
1001 110 11 OO 0001 10 oO 111 o0 ¡OS O) 11100 
1000 110 11 00 0001 10 o 110 OO 0010 11100 
0111 O1 1 1 1 11 1110 OO 11011 1 1 1111 1 00 ol 1 
0110 Oo1 1 1 1 11 1110 OO 1.000 1 1 1111 1 00 Ol 1 
oO1o0l1 O1 1 11 00 0010 10 o ol 1 1 1 oOol m1 10 Ol 1 
0100 Oo1 1 11 00 0010 10 oO 000 1 1 ool m1 10 Ol 1 
o01l1l 000 O 1 Ol 1110 OO o ol 1 o0 0100 10 01 O 
0010 000 O 1 Ol IT 1.0. 000 0 000 10 0100 10 01 O 
ooo 1 000 O 1 O 0010 10 o ol 1 o0 O 10 10 01 O 
0000 000 O 1 O 0010 10 o 000 10 O 10 10 01 O 


se sigue que A es una contingencia (para las interpretaciones los; € loo, A es falsa). 


Por lo tanto, la argumentación A no es válida. 
2. Veamos. 
A. Estrategiao.] 
o. Identificación de los contramodelos para A generados. 


La expresión en FNCde A, (pV=q V=rVs)A(pV=qV=rV=5S), proporciona 
dos contramodelos para A, a saber, l(p) = 0,l(q) = 1,I(r) = 1,I(s) = 1 
el(p) = 0,1(q) = 1,1(r) = 1,I(s) = 0, o abreviadamente, los: € lono —la 
expresión en FND de A, p V q V ar, por otra parte, proporciona múltiples 
modelos para la satisfactibilidad de A, a saber, todas aquellas interpretaciones 


en las que I(p) =10/(q) =00/(r) =0—. 
1. Demostración de que los contramodelos lo son para A. 


Ya lo demostramos al hacer la tabla de verdad. En cualquier caso, destaquemos 


de nuevo las valoraciones de verdad de A con las interpretaciones loro y lor: 


pqrs (PV q)e TIA (EA > pel )DA(pV s)>q)M(tr> q)>>(p>9) 
0111 011 11 11 1110 OO 11.011 11 Ll. LTI-1 opJO O1 1 


0110 OLI TT OLI LILLO 00 1.000 11 1.11 1 00 ol 1 


2. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los contramode- 


los. 


La argumentación A es una interpretación de la forma lógica A que hemos de- 


terminado para A. Una contrargumentación de A es una argumentación en 
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la misma forma lógica que A, esto es, una re-interpretación de A, tal que sus 


premisas son verdaderas y su conclusión es falsa. 
Los contramodelos hallados permiten refutar A. En efecto: 


=  Porunlado, el contramodelo /.;,, así lo permite ya que el hecho de que exis- 
ta un robot tramposo que haga lo que yo digo pero que no haga lo que tú 
dices, es suficiente para que se satisfagan las premisas y no se satisfaga la 
conclusión, ya que es precisamente un contraejemplo a lo que se afirma en 
ella; de hecho, una contraargumentación es Pro, A Prop A Pra A Pri As 
Co, donde ser-0111 denota un ser que no hace lo que tú dices, que hace lo 


que yo digo, que hace trampas y que es un robot: 

Pro, : Cualquier ser-0111 hace lo que tú dices o lo que yo digo, (V) 

aunque 

Prop:hay algún ser-0111 que hace trampas que no hace lo que tú dices. (V) 
Sin embargo, 


Pra: los seres-0111 que hacen lo que tú dices y los seres-0111 que son robots 
hacen lo que yo digo, (V) 


y además, 
Pr»: los seres-0111 que hacen trampas, hacen lo que yo digo. (V) 
En fin, que 


Co: es falso que los seres-0111 que hacen lo que tú dices, hacen lo que yo 
digo. (E) 


= Porotro, el contramodelo //,¡, también lo permite ya que el hecho de que 
exista un ser no robot tramposo que haga lo que yo digo pero que no haga 
lo que tú dices, es suficiente para que se satisfagan las premisas y no se 
satisfaga la conclusión, ya que es precisamente un contraejemplo a lo que 
se afirma en ella; de hecho, una contraargumentación es Pro, A Prop A Pra 
A Pr A = Co, donde ser-o110 denota un ser que no hace lo que tú dices, 


que hace lo que yo digo, que hace trampas y que no es un robot: 
Pro, : Cualquier ser-o110 hace lo que tú dices o lo que yo digo, (V) 
aunque 


Prop:hay algún ser-o110 que hace trampas que no hace lo que tú dices. (V) 
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Sin embargo, 


Pra: los seres-o110 que hacen lo que tú dices y los seres-o110 que son robots 
hacen lo que yo digo, (V) 


y además, 
Pr»: los seres-o110 que hacen trampas, hacen lo que yo digo. (V) 
En fin, que 


Co: es falso que los seres-o110 que hacen lo que tú dices, hacen lo que yo 


digo. (F) 
B. Estrategia 1. Tablas de verdad. 
o. Identificación de los contramodelos para A generados. 


La tabla de verdad para A proporciona dos contramodelos para la forma lógica 
A, a saber, los mismos que proporcionó la expresión en FNC de A, lor: € loro: 


1. Demostración de que los contramodelos lo son para A. 
Vid. apartado 2.A.1. 


2. Expresión en español de las contraargumentaciones proporcionadas por los contramode- 
los. 


Vid. apartado 2.A.2. 
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La 


CAPITULO 


Lógica de relaciones 


Jamás ha habido criaturas; sólamente ha habido parejas. 


(Jean GIRAUDOUX, Sodoma y Gomorra). 


Un autor humorístico ha dicho que la humanidad entera podía dividirse en tres grandes gru- 
pos: oficiales, asistentes y deshollinadores. Esta ocurrencia no me parece a mí un puro chiste, 
sino que la juzgo muy significativa y profunda, de suerte que se necesita un talento especula- 
tivo muy grande para poder superar esa división con otra mejor. Porque cuando una división o 
clasificación no agota idealmente su objeto, entonces lo mejor es sustituirla por otra completa- 
mente arbitraria y accidental, pues ésta, al menos, tiene la ventaja de poner la imaginación en 
movimiento. Una clasificación aproximada no puede satisfacer a la razón y, por otra parte, no le 
dice absolutamente nada a la fantasía. Por eso es preferible rechazarla de plano y cuanto antes, 
a pesar de que en el uso corriente goce de la mayor estima, gracias a la enorme necedad de los 
humanos y a su carencia casi completa de imaginación. 


(Soren Aabye KIERKEGAARD , 1813-1855, La repetición, 1843). 


Otto Neugebauer le refirió al autor la siguiente leyenda acerca de Einstein. Parece ser que 
Einstein fue un niño tardo en hablar, lo cual, naturalmente, tenía preocupados a sus padres. Fi- 
nalmente, un día, durante la cena, rompió a hablar, con la siguiente frase: «Die Suppe ist zu heiss» 
(La sopa está demasiado caliente). Sus padres se sintieron muy aliviados, pero enseguida le pre- 
guntaron por qué no había hablado hasta entonces. He aquí su respuesta: «Bisher war Alles in 
Ordnung» (Hasta ahora todo estuvo en orden). 


(Philip J. Davis y Reuben HERsH, Experiencia matemática. MEC-Labor, Barcelona, 1989, p. 132). 


Mas que yo, criado en regalo, de padres políticos y curiosos, no sintiese tal engaño, grande fue 
mi hambre y esta escusa me desculpa. El deseo de comer algo bueno era grande: todo se les hizo 
a mis ojos pequeño. El traidor del mesonero lo daba destilado: no es maravilla; cuando tuviera 
defectos mayores, me pareciera banquete formado. ¿No has oído decir que a la hambre no hay 
mal pan? Digo que se me hizo almíbar y me dejó goloso. 


(Mateo ALEMÁN, Primera parte del Guzmán de Alfarache, 1599, Cátedra: 1992, p. 192). 


Ande yo caliente, y ríase la gente. 
(Refrán). 
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Ya presentadas por ARISTÓTELES en sus Tópicos, será PEIRCE quien define la relación 
como clase de pares, visión que completan FREGE y PEANO y cuya formalización se 
plasma en los Principia Mathematica de RUSSELL y WHITEHEAD (1910-1913). Durante el 
siglo XX se cuida y desarrolla su teoría y práctica —WIENER (1912/14), KURATOWSKI (1921), 
QUINE (1951) —. Diseñar, analizar e interpretar árboles, grafos y redes es impensable sin 
un conocimiento de la teoría de las relaciones. A la hora de estudiar las redes socia- 
les, por ejemplo, la programación lógico-matemática-computacional orientada a las 


relaciones propiamente y no a ellas como entidades (objetos) se hace imprescindible. 


Como humanos, es frecuente que la asociación entre conceptos prime sobre la es- 
tructuración de la información, por lo que el conocimiento se adquiera a través de las 
relaciones existentes entre los conceptos y las propiedades y peculiaridades que los 


caracterizan. 


Las clasificaciones y ordenaciones son básicas para nuestros actos de decisión o juicios 
por comparación, así que no está de más comenzar por una visión general de las re- 
laciones y el estudio de las relaciones funcionales como preliminar al de las funciones 
con dos ejemplos de familias, la de los conjuntos de palabras de la misma longitud 
y la partición de un conjunto. Sigue a todo ello el estudio de las propiedades de más 
frecuente aparición de las relaciones diádicas —cfr. 811.0—. A renglón seguido, nos pa- 
reció oportuno centrarnos en los órdenes —cfr. 811.25—, debido principalmente a que 
las decisiones que tomemos en nuestros actos de elección, base de la discusión cen- 
tral de muchas de estas páginas, son decisiones de orden: es posible que elijamos una 
entidad entre varias, porque es admisible ordenarlas de acuerdo a nuestras preferen- 
cias (diremos que conseguimos definir una estructura de preferencias en la colección 


de entidades). 
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$ 11.0 Relaciones diádicas 


Definición 11.0.— Definimos una relación diádica como 


un predicado diádico R, o como 
= unasubclase R de un producto cartesiano de clases X x Y, o como 
= unsubconjunto R de un producto cartesiano de conjuntos X x Y, o como 


=  unacorrespondencia R : X — Y entre clases o conjuntos. 


En este capítulo nos centramos en las vistas como subconjunto de un producto cartesiano y como 
correspondencia. En particular, R como subconjunto de X x Y significa que Res un conjunto de pares 
ordenados. Cuando (x, y) € R decimos que «x está relacionado con y» y escribimos xR y (notación 
infijo) o Rxy (notación prefijo, justo tal y como se escribe considerando R como predicado diádico); 
decimos de x que es el antecedente de R y de y que es el consecuente de ¡R; decimos término de R en vez 


de antecedente o consecuente de R. 


Definición 11.1.— Dados dos conjuntos X e Y y una relación diádica R € X x Y, entonces llama- 


mos: 


= conjunto de partida (o sinónimamente, conjunto inicial) de R al conjunto X; 
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= conjunto de llegada (o sinónimamente, conjunto final) de R al conjunto Y; 


= conjunto original (o sinónimamente, conjunto de originales, conjunto de orígenes, dominio o imagen 
conversa) de R al conjunto dom R = [x € X: Jy € Y (x,y) ER]; 


= conjunto imagen (o sinónimamente, imagen, conjunto de imágenes, contradominio, dominio converso, 


rango o recorrido) de R al conjunto ran R = [y € Y :3x€ X,(x,y) € R]; 
=  campode Ral conjunto cam R = dom RU ran R; 


=  grafode Rala propia relación vista como conjunto, es decir, al conjunto [(x, y) : xRy) que 
designamos por la misma R, o, sinónimamente, por Gr, si queremos destacar que una relación 


R queda determinada cuando se conoce la terna (X, Y, Gr). 


Observemos que, por definición, R EC domR x ranR. 


Teorema 11.0 
Se satisface: 
o. camR=domR «> ranR C domR, 


1. camR=ranRfR e domR C rank. 


Definición 11.2.— La relación nula V es aquélla cuyo campo es el conjunto vacío, esto es, Y = [(x, y) : 
xFxMy F y). 


En el sentido de la inclusión conjuntista no hay relación menor que la relación nula: nada, abso- 


lutamente nada está relacionado. 


Definición 11.3.— La relación X x Y =[(x,y):x € XA y € Y | es la relación total en X x Y. 


En el sentido de la inclusión de conjuntos y siendo el referencial X x Y, la relación total es la 


mayor. 


De cualquier relación que sea distinta de la relación nula / y de la relación total X x Y decimos 


que es una relación propia en X x Y. 


Definición 11.4.— Larelación U = [(x, y) : x=x A y = y) es la relación universal. 


En el sentido de la inclusión conjuntista no hay relación mayor que la relación universal: todo, 


absolutamente todo, está relacionado. 
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Silos conjuntos X e Y son iguales solemos decir que es una relación homogénea (o sinónimamente, 


endorrelación), mientras que si son distintos hablamos de relación heterogénea. 
Definición 11.5.— Llamamos relación identidad en X a la endorrelación lx = [(x,x):x € XP. 


Observación 11.0.0.— En algunos textos, la relación identidad aparece designada por A y deno- 


minada relación diagonal. 


Definición 11.6.— Dados dos conjuntos X e Y, una relación diádica R € X x Y y dos elementos 


relacionados xRy, decimos que 
=  xesoriginal del elemento y de Y por R, y que 
=  yesimagen del elemento x de X por R, 


por estar definida xR y como el par ordenado (x, y) y leerse el par de izquierda a derecha. 


Observación 11.0.1.— Se lee de izquierda a derecha debido al orden inducido por la propia defini- 


ción constructiva, (x, y) = Lx], (x, y), primero [x], después [x, y). 
Análogamente definimos el origen de un subconjunto de Y y la imagen de un subconjunto de X. 


Definición 11.7.— Dados dos conjuntos X e Y, V € Y y una relación diádica R € X x Y, el origen 
del subconjunto V de Y por Res 


origpV =[x € X:3y € V,(x,y) € RI, 


Observación 11.0.2.— El conjunto —origpV no es otro que la imagen inversa del subconjunto V, 


im -: V, una vez definida la relación inversa —vid. infra definición 11.10 (p. 524 de esta edición)—. 


Definición 11.8.— Dados dos conjuntos Xe Y, U C X y una relación diádica R C Xx Y, la imagen 
del subconjunto U de X por Res 


impU=l[y € Y :3x€ U,(x,y) ER), 


siendo también notaciones habituales R(U), [U] y o U” 
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$ 11.1 Representaciones cartesiana, sagitaria, matricial y digráfica 


SemA = 6,6606 = |. Un 0 8) y la relación diédica R = UU) 0 Ud, 
(xi Ya), (2 Yo), (21 Ya), (1 Yo), (A, Y 2), (X3) Y3)). Destacamos otras cuatro representaciones. 


Cartesiana, esto es, con ejes cartesianos. 


Y 

ya . . 
yz . . 
y . 

Yo . . 


Xo XxX Xx Xx XxX 


Figura 11.0.— Diagrama cartesiano de la relación diádica R. 


Sagitaria, esto es, con conjuntos y flechas. 


Figura 11.1.— Diagrama sagital de la relación diádica R. 


Matricial, esto es, con una matriz lógica. 


Xo 6 1 3 
Xx li 1 O 


NE 0 1 Mí 


Figura 11.2.— Matriz lógica de la relación diádica R. 
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Digráfica, esto es, mediante un grafo dirigido. Suponiendo X = Y, elemento a elemento (es 
decir, siendo X. = Yo, . . .,Xz = Y), tenemos también la siguiente representación como grafo dirigido 
(digrafo), DG. 


1 


Figura 11.3.—Grafo dirigido (digrafo) de la relación diádica R. 


Representamos este digrafo por el parordenado (K, A), donde K = [xo, X1, X2, X,) esel conjunto 
denodos/vérticasy A E KxK A = 1530) (16060), 0:) 06) 16136), 06:56) 06:06):06,36) h 
el conjunto de arcos —en los digrafos, dos nodos, digamos x e y, pueden estar unidos mediante un 
arco, hecho que representamos mediante el par ordenado (x, y), en cuyo caso llamamos origen del 
arco a x y extremo del arco a y; llamamos lazo a un arco del tipo (x, x), esto es, con origen y extremo 


iguales—., 


Observación 11.1.0.— Por cierto, a partir del concepto de grafo dirigido es posible definir el de 
árbol”. Dados x, y € K, llamamos camino de origen x y extremo y y notamos c(x, y), precisamente 
si existe una sucesión de arcos, (Xo, X1), (X1, X2), (X2, X3), - +=» (Xn—1, Xn) tal que el extremo de un arco 
es el origen del siguiente y tal que Xy = X y Xy = y. Decimos que x € K es un nodo terminal 
precisamente si T(x) = f. Decimos que o € K es un nodo distinguido precisamente si no existe 
x E K tal que o € T(x). Dados x, y € K, decimos que y es un nodo posterior a x precisamente si 
existe un camino c(x, y). Un grafo es un árbol precisamente si se satisface: 0.2, Vx E K,x É T(x), 
esto es, no existen lazos en el grafo; 1.%, existe un único nodo distinguido o € K; 2, Vx € K, con 


x + 0,xes posterior a 0,y 32, Vx, y € K,con x + y, T(x) NT(y) =0. 


Observación 11.1.1.— Representaciones alternativas son la matriz de incidencia, la matriz de ad- 


yacencia y la lista de adyacencia. 


$ 11.2 El álgebra de Boole de las relaciones diádicas 


Como tales conjuntos que son, por ser subconjuntos de un producto cartesiano, si R y S son 
relaciones definidas en X x Y, también lo son las correspondientes a los conjuntos complementario, 
intersección, unión, diferencia y diferencia simétrica, esto es, se tienen: la relación complementaria, la 
relación intersección (llamada, a veces, relación producto), la relación unión (llamada, a veces, relación suma 


* Ya hemos hablado de árboles en $ 8 (p. lxxvii de esta edición). 
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lógica), la relación diferencia y la relación diferencia simétrica, las cuales están definidas, W(x, y) € Xx Y 
por: 


RS [(x, y): (1,4) ERE 
ROSS (xy): (xy) ERA (xy) E Sh; 
RUSS [(x y): (xy) ERV (xy) € Sh; 
RAS=RNS 
= (xy): (y) ERA( y) ES); 
RAS S (RAS)U(SAR) 
=((x,y) ER: (69) ÉSIU([(A y)ES:(x,y) ER). 


Estas intersecciones y uniones pueden extenderse a cualquier colección C no vacía de relaciones: 
(]05 (x.y): REC, (xy) E Rh; 
UC s ((x, y): 3R € C,(x, y) ER]. 

Además, trabajamos con la inclusión, igualdad y exclusión de relaciones: 


RES =VxWy(xRy => xSy); 
R=S<SVxWy(xRy > xSy); 
R]||S =SVxVWy(xRy | xSy). 


Teorema 11.1 


Sean X un conjunto y 22” el conjunto de todas las (endor)relaciones diádicas en X. Se satisface 


que la cuaterna (2*”; N, U,”) es un álgebra de BOOLE. 


$ 11.3 Matrices lógicas y digrafos de las relaciones entre relaciones 


= Relación complementaria, R': 


« matriz lógica: los unos de Mc son los ceros de My y los ceros de Me son los unos de Mz, 


c 
R= =m8; 


esto es, m;; ip 


*  digrafo: DGpe tiene sólo las aristas que no tiene DGr. 
= Relación intersección, RN S: 


« matriz lógica: los unos de Mens son los unos coincidentes de Mg y Ms y el resto son ceros, 


50 = mb Amis 


esto es, m ' 7% 
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*  digrafo: DGrps tiene sólo las aristas que tienen simultáneamente DG y DGs. 
= Relación unión, RUS: 


* matriz lógica: los unos de Mrus son los unos de Mz y los unos de Ms, y sólo ésos, el resto 


RUS — ¿ÓR Ss 
son Ceros, esto es, M¡; > = Mi V Mj; 


*  digrafo: DGrus tiene todas las aristas que tiene DG y todas las que tiene DGs, y sólo ésas. 


= Relación diferencia, RAS: 


intdnd : RAS 
-  matrizlógica:los unos de Mp1 s son los unos de Mp quitando los unos de Ms, esto es, m; ña = 
R a: 
Mj Ami; 


«  digrafo: DGrs es el digrafo de R del que se suprimen las aristas del digrafo de RN S. 
= Relación diferencia simétrica, RAS: 


* matriz lógica: los unos de Mras son los unos de Mus quitando los unos de Mgps, esto es, 


RAS _— Ry 
Mi? = Mi Y mi; 


*  digrafo: DGras es el digrafo de RU S del que se suprimen las aristas del digrafo de RN S. 


$ 11.4 Relación inversa 


Definición 11.9.— Sean X y Y conjuntos y R € X x Y una relación. Llamamos relación inversa de R 


a 
R”"=[(y o) E YxX:(x, y) ER). 


La relación inversa de R también es conocida como su relación recíproca, conversa, transpuesta, 


opuesta o dual. 


Notemos que el conjunto inicial de R”* es el conjunto final de R y que el conjunto final de R”* 
es el conjunto inicial de R. 

Con respecto a su matriz lógica y digrafo, tenemos: 
Ra R. 


= matrizlógica de R”*: Mp. es la transpuesta de Mp, esto es, m¡; = Mi; 


= digrafode RR”: DGp- tiene las mismas aristas que el de DG pero dirigidas en sentido contrario; 


Definición 11.10.— Sean dos conjuntos X y Y, una relación diádica R EC Xx Yy C € Y,entonces, 


llamamos imagen inversa (o sinónimamente, contraimagen) de C por Ra 


imp=C =(x € X:3y € C,(x, y) € R). 
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Observación 11.4.0.— El conjunto imr="C no es otro que origpC, esto es, el conjunto origen de C 


por R. 


Observación 11.4.1.— También son designaciones habituales, 


= para la relación inversa de R: R,R,RT, InvR, CnvR, y 


= para la imagen inversa de C por R: R7*(C), [C] p-., o. 


Veamos ahora algunas propiedades que son ejemplos de interrelación entre una relación y su 


inversa mediando incluso operaciones. 


Teorema 11.2 

Se satisface: 

o. domk> rank: 

LL Tank” =domk: 
DIC Came: 
A A e 


Teorema 11.3 

Se satisface: 
(A 
SA US 
(SMS 
RES Si Os 
R=5*=R”*=8; 
R=SS=>R =S 
SNS 


(RO = (RAY (a veces, esta relación se denomina relación dual de R y se nota por Ry 
C E D= imp=C E imp=D. 


Teorema 11.4 


Si R es una proyección, entonces R”* (la inversa o dual de R) es una asignación, y viceversa. 


1 Cfr. supra ejemplo 11.7 (p. 520 de esta edición). 
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$ 11.5 Relación poliádica 


Dados tres conjuntos X,, X,, X,, una relación triádica es un subconjunto de ternas ordenadas 
definidas en la forma (xo, X1, X2) = ((Xo, X1) ,X2); dados cuatro conjuntos Xo, Xi, X2, X5, una re- 
lación tetrádica es un subconjunto de cuaternas ordenadas definidas en la forma (Xo, X1, X2, X3) = 
((Xor X1, X2) , X,);en general, dados n conjuntos Xo, X;, .. ., X-,, una relación poliádica de n argumen- 
tos/términos (o sinónimamente, relación enádica o n-ádica) es un subconjunto del producto carte- 
siano Xy x XX... x X;-,, esto es, un subconjunto de tuplas enádicas (n € N>,) definidas en la 


a a a 


Es posible extender las definiciones anteriores vistas para relaciones diádicas a relaciones poli- 
ádicas n términos; por ejemplo, la relación identidad y la imagen de un subconjunto S E X.xX,X...xX 
An=a POr R: 


PL A 
imaS.= 19 € na A E O y ER 


Este concepto de relación poliádica se generaliza para productos cartesianos de productos car- 
tesianos (teniendo en cuenta su no asociatividad). Por ejemplo, dado un conjunto X, se define una en- 
dorrelación enádica R como un subconjunto de algún producto cartesiano X' x X?, siendo i, ¡ € Z* 
tales que ¿ + ¡ = n. Definimos entonces la imagen de un subconjunto S C X*, 


imaS = [(%, Xitas «+. + Xiqj1) E xi A O 


tal que 0,4, +++ ¿Xica Xi Xi + Xij 1) E Ry (11.0) 


En el caso de una relación poliádica de n términos se distinguen n dominios, 


dom RE TEA: Te a) e P]x, AE AO E cd O 6 00 
¡cl 


con/=(f0,1,...,k-1,k+1,...,n—1); 


Notamos por R |, Dala relación limitada en su imagen al conjunto D C X;,, esto es, 


RDSI Xx. m1) ER: xx € DJ. (11.2) 


2 También reciben el nombre de relaciones binarias, ternarias, cuaternarias, ..., enarias, pero prefiero las denominacio- 
nes diádicas, triádicas, etc., que empleamos y la razón es su significado (DRAE): «diádico, ca: perteneciente o relativo a la 
díada», «díada: pareja de dos seres o cosas estrecha y especialmente vinculados entre sí.», «binario, ria: compuesto de dos ele- 
mentos, unidades o guarismos». Así, podríamos decir que un conjunto de dos elementos es un conjunto binario, aunque 
no entienda el porqué de la inconsistencia de llamar binaria y no diádica a una estrella doble. 

3 Vid. supra $ 10.15 para conocer la razón de definir así las tuplas. 
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Notamos por R | C a la relación limitada en su campo al conjunto C, o sea, 


RESET RTE=16 a ER se E Ll, (11.3) 


Los conceptos de relación complementaria y de intersección, unión, diferencia y diferencia simérica de 
relaciones se generalizan para el caso de relaciones poliádicas; así, V(Xo, Xi, ...,Xn-1) € X”: 


Ra O A A O 

RE E A A O A A E A A 
RUS Es a A RV SS 
RAS=RNS 

= 00 a O ia) E RN ESE 
RAS =SIRXSIU(SAR] 

EA A OO A 

TLC A OOO O 


Teorema 11.5 


Una relación poliádica de n términos tiene n! — 1 relaciones inversas. 


Ejemplo 267 


¿Son cinco las inversas de la relación triádica R € X x Y x Z? ¿Cuáles? 


Resolución. En efecto, las 3! — 1 = 5 inversas de la relación triádica R € Xx Y x Z son: 


Raza) = 1002 y) EX xZ xY:(x,y,2) ER] 
Renta UI OZ E FRARLZA mi ,z) ER) 
Rosa) = Uy, 2) EY xZxX:(x,y,z) € R] 
Rara == ZE GU) EZ XAAY Y ZE RR] 
Roa = 11294, 8€Zx YxX:(x9,Z) ER] 


Es posible representar las «flechas» de estas inversas como caminos dirigidos en el espacio tri- 
dimensional; así, si representamos la terna (x, y, z) € Renlos ejes XY Z, se tiene la biyección 


que muestra el siguiente cuadro. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


11.5. Relación poliádica 528 


Ternas Caminos dirigidos 
Relación: 
(yz) = (0 y). 2) ER (x,0, 0), (%, Y, 0), (X, Y, 2) 
Inversas: 
(oz, y) = (0,2), y) (x,0, 0), (x,0, 2), (X, Y, 2) 
(y,x,z) = ((y,x),Z) (0, y, 0), (x, Y,0),(X, Y, 2) 
(y,2,x)=((y,2),x) (o, y,0), (o, y, 2), (%, y, 2) 
(2,x, y) = (UZ,X), y) (0,0,2),(X,0,2),(X, Y,Z) 
(2,y,x) =((Z,y)x) (0,0,2),(0,y,z), (Xx, y,Z) 


Para el cálculo de la imagen inversa de un conjunto hemos de saber dónde se sitúa dicho conjunto. 
Por ejemplo, para una relación triádica R € X x Y x Z,son de interés: 


CEFXZ= Rus) MEAX 2 EC) ER (11.4) 
CEZIRA(O)=[(x, y) E Xx Y :3z EC, (x.y, z) ER]. (11.5) 


Una relación poliádica R con n términos incluye C(n, k) subrelaciones de k términos, denomi- 
nadas relaciones parciales o proyecciones de R, notadas Iy(R) donde U es el conjunto de términos 


que nos interesa saber cómo están relacionados según R. 
Ejemplo 268 


¿Cuántas proyecciones diádicas, triádicas, etc., incluye una relación pentádica 
R(x,y,z,S,t)? 


Resolución. Una relación pentádica R(x, y, z, s, t) incluye: 


= (5) = 10 proyecciones diádicas, a saber, IL, y(R), IL,(R), Los(R), IL. ¿(R), Uy ¿(R), 
Ty. s(R), Uy ¿R),IL(R), TL ¿(Ry Us R); 


= (5) = 10 proyecciones triádicas, a saber, IL, y. ¿(R), TL. y, s(R), Ty (AR) Mozs(R), 
Lai Li, Misco Mis Rd Ds, (R) y TR) 


" (5) = 5 proyecciones tetrádicas, a saber, TL, (R), Mov (Rs Moys (Rs Mozs + (R) y 
Mies IR y 


= (2) =1proyección pentádica, IT, yz, .(R) =R. 
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$ 11.6 Relación composición 


Definición 11.11.— Sean X, Y, U y V conjuntos y R E Xx YyS € U x V dos relaciones tales 
que ran(R) € dom(S), entonces definimos la relación composición (que también llamamos producto 
relacional) de Ry S por 


SoRS[(x,z) EX xV: (3y € V)/(xRy A ySz)). 


Una notación alternativa a S o Res RÍS. 


La matriz lógica de S o R, Mso.g es Mp O Ms (producto booleano), esto es, 


n 
Tall s V (mé A mp) ; (11.6) 
k=0 


Definición 11.12.— Llamamos relación potencia enésima de Ra R” <= Ro R"*, siendo R? = lxy R 


una endorrelación diádica en un conjunto X. 


Observación 11.6.0.— En caso de desconocer el conjunto X podríamos definir R* por | | camR,es 


decir, por [(x, y) € | : y € camR], en definitiva, por [(y, y) : y € camR). 
Ejemplo 269 
Formalicemos «las amistades de nuestras amistades son nuestras amistades». 


Resolución. Si R esla relación «tener amistad con», entonces la frase anterior se forma- 
liza como R? CR. 


Teorema 11.6 (Peculiaridades y propiedades de la composición de relaciones) 
Sean R, S y T tres relaciones que satisfacen los requisitos apropiados para las composiciones 
que aparecen a continuación, entonces: 
SOU O (no conmutativa) 
SoR CE dom(R) x ran(S); 
MOS So (asociativa) 


(So RJ =R=*oS— (inversa de la composición) 


Con respecto a la relación de identidad se satisface lo establecido por el siguiente teorema. 
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Teorema 11.7 


Sean X y Y conjuntos y KR € X x Y; se satisface: 


A ON 
Lo der € RoR”. 


Ejemplo 270 


Visualizar el teorema anterior siendo X = Y =([a, bj, R =((a, by). 


Resolución. Tenemos entonces: domR = fa), ranR = (bh, idiomer = [(a, mM), 
dr = Ub, DE RA=1(b, 0) R*oR=1l(a,a))RoR="=4(b, b)). 


$ 11.7 Relación ancestral 


Dada una relación R como norma definidora de la estructura o pauta de relación y dados unos 
hechos de relación, aRb, bRe, cRd, etc. (extensión concretizadora de RR), definimos la relación R*, 
«ser un ancestro (en la R-serie) de» 


Definición 11.13.— Decimos que C C U es una clase hereditaria respecto de la relación KR € R (o 
clase R-hereditaria) precisamente si ocurre que 


(Vx, y EUN(xECAXRy>=>yE0), (1.7) 
lo que siendo C = [x € U : px) equivale a que 


(Vx, y EU)NÓHx AxRy => Qy). (11.8) 


Observación 11.7.0.—  Alternativamente, C es una clase R-hereditaria si, y sólo si, 
RACE E, (11.9) 
por lo que la clase Her de todas las clases hereditarias es 


Her = [CCU : (IRN(R(C) E C)). (11.10) 


Ejemplo 271 


En un árbol en el que los nodos corresponden a personas, representando la relación R «ser 


ascendiente lindante de», y siendo C la clase de las personas que hablan español, entonces si 
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x es una persona de habla española y x es ascendiente lindante de y, lo habitual es que y, 


descendiente lindante de x, también hable español. 


Definición 11.14.— Dada una relación R cualquiera, definimos dos nuevas relaciones, a partir del 
hecho de que u es un R-ascendiente de v precisamente si u tiene todas las propiedades que han 


heredado los R-descendientes de cualquier R-descendiente de v. 


o. Relación ancestral fuerte (R*): Consideramos que u es un R-ascendiente propio de v, esto es, que 


u + v, entonces, 


vRtu Ss (VO(W)(vRx=>x€C)A(Vx, y (xeCAxRy>y€eC)>uuE€ECc)). 


1. Relación ancestral débil (R*=): Consideramos la posibilidad de ser u = v, entonces, 


vRu= (vR*u) V (u = v) 
o (VO) (veCnA(Vx,y(xeCAxRy=>yE€eC)=>uE€eC)). 


Observación 11.7.1.— Estas definiciones proceden de FREGE, vía BOOLOS [159] (p. 286). Hemos de 
notar que BOCHENSKI [149] (p. 92) denomina relación ancestral a la ancestral fuerte que nota R,. En 
el libro de BOOLos también encontramos cómo demostrar a partir de ambas relaciones los prin- 
cipios de inducción débil e inducción fuerte*. Notemos finalmente que las definiciones de estas 
relaciones no pertenecen a la lógica de primer orden sino a la de segundo orden (usando las pro- 


piedades definitorias de las clases involucradas). 
Ejemplo 272 


Si Res la sucesión sucesor, ¿cuáles son R* y R*=? 


Resolución. Si R es la sucesión sucesor, entonces R* es la clase de los números mayores 


que uno dado y R*= la de los números mayores o iguales a uno dado. 


Teorema 11.8 


La relación ancestral fuerte R* es precisamente la clausura transitiva R* de R. 


Demostración. Demostremos que R* = R* por doble inclusión. 
C: Se demuestra, 


o. porun lado, que RR* es transitiva, lo cual no es complicado; 


* Cfr. infra $ 16.0 (p. 717 de esta edición) y $ 16.1 (p. 722 de esta edición). 
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1.  porotro, que R C R*, ya que si xRy, entonces y satisface cualquier propiedad R- 
heredada que satisfaga cualquier entidad x tal que aRx pues y es una de tales entida- 


des x; 


es decir, R* es una relación transitiva que incluye a R, por lo que incluye a R* por definición 
de clausura transitiva (R* es la menor relación transitiva que incluye a R), en definitiva, 
RICA 


1 


Supongamos que se satisface que vR*u y fijgémonos en una clase C particular, la clase de 
equivalencia de v por R*, C = [v]g+ = [x : vR*x] (es aceptable que nos fijemos en una 
clase particular ya que según la definición de R* —vid. supra definición 11.14.0 (p. 531 de esta 
edición)— se satisface para cualquier clase C); pues bien, de la definición de R* se deduce 


que u € C, es decir, que u € [v]r+, esto es, que vR*u; en definitiva, R* € R*. 


$ 11.8 Relación funcional 


Reseñaremos más adelante el hecho de que las correspondencias, funciones, aplicaciones y ope- 
raciones son tipos particulares de relaciones —cfr. infra $ 11.10 (p. 536 de esta edición) —. Aprendere- 


mos más sobre ellas en el capítulo 12 (p. 608 de esta edición) y siguientes. 


Definición 11.15 (Relaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas).— Sean X e Y conjuntos y R € 


X x Y una relación. Entonces, decimos que: 


o.  Resinyectiva precisamente si todo elemento del rango tiene un único origen, es decir, si, y sólo 
si, es tal que 
(Vy € ran R) (lx € dom R)(xRy), 


lo que equivale a decir que es tal que 


(Vx, y € domR)(Vz € ran R(xRz A yRz > x= y); 


1.  Ressobreyectiva (o sinónimamente, suprayectiva o exhaustiva) precisamente si ran R = Y, es de- 
cir, precisamente si todo elemento del conjunto final es imagen de algún elemento del dominio, 
esto es, si, y sólo si, 

(Vy € Y)(Ax € dom R)(xRy); 


2. Res biyectiva precisamente si es inyectiva y sobreyectiva. 
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Teorema 11.9 (Caracterización de la biyectividad) 


Sean X e Y conjuntos y KR E X x Y una relación. Se satisface que R es biyectiva si, y sólo si, 


(VWy € V Elx € dom R)(xRy). 


Actividad 11.0 


Demostremos el teorema anterior. 


Definición 11.16 (Relación funcional (o unívoca)).— Dados dos conjuntos X e Y, decimos que una 
relación R € Xx Y es una relación funcional (o sinónimamente, relación unívoca) de X en Y (oen Xx Y) 
precisamente si es tal que para cualquier x € dom R existe como mucho un y € Y tal que xRy, es 


decir, si, y sólo si, todo elemento del dominio tiene una sola imagen, en definitiva, si, y sólo si, 
(Vx € domR)(Vy,z € ranRl(xRyAxRz > y=2). 


En este caso decimos que X determina funcionalmente Y (o sinónimamente, que Y depende funcional- 
mente de X). 


SIR CE Xx X, decimos que es funcional precisamente si Ro R Cidy. 
Ejemplo 273 


o.  Larelación [(o, 0), (1, 2)) es funcional en N?. 
1.  Larelación [(o, 0), (o, 1)) no es funcional en N?. 
2.  Larelación ((m,n) € N? : n = 2m)p es funcional en N?. 


3. Dado un conjunto C, la relación [(X, Y) € 26 x 2% : X C Y], por lo general, no es 


funcional en 2, ya que un subconjunto puede serlo de varios conjuntos. 


Teorema 1110 (Composición de relaciones funcionales) 


Sean X, Y, Uy V conjuntosy R E Xx YyS C UxV dosrelaciones tales que ran R € domS, 


entonces la relación composición S o R es una relación funcional en X x V. 


Definición 11.17.— Si Ry R” son relaciones funcionales, decimos que R es una relación bifuncional 


(o sinónimamente, relación biunivoca o biyectiva parcial). 
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Teorema 11.11 (Caracterización por funcionalidad de la inyectividaad) 
Sean X e Y conjuntos y R E X x Y. Entonces, 


R es inyectiva si, y sólo si, R”* es funcional. 


Teorema 11.12 (Caracterización por inyectividad de la bifuncionalidaa) 


Una relación es bifuncional si, y sólo si, es una relación funcional inyectiva. 


Ejemplo 274 


o.  Larelación R = [(o, 0), (1,2)) es funcional —1. e., unívoca— e inyectiva en N?, i. e., por 
el teorema 11.12 (p. 534 de esta edición), es una relación bifuncional —i. e., biunívoca— 
en N* —observemos que R”* = [(o, 0), (2, 1)) es funcional en N? y que, por tanto, por el 


teorema 11.11 (p. 534 de esta edición), R es inyectiva—. 


1. La relación R = ([(0,0),(1,0)) no es inyectiva en N* —observemos que R” = 
[(o, 0), (0,1)) no es funcional en N? y que, por tanto, por el teorema 11.11 (p. 534 de es- 
ta edición), R no es inyectiva—. 


2.  Larelación ((m,n) € N? : n = 2m) es bifuncional en N?. 


Ejemplo 275 


Dado un conjunto X, la relación de identidad lx = [(x,x) : x € X] es funcional e inyectiva en 


X? —notemos respecto de lo último que /;* = lx es funcional en X”—. 


Ejemplo 276 


Dado un conjunto C, definimos la relación de pertenencia en C por €c= [(x, y) € 
C?:x € y).SeaC = [x, y, 1x), 1y),1x, y), ¿es la relación de pertenencia en C una 
relación funcional? ¿Es inyectiva? 


Resolución. Pues no, la relación de pertenencia en C no es ni funcional (pues x € 
ÍnAx € (x, yY ni inyectiva (ya quex E [x,ypA y € (x,yP) esto es, (x, [x)), 
(x,1x,yP), (y, [x, y) son pares ordenados de tal relación en dicho conjunto. De hecho, 
Ec= [(x, xP), (o lx, y Y. (y ty. (y, Lx, yp)); respecto de la no inyectividad, notemos 
que E= (xP, x), dx y) x) (My), y). (dx y), y)) no es funcional, 
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$ 11.9 Restricción y extensión de una relación 


Introducimos las nociones de relación con dominio limitado, imagen limitada y campo limitado. 


Definición 11.18.— Sea R una relación diádica definida en un superconjunto de X x Y. 


o. X 1 RHdesigna la relación limitada en su dominio al conjunto X, esto es, 


X1R=((x,y)ER:xEX)]; 


1.  R | Y designa la relación limitada en su imagen al conjunto Y, es decir, 


RIY=((xy)ER:yEeYy; 


2. X1R | Y designa la relación limitada en su dominio al conjunto X y en su imagen al conjunto Y, o 
sea, 
X1IRIY=[(xy)ER:xEXAYEY); 


3. R|X designa la relación limitada en su campo al conjunto X, a saber, 


RIX=X1RIX=[(,y)ER:x.y € Xp 


Observación 11.9.0.— Es costumbre notar X | R simplemente por R], y decir de ella que es una 
restricción de R (a X) —y análogamente, decir de R que es una extensión de R]|y (a algún super- 


conjunto de X donde esté definida R)—. 


Teorema 11.13 (Restricción y extensión de relaciones funcionales) 
O.  Larestricción de una relación funcional es funcional. 


1.  Larestricción de una relación inyectiva es inyectiva. 


2. La extensión de una relación sobreyectiva es sobreyectiva. 


Definición 11.19 (Relaciones uno/muchos a uno/muchos).—  Distinguimos cuatro tipos. 


o. Una relación de uno a muchos, notada 1 —> V (o sinónimamente, 1: N), es una relación R restrin- 
gida en su dominio a los subconjuntos unitarios, es decir, tal que 


(Vx, y € domR)(Vz € ran R(xRz A yRz > x = y). 
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1.  Unarelación muchos a uno, notada V > 1(o sinónimamente, N : 1), es una relación R restringida 


en su imagen a los subconjuntos unitarios, es decir, tal que 


(Vx € domR)(Vy,z € ran Rl(xRy AxRz > y =2). 


2. Una relación uno a uno, notada 1 > 1 (o sinónimamente, 1 : 1), es una relación restringida en su 


dominio e imagen a los subconjuntos unitarios, es decir, 


1>1=(1>V)n(V > 1). 


3.  Unarelación muchos a muchos, notada U => V (o sinónimamente, M : N), es una relación cual- 


quiera. 


Teorema 11.14 (Caracterización de una relación uno a uno) 


Res (1 => 1) si, y sólo si, R* es (1 = 1). 


Teorema 11.15 (Caracterización de una relación uno a muchos) 


Res (1 > V) si, y sólo si, Res (V => 1). 


Actividad 11.1 
Propongamos ejemplos de relaciones uno a uno, uno a muchos, muchos a uno y muchos a mu- 


chos. 


$ 11.10 Correspondencia, función, aplicación y operación 


Como es costumbre cuando se trabaja explícitamente con correspondencias, funciones y apli- 
caciones, designémoslas por f, g, h,...,envez de por R, S, T,...;las operaciones, genéricamente 


por x. 


Definición 11.20.— A una relación diádica cualquiera f C X x Y también la denominamos corres- 


pondencia de X en Y (o sinónimamente, correspondencia en X de valor en Y —o valorada en Y—). 


Definición 11.21.—  Aunarelación funcional cualquiera f € Xx Y también la denominamos función 


parcial de X en Y. 


Cuando trabajamos con funciones, en vez de escribirf EC Xx Y y(x, y) € foxfy, escribimos 
f:X — Y yf(x) = y, respectivamente. Así destacamos la posible dependencia de y —la variable 


dependiente— de x —la variable independiente—. 
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Definición 11.22.— De una relación funcional tal que domf = X —esto es, todo el conjunto 


inicial — decimos que es una función total o aplicación de X en Y. 


En algunos textos se diferencia entre función inyectiva, sobreyectiva o biyectiva y aplicación in- 
yectiva, sobreyectiva o biyectiva, reservando las denominaciones de inyección, epiyección y biyección pa- 
ra las últimas. 


Observación 11.10.0.— Sif : X — Y es una aplicación, se satisface: 
O. fesinyectiva si, y sólo si, 
(Vy € ran (Alx € XÓ(F(0O) = y), 


esto es, precisamente si 
(Vx, y € X)(H(x) = My) > x = y), 


lo que equivale por la contrarrecíproca del condicional a que 
(Vx, y EX) F y => Fx) $ fy)); 


1.  fessobreyectiva si, y sólo si, 
(VWy € Y)Ex € X)(1(x) = y): 


2. Resbiyectiva precisamente si es inyectiva y sobreyectiva, esto es, si, y sólo si, 


(VWy € VAlx € XO(f0) = y). 


Definición 11.23.— Una ley de composición interna u operación en X es una aplicación * de X x X en 
X. 


$ 11.11 Familias de conjuntos y elementos 


Definición 11.24.— Sean ly X dos conjuntos; una familia de elementos de X con conjunto de índices | es 
una relación funcional de / en X con dominio /,i. e., una aplicación de / en X. Es habitual representar 
dicha relación funcional por (x;);¿;. 
Observación 11.11.0.— Usamos paréntesis y no llaves porque puede ocurrir que x; = x¡ para ¿H j, 
esto es, los elementos pueden estar repetidos. En cualquier caso, notemos que una familia de 


elementos de X no es más que una sucesión indizada? de elementos de X. 


Definición 11.25.— Dado un conjunto /, una familia de conjuntos con conjunto de índices | es una 


relación funcional con dominio /. 


3 Cfr. infra ejemplo ?? (p. ?? de esta edición). 
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Definición 11.26.— Dado un conjunto X y un conjunto / + f, llamamos familia de subconjuntos de 
X con conjunto de índices / a toda relación funcional de / en 2% con dominio /. Como para el caso 
de elementos, también se usan paréntesis, así es habitual que representemos esta relación funcional 
por (X;)¡¿, —notemos igualmente su vista como sucesión indizada—. 

Las operaciones entre subconjuntos quedan igualmente extendidas. Dada una familia de sub- 


conjuntos de X, las siguientes son las definiciones de la unión e intersección de la familia: 


PX =1fx EX: (Vi € lx € X)) 
UX=keX: ie N(x e X)). 


¡El 
También definimos el producto cartesiano de los conjuntos de la familia, 


|] =4RCIx[)X: Vie l,impli) € X 


¡El ¡el 
Observación 11.11.1.— Como sabemos, Vi € |, Pies Una abreviatura de Vi(i € I > Pi). 
De esta definición se deriva la ya vista de producto cartesiano de un número finito de conjuntos. 
Por ejemplo, en el caso de dos conjuntos X e Y, 


Xx Y=([RC ([o,1) x (XU Y) :imp[o) € X Aimg[1) € Y) 
=[RC [10 1px(XUYV):[(xeXUY:(0x)E€ERJEXM[yEXUY:(1y) ERE Y) 
co. =f( y): xEXAyE Y). 


Definición 11.27.— Dada una familia (X;),.., de subconjuntos de X, indexada por /, decimos que 


¡cl 
una familia (x;),., de elementos de X es un sistema de representantes de (X;)¡., precisamente si Vi € 
Il, x, € X¡ —también decimos que es un multiconjunto de representantes de X en su vista como multi- 


conjunto [(x;))¡.¡—. En el caso de ser distintos los elementos x; (Vi € 1) decimos que (x;)¡., es un 


sistema de representantes distintos de la familia de conjuntos dada (también decimos que es un conjunto 


de representantes de X en su vista como conjunto [x;) ,-,; de hecho es habitual esta denominación y 


¡el 
notación aunque se repitan los elementos). 


$ 11.12 Partición 


Definición 11.28.—  Denominamos partición de un conjunto X a toda familia de conjuntos [X;) ;.., 


tal que 
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L (VWENKGFBAX CX), 
IL (VijeN(if4j=>X0NX,=0), y 
1 == 

¡el 


A cualquier subconjunto X; de la partición lo llamamos celda. 


Definición 11.29.— Sino se verifica la segunda condición, decimos que [X;),.., es un recubrimiento 
(o sinónimamente, cobertura completa) de X. En otras palabras, un recubrimiento de X es una familia 
de subconjuntos no vacíos de X tal que la unión de todos los subconjuntos pertenecientes a la familia 
esX. 


Observación 11.12.0.— Podríamos pues definir partición a partir de recubrimiento; una partición 
es un conjunto P de subconjuntos no vacíos de un conjunto no vacío X, que es recubrimiento de X 
y tal que cualesquiera dos subconjuntos distintos pertenecientes a P son disjuntos (los conjuntos 


de P son disjuntos dos a dos). 


Teorema 11.16 


Toda partición de X es un recubrimiento de X, pero no todo recubrimiento de X es una parti- 


ción de X. 


Definición 11.30.— Dadas dos particiones (resp., recubrimientos) P, y P, de un conjunto X, deci- 
mos que P, es una partición más fina (resp., recubrimiento más fino) que P, si cada conjunto de P, es un 


subconjunto de algún conjunto de P,. Una partición más fina también se conoce como refinamiento. 


Ejemplo 277 


SeñX = |x8,21,0 = Lc uk = lg, z y 4 = 12H. Entoness, Po = 1442) 88 
partición de X, mientras que P, = [Xo, X,) no es partición de X, aunque sí recubrimiento; de 


hecho, P¿ es un recubrimiento más fino que P, —ya que X. € X.y X, € X (por ser X, € X)—. 


Ejemplo 278 


Siendo X e Y dos conjuntos y designando por U, N y | la unión, intersección y di- 
ferencia de conjuntos, respectivamente, demuestre que [XA Y, X N Y, YA X] es una 


partición de X U Y (se permite que los conjuntos de la partición puedan ser f). 


A. Noes válida una demostración gráfica. 
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Resolución. Demostrar que una colección de conjuntos (So, S,,..., Si] es partición de 
un conjunto C es demostrar que los S; son subconjuntos de C, que los S; son disjuntos dos a 
dos y que la unión de los S, es C. Suele ser de interés que ninguno de los S, sea /, si bien aquí 


se permite. Estudiemos, pues, el caso que nos ocupa. 
L XXY,XNYeYA Xson subconjuntos de X U Y. 

En efecto, 

= xEXXY=>xEX [definición de] >x € XU Y [definición de U], 
"= xEXNY>xEX [definición den] > x € X U Y [definición de U], 
= xEVYNXX>xE Y [definición de] >x E XU Y [definición de Ul. 

TL. XXY,XN Ye YX X son disjuntos dos a dos. 
En efecto: 


" X1ANNAAAVN=(xNY5n(Xn Y) [definición de Y =(XNX)nN (Y n y?) 
[asociativa y conmutativa den]=XN(YN y) [idempotencia de N] = X N 4 [ley de 


complementación] = /) [ley de dominación]. 


" (AAVNON(YNX)=(Xn YB n(Y nx) [definición de Y =(XNX%)n(Yn 
Y!) [asociativa y conmutativa de N] = 4 N Y [ley de complementación] = / [ley de 


dominación]. 


" (XAVNVAWMI=(XnAVN)n(YnAD) [definición de Y =(XNXBD n (Y n Y) 
[asociativa y conmutativa de N] =(X NX?) n Y [idempotencia de n]=4N Y [ley de 


complementación] = /) [ley de dominación]. 
TL. ANAUUIA TV UY A) = AU Y, 
En efecto, demostrémoslo por doble inclusión. Sea Z = (XA Y)U(XN Y) U(YA AX. 
=  Demostremos que Z € XU Y. En efecto, 


six € Z,entoncesx € XA YoxEXNYox € YA X [definición de Ul, 
six € XA Y, entonces x € X [definición de A], de donde x € XU Y 
[definición de Ul, 
six € X N Y, entonces x € X [definición de N], de dondex € XU Y 
[definición de Ul, 
six € YX X, entonces x € Y [definición de A], de dondex € XU Y 
[definición de U!. 


= Demostremos que XU YC Z 
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six€ XUY,entoncesx € Xox€ Y, 
six € X,entoncesx € Yox É Y, 
six E Y, entonces x € X N Y [definición de N], de donde x € Z 
[definición de Ul, 
six É Y, entoncesx E XX Y [definición de 1], de donde x € Z 
[definición de Ul, 
six € Y, entoncesx€ XoxÉX, 
six € X, entonces x € X N Y [definición de N], de donde x € Z 
[definición de Ul, 
six É X, entonces x € Y Y X [definición de 1], de donde x € Z 
[definición de U!. 


Teorema 11.17 


Sean X e Y dos conjuntos, [X;),., una partición de X y (R;) , una familia de relaciones fun- 


cionales de X; en Y —(Vi € I)(R;, € X x Y)— tales que Vi € I,domR; = X;. Entonces 
R = UR, es la única relación funcional de X en Y con dominio X que satisface que Vi € l, 
¡El 


E 


Observación 11.12.1.— De interés: maneras de partir un conjunto en base a objetivos concretos. 


$ 11.13 Propiedades básicas de las relaciones diádicas 


Además de las propiedades ya vistas de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad* y funcio- 
nalidad”, en este subcapítulo y en algunos siguientes estudiamos más propiedades de las relaciones 
diádicas. 


Definición 11.31.— Sea R una relación diádica definida en X. La relación R satisface en X la pro- 
piedad de: 
o.  reflexividad (R) si, y sólo si, idx C R, en otras palabras, si, y sólo si, (VWx € X)(xRx); 


1.  irreflexividad (I) —o antirreflexividad— si, y sólo si, idx € RÚ o sea, si, y sólo si,idx N R =f, en 


otras palabras, si, y sólo si, (Vx E X)(xRx); 


2. simetría (S) si, y sólo si, R C R”*, en otras palabras, si, y sólo si, (Wx, y € X)(xRy —= yRx); 


6 Cfr. supra definición 11.15 (p. 532 de esta edición). 
7 Cfr. supra definición 11.16 (p. 533 de esta edición). 
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3.  tricotomía (To) si, y sólo si, (Vx, y € X)MxRy Y yRxY x = y); 


4. asimetría (A) si, y sólo si, R”* C RÚ osea, si, y sólo si, R € (RL) esto es, si, y sólo si, (Vx, y E 
X)xRy => yaRx); 


5.  antisimetría (An) si, y sólo si, RM R”* C idx, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)(xRy A 
yRx = x = y), es decir, si, y sólo si, (Vx, y € Xx 4H yAxRy > yaRx); 


6.  no-simetría (nS) si, y sólo si, R”* F+ R, en otras palabras, si, y sólo si, (3x, y € X)M(yRx Y xRy); 


7.  transitividad (T) si, y sólo si, Ro R € R,enotras palabras, si, y sólo si, (Vx,y,z € X)H(xRy A 
yRz > xRz); 


8.  completitud fuerte (Cf) —también llamada dicotomía, conexión o comparabilidad— si, y sólo si, RÉ € 
RT, esto es, si, y sólo si, X E RU R”, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € XN(xRy => 
yRx),lo que equivale a (Vx, y € X)NxRy V yRx). 


Teorema 11.18 


Una relación R es transitiva si, y sólo si, Vn € N, R” CR. 


Ejemplo 279 


= Reflexivaes la relación de inclusión en el conjunto potencia de cualquier conjunto; también 
lo son las relaciones < y >, en cualquier subconjunto de números reales. 


= Antirreflexiva es la relación de perpendicularidad en el conjunto de las rectas del plano; 
también lo son las relaciones < y >, en cualquier subconjunto de números reales. 


= Simétricaes la relación de paralelismo en el conjunto de las rectas del plano; también lo es 


la relación = en cualquier subconjunto de números reales. 


= Antisimétrica es la relación de divisibilidad en cualquier subconjunto de números enteros; 
también lo es la relación de inclusión en el conjunto potencia de cualquier conjunto y las 
relaciones <, >, < y >, en cualquier subconjunto de números reales. 


= Transitiva es la relación de inclusión en el conjunto potencia de cualquier conjunto; tam- 
bién lo son las relaciones <, >, < y >, en cualquier subconjunto de números reales y la 
de divisibilidad en cualquier subconjunto de números enteros; no lo es, por ejemplo, la 


relación de perpendicularidad en el conjunto de las rectas del plano. 


=  Asimétricasonlas relaciones < y >, en cualquier subconjunto de números reales; no lo es la 


relación de inclusión en el conjunto potencia de cualquier conjunto no vacío y no unitario. 
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= Larelación «ser hermano de» es antirreflexiva (nadie es hermano de sí mismo), simétrica 
(si Aes hermano de B, entonces B es hermano de A) y transitiva (si A es hermano de B, y 
B es hermano de C, entonces A es hermano de C). Esta relación es un ejemplo de orden 


parcial estricto simétrico —cfr. infra definición 11.52 (p. 568 de esta edición)—. 


= Unejemplo de relación transitiva y no tricótoma: R = X x X, con X un conjunto de más de 


un elemento. 
Ejemplo 280 


¿Es necesariamente transitiva la unión de dos relaciones transitivas? 


[PEP 26.3.2019:2a]. 


Resolución. No. Por ejemplo, sea el conjunto C = ([o,1,2,3) y las relaciones diádicas 
definidas en C: 


R= (0,1), (1,2), (0,2)), 
S = ((1,2), (2,3), (1, 3)). 
Es trivial, por definición de transitividad, que ambas relaciones son transitivas en C; sin 


embargo, su unión, 


RIIS=1(0,0 11,2) (0,2),(2,3)(1,3)), 


es una relación diádica en C que no es transitiva en C, pues x,y,z € C, tales que x está 


relacionado con y e y con z pero x no lo está con z, por ejemplo, x =0,y =1yZ = 3, ya que 
(0,1),(1,3) € RUS, pero (0,3) É RUS. 


Observación 11.13.0.— Si una relación R es transitiva en un conjunto A, entonces es frecuente en 
ciertos ámbitos decir que z depende transitivamente de x a través de y si ocurre xRy e yRz. Si 


además es funcional se habla de dependencia funcional transitiva. 
Ejemplo 281 


En un conjunto, ¿cuántas y cuáles son las relaciones a la vez simétricas y antisimé- 


tricas? 


Resolución. Sea X un conjunto. Recordemos: R es simétrica si, y sólo si, R € R”, y es 
antisimétrica si, y sólo si, RN R”* C idx. De ser simétrica, esto es, de R CR”, se sigue que 


RNR” = R, por lo que al ser antisimétrica, R C idx. En otras palabras, las únicas relaciones a 
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la vez simétricas y antisimétricas en un conjunto X son las que sus elementos sean de la forma 
(x,x), conx € X, esto es, las relaciones [(x,x) : x E SAS EXAS E M), por lo que su 
número, al formarse a partir de los subconjuntos de x salvo el vacío es 21*l — 1. Por ejemplo, si 
X = fo, 1), existen tres (2?—1 = 3): [(0,0)), [(1, 1))y [(o, 0), (1,1)),y si X = [o, 1, 2), existen 
siete (2? 1 = 7): ((0,0)), ((1,1)), ((2,2)), ((0,0), (1,1)), (0,0), (2,2)), ((1,1), (2,2)) y 
[(0,0), (1,1), (2,2)). 


Ejemplo 282 


Investiguemos las posibilidades entre ser o no ser irreflexiva y ser o no ser antisi- 


métrica. 


Resolución. Sea A = [o, 1), entonces: 
[(o, 1)) es una relación irreflexiva y antisimétrica en A; 
[(o, 1), (1, 0)) es una relación irreflexiva y no antisimétrica en A; 
= R=((0,0))esuna relación no irreflexiva y antisimétrica en A; 
[(o, 0), (0,1), (1, 0)] es una relación no irreflexiva y no antisimétrica en A. 


Deducimos que pueden darse las cuatro posibilidades, es decir, que una relación en un con- 
junto puede ser: 


=  irreflexiva y antisimétrica; 
=  irreflexiva y no antisimétrica; 


=  noirreflexiva y antisimétrica; 


= noirreflexiva y no antisimétrica. 


Actividad 11.2 
¿Ser R tricótoma equivale a (Vx, y € XxRy Ax $ y > y Rx)? 
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$ 11.14 Relaciones y operaciones de conjuntos 


Las relaciones son conjuntos. Cuando operamos entre ellas con las operaciones de conjuntos, 
¿qué ocurre? ¿Se conservan las propiedades? El siguiente teorema muestra lo que puede asegurarse 


para algunas operaciones y propiedades básicas, además de para la relación inversa. 


Teorema 11.19 (Algunos resultados sobre propiedades y operaciones) 


Sean dos relaciones diádicas P y Q. En este cuadro-resumen apreciamos la transmisión de 


las propiedades a las relaciones unión, intersección, complementaria, diferencia, diferencia 


simétrica e inversa. 


PUDO NO EE ENO AD 
R / 


$ 11.15 Descomposición por simetría de una relación diádica 


Es posible descomponer toda relación diádica R en X en dos componentes. 


Definición 11.32.— La componente asimétrica —que notamos R,— de una relación R en un conjunto 
X queda definida por 
(Vx, y E X)XxRay O xRy AyRx). 


Definición 11.33.— La componente simétrica —que notamos R¿— de una relación R en un conjunto 
X queda definida por 
(Vx, y € XxRsy > xRy A yRx). 


Definición 11.34.— La relación de incomparabilidad por R —que notamos R¡—es la relación diádica 
definida por 
(Vx, y E X)xRiy S xRy AyRx). 
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Teorema 11.20 
Se satisface: 
O. R= Ra U Rs; 


LL RÉ=RUR. 


$ 11.16 Detección matricial de propiedades de endorrelaciones 


La observación de la matriz lógica nos permite detectar algunas propiedades. Vamos a partir de 
las definiciones para encontrarlas: 


= Resreflexiva en X si, y sólo si,idx C R, es decir, si, y sólo si, todos los elementos de la diagonal 


principal de su matriz lógica Mg son unos, esto es, precisamente si m;; = 1, para todo l; 


= Resirreflexivaen X si, y sólo si,idx € RÚ, esto es, si, y sólo si,idx NR = f, en otras palabras, si, 
y sólo si, (Vx € X)(xRx), es decir, todos los elementos de la diagonal principal de su matriz 
lógica Mp son ceros, en definitiva, si, y sólo si, m¡; = O, para todo i; 


=  Ressimétrica si, y sólo si, R C R”*, en otras palabras, si, y sólo si, (VWx, y € X)lxRy > yRx), 
es decir, si, y sólo si, su matriz lógica Mp es simétrica, esto es, si, y sólo si, mi; = my, para todo 
bj 
si, y sólo si, RN R* C idx, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)xRy AyRx = x = y), 
es decir, si, y sólo si, (Vx, y E Xx 4 y AxRy > yRx); 


= Resantisimétrica si, y sólo si, RN KR” C idx, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)xRy A 
yRx = x = y), es decir, si, y sólo si, (Vx, y € Xx + y AxRy > y Rx), en definitiva, si, y 
sólo si, en su matriz lógica Mp ocurre que para todo i, j,coniF j, m¡j = 00m =0; 


= Resasimétricasi, y sólo si, es irreflexiva y antisimétrica, es decir, si, y sólo si, m;¡; = O, para todo 


i, y paratodoi, j,coni F+ j, m;¡¡=00 my =0; 


= Restransitiva si, y sólo si, Ro R C R, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx,y,z € X)HxRy A 
yRz => xRz), es decir, si, y sólo si, para todos los elementos no nulos del cuadrado Mf de su 
matriz lógica Mr, el elemento correspondiente de esta última es un uno, en definitiva, si, y sólo 
si, Vi, j, mi FO => mi FO; 


= Resconexa (fuertemente completa) si, y sólo si, RU CR”, esto es, si, y sólo si, M' — M' > 0, 
donde M” es la traspuesta de M y MÉ se construye a partir de M intercambiando los ceros con 


los unos. 
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$ 11.17 Detección de propiedades de relaciones en sus digrafos 


La observación del digrafo nos permite detectar algunas propiedades. 
= Resreflexiva si, y sólo si, todos los vértices del digrafo Gr tienen un bucle. 
= Resirreflexiva si, y sólo si, ningún vértice de su digrafo Gp tiene un bucle. 


= Ressimétrica si, y sólo si, sucede en su digrafo Gr que (x, y) es una arista si, y sólo si, (y, x) es 


una arista. 


= Resantisimétrica si, y sólo si, sucede en su digrafo Gr que para cualesquiera x + y, si(x, y) es 


una arista, entonces (y, x) no es una arista. 


= Restransitivasi, y sólo si, sucede en su digrafo Gp que para cualesquiera x, y, z,si(x, y)e(y,z) 


son aristas, entonces (x, z) es una arista. 


$ 11.18 Más propiedades de las relaciones diádicas 


Definición 11.35.— Decimos que una relación diádica R € X x X satisface en X la propiedad de 


ser: 


O. negativamente asimétrica si, y sólo si, REC R”, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx,y € 
X)NxRy => yRx); 


1. asimetría fuerte (Af) si, y sólo si, R € (Ry REC RT, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € 
XI(xRy => yARx) A (x=Ry => yRx)), lo que equivale a (Vx, y € X)l(xRy Y yRx); 


2. negativamente transitiva si, y sólo si, Ro REC Ren otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y,z € 
XMOARyAyaRz => xaRz); 


3. serial (Se) si, y sólo si, (Vx € X)(4y € X)(XRy); 
4.  euclidea (E) si, y sólo si, (Vx, y, z E XM(xRy AxRz > yRz); 


5. completa (C) —también llamada semiconexa— si, y sólo si, RU C RAUI1dx, esto es, si, y sólo si, 
(idx)" € RUR”, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)(x + y > xRy V yRx), es decir, 
si, y sólo si, (Vx, y E Xx E y AxRy > yRx); 


6. circular (Ci) si, y sólo si, (Vx, y, z € XN(xRy A yRz => zRx); 


7.. actclica (Aci) sí, y sálo sí, (Vi > O) VXo Ms c E AD ADGRAA AGREGA NARRAN 
RO): 
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Con el siguiente teorema iniciamos una colección de interrelaciones —cfr. v. gr. JANSANA [160] 
(p. 58); Ríos INSÚA, BIELZA LOZOYA y MATEOS CABALLERO [161] (p. 32); MOSTERÍN [162] (p. 199)— entre 
algunas de las propiedades listadas en las definiciones de este capítulo. 


Teorema 11.21 (Algunas relaciones entre las propiedades, l) 
Sea R una relación diádica definida en un conjunto no vacío X, entonces: 
a. si Res reflexiva, entonces R es serial; 
b. si R es irreflexiva, transitiva y fuertemente completa —esto es, si R es un orden total 
estricto—, entonces R es negativamente transitiva; 
si R es reflexiva y euclidea, entonces R es simétrica y transitiva (R es de equivalencia par- 
cial) —y como es reflexiva, resulta que R es una relación de equivalencia—; 
si R es simétrica y transitiva —esto es, si R es de equivalencia parcial—, entonces R es 
euclidea; 
si R es reflexiva, entonces ser R euclidea equivale a ser R simétrica y transitiva (ser R de 
equivalencia parcial); 
si Res simétrica y euclidea, entonces RR es transitiva; 
si Res simétrica, entonces ser R euclidea equivale a ser R transitiva; 
si R es simétrica, transitiva y serial —esto es, si R es serial y de equivalencia parcial—, 
entonces RR es reflexiva; 
si Res tricótoma, entonces R es asimétrica; 
R es asimétrica si, y sólo si, R es irreflexiva y antisimétrica; 
R es asimétrica y fuertemente completa si, y sólo si, R es fuertemente asimétrica; 
si Res asimétrica y negativamente transitiva —esto es, si R es una relación de preferencia 
estricta (un orden débil estricto) —, entonces R es transitiva; 
. si Res transitiva, entonces ser R asimétrica equivale a ser R irreflexiva; 
R es fuertemente completa, si, y sólo si, R es reflexiva y completa; 


R es fuertemente completa si, y sólo si, RÚ es asimétrica; 


R es completa si, y sólo si, RÚ es antisimétrica; 


si R es simétrica y transitiva —esto es, si R es de equivalencia parcial—, entonces R es 
circular; 

si Res reflexiva y circular, entonces R simétrica y transitiva (R es de equivalencia parcial); 
R es reflexiva, simétrica y transitiva (R es de equivalencia) si, y sólo si, R es reflexiva y 


circular. 
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$ 11.19 Otras propiedades 
Definición 11.36.— Dado un conjunto X, decimos que una relación diádica R satisface en X la pro- 
piedad de: 


O.  idempotencia (Id) si, y sólo si, Ro R = R, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y,z € X)xRy A 
yRz > xRz); 


1.  intransitividad (iT) si, y sólo si, (Vx, y,z € X)JxRy AyRz => xR2); 


2. dirección (Di) si, y sólo si, X € Ro R”, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)(3z € 
XMZRx AzZRy); 


3.  contradirección (Cdi) si, y sólo si, X C R”* o R, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)(3z € 
XNAXRZA yRz); 


4.  proyección*(E) si, y sólo si, (Vx, y,z € XM(xRyAxRz => y =Z2); 
s. proyección X* (Fc) si, y sólo si, (VWx € X)(Bly € X)(XRy); 
6. asignación (As) si, y sólo si, (Vx, y,z € XMyRxAzRx => y =2); 


7. — densidad débil (D) si, y sólo si, R EC Ro R, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)xRy => 
(2z € XMXRz AzZRy)); 


8. ser débilmente dirigida (Dd) si, y sólo si, (Vx, y,z E XM(xRyAxRz > (3t € XNyRtAzRt)); 
9.  completitud débil (Cd) si, y sólo si, (Vx, y,z € X)xRyAxRz => yRzVzRyVy=2); 

10. FERRERS (Fe) si, y sólo si, (Vx, y,z,t € X)MxRy AzZRt => xRtV zRy); 

11. semi-transitividad (sT) si, y sólo si, (Vx, y,z € XNxRy AyRz > (3t € X)(xRt V tRz)); 

12. cuasitransitividad (cT) si, y sólo si, R, —su componente asimétrica— es transitiva; 

13. trivialidad (Tr) si, y sólo si, X C R, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X)(xRy); 

14. vacuidad (V) si, y sólo si, X C RÉ, en otras palabras, si, y sólo si, (Vx, y € X/(xRy). 
Observación 11.19.0.— Jesús MOSTERÍN [162] (cap. 10) discute la relación entre las propiedades de 
proyección y asignación, las posibles definiciones de composición de relaciones diádicas, las con- 
secuentes definiciones de función y la relación de todo ello con nuestro lenguaje natural. Si Ro S 
se define como (Va, b € C)(a(R o S)b > (3c € Cj(aSc A cRb) —en desacuerdo con nuestro len- 
guaje natural (sea por ejemplo R «ser hermano de» y S «ser padre de», queriendo Ro S expresar 
la relación «ser tío de», que en nuestro lenguaje natural significa «ser hermano del padre de» )—, 


entonces, para funciones, (fog)(x) = f(g(x)) —de acuerdo con nuestra intuición matemática—; sin 
embargo, si Ro S se define como (Va, b € Cl(a(RoS)b > (3c € Cl(aRcA cSb) —de acuerdo con 
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nuestro lenguaje natural —, entonces, para funciones, (f o g)(x) = g(f(x)) —en contra de nuestra 
intuición matemática. Esperando que nos haya interesado esta pequeña reseña, aprenderemos 


más estudiando el mencionado capítulo 10 de [162]. 


Teorema 11.22 (Algunas relaciones entre las propiedades, 1!) 
Sea R es una relación diádica definida en un conjunto no vacío X, entonces: 


s. si Resintransitiva, entonces R es irreflexiva; 


t. si Restrivial, entonces R es fuertemente completa. 


$ 11.20 Estructuras relacionales diádicas: géneros destacados 


En la familia de relaciones diádicas destacamos dos géneros, las clasificaciones y las ordenacio- 
nes. En el primero, destacamos dos especies, las equivalencias y las tolerancias (también llamadas 
compatibilidades); en el segundo, los órdenes y las preferencias. Esto es, 


- clasificaciones: 

- equivalencias, y 

- tolerancias (compatibilidades); 
- ordenaciones: 

- Órdenes, y 

- preferencias. 


De ellas hablamos en los artículos siguientes. 


$ 11.21 Relación de equivalencia 


$ 11.21.0 Concepto 


La simetría parece la base de cualquier relación precisa de clasificación: dadas dos entidades E 


y F, si E se clasifica en la misma clase que F, parece lógico que F se clasifique en la misma clase que 
Es 


Definición 11.37.— Decimos que R C X x X es una relación de adyacencia en X precisamente si R 


es simétrica e irreflexiva en X. 
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Ejemplo 283 


Dado un conjunto X, las siguientes dos relaciones son de adyacencia en 2%, esto es, si cumplen 
las condiciones exigidas los subconjuntos se clasifican en la misma clase. En su representación 
como grafos no dirigidos (por ser simétricas), éstos no tienen bucles. Definimos estas relacio- 
nes, VU, V € X, por: 


o. URAV si, y sólo si, JUN V] =|WA U| = 1; 


1. URyV si, y sólo si, JUN V| —|VX U| = +1. 


La transitividad, añadida, implica que estas clases sean disjuntas. Las relaciones reflexivas de 
clasificación (cfr. Fig. 11.5), esto es, las relaciones transitivas, simétricas y reflexivas, son conocidas co- 


mo equivalencias. 


Observación 11.21.0.— De nuevo, pensemos en la no importancia de la reflexividad, al menos sin 
completitud o serialidad. Observemos, por ejemplo, el siguiente razonamiento erróneo: «Sea R una 
relación simétrica y transitiva en X. Sean x, y € X tales que xRy. De la simetría de R deducimos 
que yRx. Luego, xRy A yRx. De la transitividad de R resulta que xRx. Por tanto, la relación R es 


reflexiva en X.» —cfr. ALONSO JIMÉNEZ, BORREGO DÍAZ, PÉREZ JIMÉNEZ y RUIZ REINA [142] (pp. 36) —. 


Definición 11.38.— Decimos que R € X x X es una relación de equivalencia parcial (abreviadamente, 
EQ o PER) en X precisamente si R es simétrica y transitiva en X. También decimos entonces que X 


es un conjunto parcialmente clasificado por R o que (X; R) es un conjunto parcialmente clasificado. 


Definición 11.39.— Decimos que R C X x X es una relación de equivalencia (abreviadamente, EQV) 
en X precisamente si es una relación de equivalencia parcial reflexiva, esto es, si, y sólo si, es reflexiva, 
simétrica y transitiva en X. De un par de elementos de X relacionados por una tal R decimos que 
son equivalentes, y dependiendo de las circustancias también decimos que son semejantes, congruentes 
o isomorfos. También decimos entonces que X es un conjunto clasificado por R o que (X; R) es un 


conjunto clasificado. 


Designaciones frecuentes por las que se expresa una relación de equivalencia y por tanto, la equi- 


valencia de dos elementos, sonx =y,x Y Y,XE Yy,xX=UYxXxoOyxey. 
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Ejemplo 284 


Sea C un conjunto y R una relación diádica definida en C. Consideremos las pro- 
piedades ser R sobreyectiva —(Vy € C)(2x € C)l(xRy)—y ser euclidea —(Va, b, c € 
CjlaRbAaRc => bRc)—. Demostremos que: 

o. si Resuna relación de equivalencia en C, entonces R es sobreyectiva y euclidea en 

Es 
1. recíprocamente, toda relación que sea sobreyectiva y euclidea en C es de equivalen- 

cia en C. 


[PEP 10.4.2019:2b]. 


Resolución. 


o. Enefecto, 


= por ser R reflexiva, se tiene que Vy € C, yRy y por tanto, se satisface que R es 
sobreyectiva en C (x es el propio y); 


= porotrolado, por ser R simétrica, de (xRy AxRz) se sigue (yRx AxRZz) y de éste, 
por ser transitiva, (y Rz), por lo que R es euclidea en C; 


1.  enefecto, veamos que R es reflexiva, simétrica y transitiva en C: 


=  porser R sobreyectiva en C, tenemos que Vy € C,3x E C,xRy, entonces, ser 
euclidea en C, de tener xRy A xRy, se sigue que yRy y por tanto, que R es reflexiva 
enC; 


= supongamos que xy, como es reflexiva, se tiene x/Rx, entonces por ser euclidea, 
yRx y por tanto, R es simétrica en C; 


=  sixRyAyRz, entonces, por ser simétrica, se tiene que yRx A yRZz, y de aquí, por 


ser euclidea, se tiene que xRz y por tanto, que R es transitiva en C. 


Teorema 11.23 


La relación de equivalencia más pequeña (abreviadamente, SER), en el sentido de la inclusión, 
en un conjunto X, esidx. 


Teorema 11.24 


La relación de equivalencia más grande (abreviadamente, GER), en el sentido de la inclusión, 


en un conjunto X es el producto cartesiano X x X. 
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$ 11.21.1 Clase de equivalencia 


Definición 11.40.— Sea (X; R) un conjunto clasificado. Llamamos clase de equivalencia (o sinónima- 


mente, conjunto de elementos equivalentes) de un elemento x € X ala imagen de [x) por R?, esto es, 
lx]e =1ly EX: (xy) ER) 


es decir, al conjunto de todos los elementos de X relacionados con x —siendo también notaciones 


habituales imr(x), R(x) y XF—. 


Teorema 11.25 
Si (X; R) es un conjunto clasificado, entonces toda clase de equivalencia generada por Ren X 


es no vacía, lo cual, expresado en lenguaje matemático es: 


si (X; R) es un conjunto clasificado, entonces (Vx € X)([x]r $ 0). 


Demostración. Dadox € X, [x]r = [y € X : (x, y) € R];como R es una equivalencia, R 


es reflexiva, es decir, (x, x) € R, de donde por definición de [x] 2, se tiene que x E [x]2 y por tanto, 
[xl EY. 


Una vez demostrado que no son vacías, en cada clase de equivalencia destacamos un elemento 


X|x]p al que denominamos representante de la clase. Este elemento sirve como identificador de la clase. 


Ejemplo 285 


En el conjunto Z de los números enteros, se define la relación diádica R:Vx, y € Z, 
xRy ox =y=x-=y. 
O. Demostremos que R es una relación de equivalencia en Z. 
1.  Utilicemos la definición de clase de equivalencia para encontrar todos los números 


enteros pertenecientes a la clase de equivalencia de a € Z. 


[EFE 29.6.2018:2], [EFE 19.1.2023:3], [EFO 24.5.2023:3]. 


Resolución. Recordemos que decimos que una relación es de equivalencia en un conjun- 


to precisamente si es reflexiva, simétrica y transitiva en dicho conjunto. 


al IL Vx€EZ,x?-x? =x-— x, ya que ambos son iguales a cero, por lo que Vx € Z, xRx, 
esto es, R es reflexiva en Z; 


? Cfr. supra definición 11.8 (p. 520 de esta edición). 
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Il. Vx, y €Z,x*—y?=x-—y “e y?-x? = y —x [multiplicando ambos miembros de 
la igualdad por (—1)], por lo que (Vx, y € Z) (xRy => yRx), esto es, [Res simétrica 
enZ; 

MT. (VWx,y 2 €Z)(*-y?.=x-yAy?-2=y-=z>x*-z?*=x-—2z)![sumando 
miembro a miembro], por lo que (Vx, y,z € Z) (xRy AyRz = xRZ), esto es, R 
es transitiva en Z. 


Luego R es una relación diádica de equivalencia en Z. 


1. VaeZ, 
[a] =[(x€Z:0?-x*=a-—x) 
=1x€Z:x*-x-a*+a=0) 
=(a,1- a), 
ya que de serx = (1+ y1+ 40? — 40)/2 = (1+-y/(Qa-—1))/2 = (1 (20 — 1))/2, 


se siguen dos soluciones enteras, simples y distintas, a saber, xy = 20/2 = a4yx = 
(2—2a0)/2=1-a. 


Solución. — Para todo número entero a, sólo dos números enteros pertenecen a la clase de 


equivalencia de a según la relación R, a saber, ay1— a. 


Observación 11.21.1.— Al hacer el apartado 1 hemos demostrado que (Vx, y E Z), (xRy > x = 
yYx=1- y). 


Observación 11.21.2.— Es posible que hubiésemos simplificado la definición de la relación, direc- 
tamente, al comienzo (de paso, veamos otra vía, sin necesidad de resolver la ecuación de segundo 
grado), (Vx, y € Z): 


xRyeox—y=x-y 
e (x= yW(x+y)=x=y 


Sox=yYx+y=L 


Teorema 11.26 


Si (X; R) es un conjunto clasificado, entonces todo elemento de X pertenece a una única clase 


de equivalencia, lo cual, expresado en lenguaje matemático es: 
si (A; R) es un conjunto clasificado, entonces (Vx € A)(3la € A)(x € [a]r). 


Demostración. Esta es una demostración de existencia y de unicidad —cfr. supra $ 7.1 (p. 415 de esta 


edición) y $ 7.2 (p. 417 de esta edición)—. 
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O. Existencia: 
Veamos que Va € A, existe al menos una clase de equivalencia a la que pertenece. En efecto, sea 
[a]r = (x E A: (x, a) € R)ycomo Res una equivalencia, Res reflexiva, es decir, (a, a) € R, 


de donde de la definición de [a] x, se sigue que a € la]z. 


1.  Unicidad: 
Razonemos por reducción al absurdo. Sea a € A perteneciente a dos clases de equivalencia 
distintas, [x]g e [y]; vamos a demostrar que, entonces, |[x]? = [y]r. Lo hacemos por doble 
inclusión. Veamos que |x]+ € ly]r. En efecto, sea t E [x]g. Por un lado, por definición de 
clase de equivalencia, tRx, como a € |x|, aRx, como R es de equivalencia, R es simétrica 
y transitiva, por ser simétrica, xRa y por ser transitiva tRx AxRa —= tRa; por otro, como 
a € [y]r, aRy y, entonces, por transitividad de R, tRa A aRy => tRy, esto es, t E [y]r. 
De manera similar podríamos demostrar que [y]? C [x]r, por lo que se tiene la igualdad. De 


este modo, hemos deducido una fórmula insatisfactible, a saber, ([x]r + [y]r) A ((x]e = [y]r), 
por lo que por reducción al absurdo, es cierto que a € A => a pertenece a una única clase de 


equivalencia. 


Observación 11.21.3.— Esta demostración justifica la definición de relación de equivalencia. En la 
demostración hemos necesitado las tres exigencias, ser reflexiva, simétrica y transitiva, ni una más 


ni una menos. 


Teorema 11.27 
Si (4; R) es un conjunto clasificado, entonces elementos de A equivalentes por R generan cla- 


ses de equivalencia idénticas, lo cual, con signos lógico-matemáticos, es: 


si (A; R) es un conjunto clasificado, entonces (Va, b € AJ(aRb => [a] = [b]r). 


Demostración. Demostremos que [a]; = [b]z por doble inclusión. 


€: x € la] => xRa y como aRb, por transitiva, xRb, de donde, x € [b]r, esto es, [a]g € 
[b]r. 


pS 


x E [bj > xRb y como bRa (por ser simétrica, de aRb), por transitiva, xRa, de donde, 


x € [a]r, esto es, [a] > [b]r. 


$ 11.21.2 Conjunto cociente y conjunto de representantes 


Definición 11.41.— Sea (X; R) un conjunto clasificado. Llamamos conjunto cociente de la relación R 


en X, y notamos X /R, al conjunto de todas las clases de equivalencia. 
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Teorema 11.28 


La familia de los representantes de las clases de equivalencia (x(x]+)(4)2ex/2 es UN conjunto de 


representantes de X —vid. supra definición 11.27 (p. 538 de esta edición)—. 


Ejemplo 286 


Consideremos la relación R definida en Z x Z por, W(x, y) (u,v) EZ XxZ, 
Ay)R(u v) ox+v=y+u. 


O.  Demostremos que R es una relación de equivalencia en Z x Z. 
1. Determinemos el conjunto cociente Z X Z/ p y representémoslo gráficamente. 


[EFE 17.1.2022:3], [PEP 5.4.2022:3]. Cfr. [150]: problema resuelto 4.11 (p. 151). 


Resolución. 


O. Veamos que es reflexiva, simétrica y transitiva. 


=  ResreflexivaenZ x Z;enefecto, V(x,y) EZ. x 2, 


x+Yy=y+x [conmutativa de + en Z] 
> (x,y)R(x, y) [definición de R]; 


=  RessimétricaenZ x Z;enefecto, V(x, y),(u,v) EZXZ, 


(xy)R(uv) ox+v=y+u [definición de R] 
Su+y=v+x [conmutativa de + en Z] 
> (u, v)R (x, y) [definición de R]; 


=  RestransitivaenZ x Z;enefecto, V(x, y), (u,v) (z,t)€ZxZ, 


(x,y)R(u v) ox+v=y>+u [definición de R] 
(u,vV)R(zt)ou+t=v+z [definición de R] 
SOx++v+u+t=y+u+v+z [sumando miembro a miembro] 


So (x+t)+(u+v)=(y +2) +(u+v) [conmutativa y asociativa de + en Z] 
Soxt+t=y+2Z [monotonía y cancelación de + en Z] 


> (xy)R(z,t). [definición de R] 
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1. Paratodo(a,b)E€ZxZ, 


( 


Ka, bie = ((x, 
(x.y) EZxZ:y=x>+(b-—a)) [aritmética en (Z, +, -)], 


y)EZxZ:a+y=b+x)j [definición de R y de clase de equivalencia] 


de donde, por ser a y b números enteros arbitrarios, el conjunto cociente Z x Z /R esel 
conjunto infinito numerable de rectas 


LxZL/g=(y=x+n:n€Z), 
en efecto, Vn € Z, 


=  lasclases [(0,0)r = [(—1, —D)]r = [(1,D]r = (22, -2))r =>: = (—n, Mr = 
[(n, nr = +++ sonla recta y =X, 


=  lasclases |((—n,0)]g = [(o, n)]g son las rectas y =x +, 
=  lasclases [(o, —n)]r = [(n, 0)r son las rectas y =xX—n. 


Vemos parte de su representación en la figura 11.4 (p. 557 de esta edición). 


Figura 11.4.— Representación de siete de las clases de equivalencia —cuyo número es infi- 
nito numerable— de la relación de equivalencia analizada; el dibujo está ge- 
nerado con el artefacto Wolfram|Alpha (https: //www.wolframalpha.com) de 
WOLFRAM RESEARCH, con la entrada plot y=x+3, y=X+2, Y=X+1, y=xX, 


Y=x=L Y=x= 2, Y= X= 3, == x= 3,3% Y 23 


Actividad 11.3 

Sean A = [o,1,2,3) y la relación R definida en A por, Vx, y € A, 
xRy eo (x=y)V(x+y=2). 

o.  Definamos R por extensión. 
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1.  Demostremos que R es una relación de equivalencia en A. 
2.  Hallemos el conjunto cociente A eS 


[PEP 14.4.2023:3]. Cfr. [146]: trabajo práctico 111 3.27 (pp. 99 y 428). 


$ 11.21.3 Aplicación natural 


Definición 11.42.— Sea (X; R) un conjunto clasificado. Llamamos aplicación natural (o sinónima- 
mente, aplicación canónica) a la aplicación n : X — X /R, definida en X por n(x) = [x]k, esto es, la 


imagen de cada elemento es su clase de equivalencia; en algunos textos se designa por 7. 
Ejemplo 287 


Demostremos que la aplicación natural es, en efecto, una aplicación que, además, 
es sobreyectiva y no inyectiva. 


Resolución. En efecto, 
o.  elteorema 11.26 (p. 554 de esta edición) demuestra que es aplicación; 


1.  elteorema 11.25 (p. 553 de esta edición) demuestra que es sobreyectiva, y 


2.  elteorema 11.27 (p. 555 de esta edición) demuestra que no es inyectiva. 


Definición 11.43.— Toda función f : X —> Y determina una relación de equivalencia =—, en X, 
definida por x —+ y si, y sólo si, f(x) = f(y), esto es, si, y sólo si, F(x) — F(y) = o (“ses conocida 
como núcleo de f y usualmente se la designa por ker f —notemos que si f es una aplicación lineal, 
esta definición queda x «+ y si, y sólo si, f(x — y) = o por lo que su núcleo puede describirse como 
el subespacio vectorial kerf = [x € X : f(x) = 0). 
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Teorema 11.29 


Es posible descomponer fcomof =iogon: 


O A ES 


bo 


od E O 


donde: 

- nes la aplicación natural, sobreyectiva, definida, como sabemos, por n(x) = [x]ker, 

- g esla aplicación biyectiva definida por g([x]kers) = f(x), e 

- ¡esid;(x), la aplicación identidad en f(X), esto es, la aplicación inyectiva definida por i(x) = 


Xx. 


$ 11.22 Clasificar es particionar, y recíprocamente 


Teorema 11.30 


Si (X; R) es un conjunto clasificado, entonces X /R,es una partición de X. 


Es por esto por lo que decimos que R clasifica los elementos de X y que X /R es una clasificación 


de X. De hecho, a las particiones también las denominamos clasificaciones. 
Ejemplo 288 


Pensemos en el conjunto B de todas las bolas blandas de colores que llenan una piscina. Son de 
tres colores, rojo, verde y azul. Consideremos la relación diádica «ser del mismo color que». Esta 
relación es de equivalencia en B. Imaginemos ahora que reunimos las bolas del mismo color 
en bolsas. Tenemos así la bolsa de bolas de color rojo, la bolsa de bolas de color verde y la bolsa 
de bolas de color azul. Elegimos una bola de cada bolsa y la adherimos por fuera con el objetivo 
de que cada bolsa quede identificada. Cada una de estas bolsas es una clase de equivalencia y la 
bola que la identifica su representante canónico. La reunión de las tres bolsas es el conjunto cociente 
de la relación. La colección de las tres bolas identificativas es un conjunto de representantes de B 


—vid. supra definición 11.27 (p. 538 de esta edición)—. 


Hemos visto cómo una relación de equivalencia determina una partición en un conjunto. Vea- 
mos ahora que el recíproco también es cierto, toda partición en un conjunto determina una relación 


de equivalencia en dicho conjunto. 
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Teorema 11.31 


Sean X un conjunto no vacío y P una partición de X, entonces la relación R definida en X por 


xRy o (ISEPMXESAYES), 


para cualesquiera x, y de X, es una relación de equivalencia en X —cuyo conjunto cociente es 
Pp 


En palabras llanas, tener una relación de equivalencia definida en un conjunto es tener una par- 
tición de éste y, recíprocamente, tener una partición de un conjunto es tener una relación de equiva- 


lencia en él. 


$ 11.23 Relación de tolerancia 


Auna relación simétrica y reflexiva, a veces, se le llama relación de tolerancia (o sinónimamente, 
relación de compatibilidad o relación de cercanía”. En ellas, al no exigir que sean transitivas, se permite 
que un elemento sea clasificado en más de una clase. En determinados ámbitos, a una relación de 


tolerancia transitiva, esto es, a una equivalencia, se la conoce como relación de indiscernibilidad. 


Definición 11.44.— Sean X un conjunto y R una relación diádica en X. Decimos que R es una rela- 


ción de: 
= tolerancia en X si, y sólo si, R es reflexiva y simétrica en X; 


= dependencia en X si, y sólo si, X es un conjunto finito. 


Definición 11.45.— Sean un conjunto no vacío X y una relación de tolerancia R en X. Llamamos 
clase de tolerancia (o sinónimamente, conjunto de elementos compatibles/parecidos/semejantes/similares) a 
todo subconjunto S de X tal que Vx, y € S,xRy (comparemos esta definición con la de clase de 


equivalencia”). 


Observación 11.23.0.— El conjunto vacío es una clase de tolerancia ya que Vx, y € MM, xRy es ver- 


dadero (por vacuidaad]). 


Definición 11.46.— Llamamos clase maximal de tolerancia a toda clase de tolerancia que no está con- 


tenida en ninguna otra clase de tolerancia. 


19 Una relación diádica reflexiva y simétrica, a veces aparece en la literatura con el nombre de (relación de) parecido. 
Claro que también nos la encontramos con el nombre de semejanza —cfr. v. gr. KAUFMANN, DUBOIS y COOLs [163] (p. 34, 
de la edición española). También apareció con el nombre de similitud en la tesis doctoral de quien escribe, LEÓN ROJAs [1] 
(definición 48, p. 95). 

= Vid. supra definición 11.40 (p. 553 de esta edición). 
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Observación 11.23.1.— = En algunos textos las clases de tolerancia y las clases maximales 
de tolerancia aparecen denominadas como preclases de tolerancia y clases de tolerancia 


—preclases maximales—, respectivamente. 


= Pensemos que diversas relaciones de parecido, semejanza, proximidad, amistad, vecindad, 
grupales, gremiales, podrían modelizarse como relaciones de tolerancia —siempre que admi- 


tamos que son reflexivas; a modo de ejemplo, que toda persona es amiga de sí misma—. 


Definición 11.47.— Llamamos espacio de tolerancia al conjunto de todas las clases maximales de to- 


lerancia. 


Teorema 11.32 
Dada una relación de tolerancia R en un conjunto no vacío X, el espacio de tolerancia es un 


recubrimiento de X. 


Teorema 11.33 


Dado un recubrimiento C de un conjunto no vacío X, entonces la relación R definida en X por 


(Vx, y EX MxRy o (1SEC(xESAYES)), 


es una relación de tolerancia en X (cuyo espacio de tolerancia es C). 


Observación 11.23.2.— mm Como toda partición es un recubrimiento, todo conjunto cociente es 


un espacio de tolerancia. 


= Como notodo recubrimiento es una partición, no todo espacio de tolerancia es un conjunto 


cociente. 
Definición 11.48 (Métrica de Hamming).— Dadas dos palabras finitas x = X.X....Xp-1€ = 
Yoy1 -- - Yg—1, de longitudes |x| = pe ly] = q, la distancia de Hamming entre ellas viene dada 


por 
du(x,y)=S Kie fo,... mín(p-1,q-1):m¡3%n;¡))| + máx(p, q) — mín(p, q). 


La distancia de Hamming es una métrica”. Si |x| = |y|, esto es, si xe y son de la misma longitud, la 
distancia de Hamming entre ellas es el número de posiciones en las que los símbolos correspondien- 
tes son diferentes. 


2 Cfr. supra definición 10.22 (p. 492 de esta edición). 
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Ejemplo 289 


Sea C un conjunto de palabras. Sea R la relación diádica definida en C por 
xRy > du(x, y) < 3. 


o.  Estudiemos si R satisface o no las propiedades reflexiva, simétrica, antisimétrica, 
transitiva y conexa (fuertemente completa) y digamos qué tipo de relación es y por 
qué lo es. 

1.  Proporcionemos un ejemplo de conjunto C y considerando R actuando en él, ha- 
llemos, bien las clases de tolerancia y las clases maximales de tolerancia, bien las 
clases de equivalencia, bien dibujemos un diagrama de Hasse, dependiendo de que 
R sea, respectivamente, una relación de tolerancia, una relación de equivalencia o 


una ordenación en C. 


[AIC 10.4.2019:2b], [EFO 20.5.2022:3], [EFE 28.6.2023:3]. 


Resolución. 


O. I. Dadas cualesquiera tres palabras finitas de igual longitud, x, y, z, entonces: 


o. dy(x,x) = O pues cuando comparamos x con x los símbolos son iguales en 


todas las posiciones y como O < 3, se tiene que R es reflexiva; 


1.  dy(x, y) denota el número de posiciones en los que los símbolos correspon- 
dientes en las dos palabras son distintos, pero esto da igual tener x y comparar 
con y que tener y y comparar con x, esto es, dy (x, y) = du(y, x), por lo que 
si uno es menor o igual que tres, el otro, que es el mismo, también, luego R es 


simétrica; 


2.  noesantisimétrica pues es posible proporcionar un contraejemplo, por ejem- 
plo, si x es la palabra o e y la palabra 1, dy (x, y) = du(y,x) = 1< 3, por lo 
que xRy e yRx, y sin embargo, x + y; 


3.  tampocoestransitiva, pues, por ejemplo, si x, y y z son las palabras 0000, 0111 
y 1111, respectivamente, se tiene que dy (x, y) = 3 < 3 y, por tanto, que xRy, y 
que dy (y,z) =1< 3 y, por tanto, que yRz; sin embargo, dy(x,z) =4 3, 


esto es, que xaRZz, y 


4. finalmente, no es conexa (fuertemente completa) ya que como sobre los elemen- 


tos de C sólo sabemos que son palabras, podría haber palabras cuya distancia 
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de Hamming fuese mayor que 3, y que, por tanto, no estuviesen relacionadas 
(por ejemplo, las palabras 0000 y 1111, cuya distancia de Hamming es 4), y tam- 
bién podría haber palabras no finitas o de longitudes diferentes, que tampoco 


estarían relacionadas. 
II. Se trata de una relación de tolerancia, esto es, una relación simétrica y reflexiva. 


1.  Larelación R actuando en C = ([o00o, 0111, 1111) induce las siguientes clases de toleran- 
cia: V, [ooo00), fo111), [1111), foooo, 0111) y [o111, 1111). Dos de ellas no están contenidas 
en ninguna otra clase de tolerancia —la razón la expusimos anteriormente en la discu- 
sión de la transitiva—, son las clases maximales de tolerancia: [oooo, 0111) y (0111, 1111). Su 
conjunto, [foooo, 0111), [o111, 1111)), es el espacio de tolerancia de R que, por cierto, es un 


recubrimiento de C. 


Observación 11.23.3.— Que una relación sea simétrica no implica que no sea antisimétrica (ni que 
fuese antisimétrica implicaría que no fuese simétrica). Por ejemplo, además del ejemplo trivial de 
la relación vacía, simétrica y antisimétrica a la vez, si S es la relación de igualdad en Z, esto es, 
S = [(x, y) € Z? : x = y), entonces cualquier subconjunto de $, es decir, cualquier elemento de 


su conjunto potencia 2?, es una relación simétrica y antisimétrica en Z. 


$ 11.24 Clausuras 


¿Cómo podríamos completar una relación de tolerancia para que fuese transitiva, esto es, para 


que fuese una relación de equivalencia? 


Además, ¿cómo podríamos hacerlo para que encontrásemos la menor —respecto de la inclusión 
de conjuntos— relación de equivalencia que contiene a una relación de tolerancia dada? 


Aún más, ¿cuál es la menor relación de tolerancia que incluye a una relación dada? ¿Y la menor 
relación de equivalencia? 


Este hecho de completar una relación diádica en un conjunto que no satisfaga una o varias de- 
terminadas propiedades de forma que acabe satisfaciéndolas se llama cerrar o clausurar la relación para 


esas propiedades. 


Definición 11.49.— Supongamos que una relación R definida en un conjunto X pueda satisfacer o 
no una determinada propiedad P. Si existe una relación S definida en X que satisface la propiedad 
P, que contiene a R y que es subconjunto de cualquier relación que satisfaga P y que contenga a R, 


entonces decimos que $ es el cierre o clausura de R respecto de P. En definitiva, si genéricamente 
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clp R la designa y si 5 € X x X, entonces 


S=dpR SPSAMRES)A(VWS ECXxXN(PSARCES)>SCS”. 


Teorema 11.34 

Se satisface: 

o.  Sesla clausura reflexiva de R € X? si, y sólo si, S = RU((x,x) : x € X], esto es, preci- 
samente si S = RU lx —es decir, para hallar la clausura reflexiva de una relación basta 
añadirle los pares ordenados de componentes iguales—; notamos la clausura reflexiva de 
R por R=; 

S es la clausura simétrica de R € X? si, y sólo si, S = RU((y,x) : (x,y) € R], esto es, 
precisamente si S = RU R””; notamos la clausura simétrica de R por R? o R”; 
R* esla clausura transitivade R C X?si, y sólosi, R* = |) R', siendo R' = RyVi € Z*, 


¡ez + 


R=SROS Rs X=, R?=L)R=. 
í=1 


Observación 11.24.0.—  Notemos que como corolario del teorema anterior se definen nuevas clau- 


suras y se satisface: 


O. IXURUR”7 es la clausura reflexiva y simétrica de R, que notamos abreviadamente por R*; 
se satisface que RS = (R=F)" = (R”)7; en el sentido de la inclusión de conjuntos, es la menor 


relación de tolerancia que contiene a R; 


1.  IxURY* esla clausura reflexiva y transitiva de R —designando lx por R“, la clausura reflexiva 
y transitiva es |] R' que abreviamos RF (en determinados entornos también se nota R*)— se 

¡EN 
satisface que RF = (R+F)= = (R=)*; en el sentido de la inclusión de conjuntos, es la menor 


relación de preorden parcial que contiene a R; 


2. RFURT es la clausura simétrica y transitiva de R; a veces, se nota RPER y REQ; se satisface 
que RPER = (R7)+ = (R+)”; en el sentido de la inclusión de conjuntos, es la menor relación de 


equivalencia parcial que contiene a R; 


3. IxURFURT esla clausura reflexiva, simétrica y transitiva de R; se nota RF o REY; se satisface 
que RS = (R=S)* = (RF)" = (RPER)=; en el sentido de la inclusión de conjuntos, es la menor 


relación de equivalencia que contiene a R. 


Recordemos que la relación unión de dos relaciones transitivas no tiene por qué ser una rela- 
ción transitiva. Como comentábamos, este resultado implica, en particular, que la relación unión de 
dos relaciones de equivalencia no tiene por qué ser de equivalencia. Así, por ejemplo, para obtener una 
relación de equivalencia a partir de la unión de dos relaciones de equivalencia, un camino consistiría en ha- 
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llar su unión y calcular la clausura transitiva de dicha relación unión; tal clausura es una relación de 


equivalencia, además, es la menor en el sentido de la inclusión de conjuntos. 


Ejemplo 290 


Sea X = [o,1,2) y sean —, y -, dos relaciones de equivalencia definidas en X tales 
que [o]... = [o,1) = [1]..., [2]... = (2), lo]... = (o) y [1]... = (1,2) = [2]... 
O. Demostremos que R =-¿ U ==, no es una relación de equivalencia. 
1.  Hallemos la relación de equivalencia más pequeña —en el sentido de la inclusión de 
conjuntos— que incluye a ambas relaciones. 


Resolución. En efecto, 


O. setienequeo -¿1y1 +, 2, por lo que, por definición de unión, oR1 y 1R2; sin embargo, 
como O y 2y 0 x, 2, igualmente por definición de unión, O7R 2, por lo que no es 


transitiva y por tanto, no es de equivalencia; 


1. construyamos la clausura transitiva de R: 

L o= ((0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,2), 

1. = 19,0) 11,0, 11,2) 12 1D), 2,2) 
II, R=R=w= Us = (0.0), (0,1), (1,0), (11),(1,2),12) 1),12,2)) 

IV. R= RioR=RoR = ([(x,z) € XxX: dy € X)IRy A yRz)) = 

[(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2, 1), (2, 2))”. 

Aunque el algoritmo de cálculo de la clausura transitiva —cfr. apartado c) del teorema 11.34 
(p. 564 de esta edición) — dice que si |X] = 3, R* = R'UR?UR?, con R? = R?oR, 
nos damos cuenta de que R? tiene 9 = 3? elementos y éste es precisamente el número 
de variaciones con repetición de 3 elementos —los de X— tomados de 2 en 2; en otras 


palabras, no existen más parejas, en R? están todas las posibles; por tanto, terminamos la 


ejecución de dicho algoritmo, obteniendo que la clausura transitiva de Res R* = RU 


R? = R?, es decir, que la relación de equivalencia que buscábamos es R?. 


Para finalizar, en el caso de la clausura transitiva, no nos olvidemos, por su interés computacio- 


nal, de los algoritmos'* para calcularla, por ejemplo, el algoritmo de FLOYD y WARSHALL”. 


B (0,2) € R? porque (o, 1) € R? y (1, 2) € R?; (2,0) € R? porque (2,1) € R?y (1,0) € R?. 
14 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Transitive_closure+*Algorithms. 
5 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Floyd-Warshall_algorithm. 
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$ 11.25 Ordenaciones 


Afirman que la esencia de la ordenación es la transitividad; otras personas insisten en que lo 
es conjuntamente con la asimetría. Por ejemplo, GALINDO [164] (p. 58) llama una estructura de orden 
parcial a un conjunto X, no vacío, entre alguno de cuyos pares de elementos se de una relación diádica 
que sea asimétrica y transitiva, y en la que hay efectivamente pares de elementos incomparables, esto es, 
(x.y E XMx A yAy 4 x). Sitúan esta estructura como el eje de las discusiones e insisten: si 


adjetivamos parcial al orden, existen elementos incomparables. 


Estructuras binarias ——————> no transitivas 


simétricas:clasificaciones 
——>> transitivas 


asimétricas:ordenaciones 


e sin pares incomparables: 
O P ordenaciones lineales o totales 


con pares incomparables: 
ordenaciones parciales 


4— 


Figura 11.5.— Principales estructuras diádicas. En un principio, la reflexividad carece de 
importancia (ver texto). Quizás nos llame la atención que las flechas desde 
ordenaciones a ordenaciones parciales se cruzan dos veces. Con ello quere- 
mos plasmar gráficamente la existencia de pares incomparables. Lo único que 
hemos de hacer es ver cada flecha como una ordenación fuertemente com- 


pleta. 


En principio, el ser reflexiva —(Vx € X)(x < x)—, o no serlo, puede parecer que carece de 
importancia —cfr. figura 11.5 (p. 566 de esta edición). No obstante, puede que como sentencia MENGER 
en la primera página de Kurventheorie [165]: «lo que afirma la intuición no debe negarlo el concepto» 
y «lo que niega la intuición no debe afirmarlo el concepto» , y hay múltiples ejemplos en los que la 
necesidad de la reflexividad es patente. Uno clásico es la ordenación cronológica de los puntos de un 
recorrido cíclico, donde cada punto es precedido en el tiempo por él mismo: por ejemplo, las 17 horas 
de hoy preceden a las 17 horas de mañana (pero no deja de ser el mismo número, 17). Otro proviene 
de nuestra intuición de semejanza: lo muy semejante ha de ser muy poco diferente. Esto significa la 


tendencia a la reflexividad en el límite hacia la semejanza máxima. 


Lo que sí es usual es utilizar el adjetivo estricto para un orden eimpedir su reflexividad. Se denota 
por el símbolo <. A la par, han surgido nombres como preorden o casi orden para la estructura que 
verifica la reflexividad y la transitividad (aunque dada la poca significación de la reflexividad, puede 


parecer pecar de ampulosa). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


567 11. Lógica de relaciones 


Observación 11.25.0.—  Nosobra que leamos la opinión crítica de GALINDO al baturrillo de nombres 
existente en torno a las estructuras diádicas en su trabajo de grado de licenciatura [164] (cap. 3). 


Tampoco está de más consultar la obra de CUESTA DUTARI [166]. 


$ 11.25.0 Preorden 


Dicho lo anterior, resta mencionar que en la actualidad son comunes las siguientes definiciones. 


Definición 11.50.— Sean X un conjunto y < una relación diádica en X. Decimos que < es una re- 
lación de preorden parcial (o casi orden) en X precisamente si < es transitiva y reflexiva en X. Decimos 
entonces que X es un conjunto parcialmente preordenado por < (o sinónimamente, que (C; <) es 
un conjunto parcialmente preordenado). 


Ejemplo 291 


o.  (fo,1),=<),con <= ([(o, o), (1,1)), es un conjunto parcialmente preordenado; 
1.  (fo,1),=<),con <= ((o, o), (1,1), (0,1)), es un conjunto parcialmente preordenado; 


2. (fo,1,2),<),con<= ([(o, 0), (1,1), (2,2), (0,1), (1,2), (2,1)), noes un conjunto parcial- 
mente preordenado, ya que < noes transitiva en (fo, 1,2) pues (o < 1)A(1 <2)A(0 A 2). 


Definición 11.51.— Sean X un conjunto y < una relación diádica en X. Decimos que < es una rela- 
ción de preorden (u orden débil) en X precisamente si < es una relación de preorden parcial fuertemen- 
te completa en X (es decir, una relación transitiva, reflexiva y fuertemente completa en X). Decimos 
entonces que X es un conjunto preordenado por < (o sinónimamente, que (X; <) es un conjunto preor- 
denado). 


Ejemplo 292 


(fo,1,2), <), con <= ([(o, 0), (1,1), (2,2), (0, 1)), es un conjunto parcialmente preordenado 
pero no es un conjunto preordenado, ya que < no es fuertemente completa en (([o, 1,2) pues, 
por ejemplo, nio < 2ni2 < o. 


Observación 11.25.1.— Como la compleción fuerte implica la reflexividad, puede definirse una re- 


lación de preorden como aquélla que es transitiva y fuertemente completa. 
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Preorden asociado a una disimilaridad 

Dado un conjunto finito de entidades Q = ([o,1,...,n), podemos definir un 
preorden < asociado a una disimilaridad d entre entidades como una relación diádi- 
caenf2 xQ, definida W(i, j) € QxQpor(i, j) < (5, j) si,y sólo si, d(i, j) < d(í, j'). 
El análisis de proximidades (SHEPARD [167], [168]; KRUSKAL [169], [170]) (multidimen- 
sional scaling, MDS) es un método de Análisis Multivariante —utilizado, por ejemplo, 
en Política para cuantificar la similaridad entre naciones de acuerdo a un conjunto de 
dimensiones políticas, sociales y geográficas— que utiliza este tipo de preordenacio- 


nes. 


$ 11.25.1 Orden parcial 


Definición 11.52.— Sean X un conjunto y < una relación diádica en X. Decimos que < es una rela- 
ción de orden parcial (o sinónimamente, orden débil) en X precisamente si < es una relación de preor- 
den parcial antisimétrica en X (es decir, una relación transitiva, reflexiva y antisimétrica en X). De- 
cimos entonces que X es un conjunto ordenado parcialmente por < (o sinónimamente, que (X; <) 


es un conjunto parcialmente ordenado (abreviadamente, copo)). 


Ejemplo 293 
Se satisface que: 


o.  (2%;C)esun conjunto parcialmente ordenado; 


1.  (N;<),(Z;<),(Q;<) y (R; <), con < el orden habitual, son conjuntos parcialmente or- 


denados; 
2. (N;|)esun conjunto parcialmente ordenado (| es la relación de divisibilidad); 
3.  (Z;|)noesun conjunto parcialmente ordenado; 


4.  (N;=)esun conjunto parcialmente ordenado. 
Definición 11.53.— Dados (X; <x) y (Y; <y) dos conjuntos parcialmente ordenados, dos ordena- 
ciones habituales del producto cartesiano X x Y vienen dadas porVx,z € X,Vy,t € Y, 


Orden producto: (X, Y) <proa (2, t) > (xx Z My Sy t) 


Orden lexicográfico: (Xx, Y) <tex (Z,t) O (x=<xzV(x=zAy <y t)) 
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Ejemplo 294 


Se satisface que (X x Y; <»roa) y (X x Y; <1x) son conjuntos parcialmente ordenados. 
q prod) Y J p 


Porlo general, en un conjunto preordenado (X; <) no se satisface la antisimétrica, es decir, pue- 
de suceder que 3x, y € X tales que x < ye y <x, siendox $ y. 


Ejemplo 295 


El conjunto preordenado (fo, 1); <), siendo <= ([(o, 0), (1,1), (o, 1), (1, 0)), no es 
un conjunto parcialmente ordenado. 


Resolución. < no es antisimétrica en (o, 1) pues(o <1)A(1X<0)A(0+ 1). 


Actividad 11.4 

El conjunto preordenado (2*; <iong), donde >* es el conjunto de todas las palabras (palabras 
finitas, incluida la palabra vacía €) formadas con letras de un alfabeto > y la relación diádica 
Wlong está definida en 2* por 


(Vs,, s, € E*) (5, <long Ss, > long(s,) < long(s,)) 


no es un conjunto parcialmente ordenado. 


$ 11.25.2 Orden parcial estricto 


Definición 11.54.—  Seaun conjunto no vacío X y una relación diádica < en X. Decimos que < es una 
relación de orden parcial estricto (o sinónimamente, orden fuerte) en X precisamente si < es transitiva 
e irreflexiva en X (o, equivalentemente, si, y sólo si, < es transitiva y asimétrica en X). Podríamos 
decir entonces, aunque no es habitual, que X es un conjunto estricta y parcialmente ordenado por < 
(o sinónimamente, que (X; <) es un conjunto estricta y parcialmente ordenado). 


Ejemplo 296 


La relación <= ([(o, 1), (1, 2), (O, 2)) es un orden parcial estricto en fo, 1, 2) (notemos que co- 
mo 4= [(0,0), (1,1), (2,2), (1,0), (2,0), (2, 1)) es transitiva, < es negativamente transitiva). 


Definición 11.55.— Sea un conjunto no vacío X y una relación diádica < en X. Decimos que < es 
una relación de orden débil estricto en X precisamente si < es negativamente transitiva y asimétrica 
en X. Podríamos decir entonces, aunque no es habitual, que X es un conjunto estricta y débilmente 


ordenado por < (o sinónimamente, que (X; <) es un conjunto estricta y débilmente ordenado). 
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Observación 11.25.2.— En cuanto a ordenaciones, hemos de notar lo siguiente. 


O. Se satisface que si (X; <) es un conjunto ordenado parcialmente y se define la relación diádica 
<en X por 
(Vx, y EX) (x=<y 9 (xx y)Aa(y X x)), 


entonces < es un orden parcial estricto en X. 


1. Notemos que como toda relación transitiva es asimétrica si, y sólo si, es irreflexiva, también 
podríamos definir un orden parcial estricto en X como una relación irreflexiva y transitiva en 
X. Por otro lado, como ser asimétrica implica ser irreflexiva y antisimétrica, todo orden parcial 


estricto es una relación irreflexiva, antisimétrica y transitiva. 


$ 11.25.3 Orden total 


Definición 11.56.— Sea un conjunto X y una relación diádica < en X. Decimos que < es una rela- 
ción de orden total (o sinónimamente, orden lineal) en X precisamente si < es una relación de orden 
parcial fuertemente completa (es decir, una relación transitiva, reflexiva, antisimétrica y fuertemente 


completa). 


Ejemplo 297 
Se satisface que: 


o.  (2%;C)esun conjunto totalmente ordenado; 


1. (N;<),(Z;<), (Q;<) y (R; <), con < el orden habitual, son conjuntos totalmente orde- 


nados; 
2. (N; |) noesun conjunto totalmente ordenado; 
3.  (N;=)noes un conjunto totalmente ordenado; 
4. VnEN,(([n);=)es un conjunto totalmente ordenado; 


5. (Ax B; <iex) es un conjunto totalmente ordenado, pero (A x B; <proa) no lo es. 


Observación 11.25.3.— La notación habitual para un orden es <, y para un orden estricto <; en 
cualquier caso, dado un conjunto ordenado (X, <), cuando para dos elementos de X escribimos 
x < y, debemos entender que x está relacionado con x (x < y) siendo x + y; si escribimos x > y, 
debemos entender que y < x y si escribimos x > y que y < x. La afirmación x < y la leemos 
xes anterior a y (o sinónimamente, y es posterior a x) (en algunos textos encontramos x es des- 
cendiente de y —o sinónimamente, y es ascendiente de x—). La afirmación x < y la leemos x es 
anterior estricto a y. Caso de que x < y y no exista z € Atal que x < z < y tenemos que x es el 


anterior inmediato de y (su descendiente inmediato). 
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La tabla siguiente muestra los nombres de algunos tipos de ordenaciones frecuentes, según las 


propiedades que las definen de entre las vistas en este capítulo. 


RelaciónN Propiedad R 
Preorden parcial (casi orden) | Y 
Preorden (orden débil) 
Preorden estricto 
Orden parcial Y 
Orden parcial estricto 
Orden lineal 

Orden lineal estricto 

Orden de intervalos 

Orden estricto de intervalos 
Semiorden 


Semiorden estricto 


S 


A 


An 


L 


nT 


Cf | Fe | St 


SS 


SIS Sa 


Y 


Y 


Y Y 


Cuadro 11.1.— Diferentes nombres de ordenaciones, según las propiedades que satisfacen. 


El significado de las abreviaturas figura en las definiciones de este capítulo. 


En algunos otros textos estas relaciones se definen atendiendo a otras pro- 


piedades, debido a equivalencias entre ellas; por ejemplo, como toda relación 


transitiva es asimétrica si, y sólo si, es irreflexiva, también es posible defi- 


nir un orden parcial estricto en un conjunto, como una relación irreflexiva y 


transitiva en él. Se conoce mucho sobre todas estas relaciones; por ejemplo, 


notando < por 3 para evitar la confusión con la relación de igualdad: si 3 es 


un preorden lineal, entonces, la «parte» < es un preorden y la parte = es una 


equivalencia; si 3 es un orden lineal, entonces, < es un orden lineal estricto; 


si 3 es un orden de intervalos, entonces, < es transitiva; etc. 


Ejemplo 298 


o.  Escribamostodas las relaciones diádicas que pueden definirse en el conjunto (o, 1]. 


1.  Detodas las relaciones diádicas que pueden definirse en (o, 1): 
a. 


b. 


¿cuáles son de orden?; 
¿cuáles son de orden total?; 


¿cuáles son de equivalencia?; 


para las que sean de equivalencia, ¿cuáles son sus clases de equivalencia y sus 


conjuntos cocientes? 


[EFO 4.6.2021:3]. 


Resolución. 
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o.  Pordefinición, una relación diádica en ([o, 1) es cualquier subconjunto del producto car- 
tesiano [o,1) x fo,1). Éste es un conjunto de cardinal 4; en efecto, (o,1) x [0,1) = 
[(o, 0), (0,1), (1, 0), (1,1)). El conjunto potencia de fo, 1) x fo, 1) tiene, portanto, 2* = 16 
elementos que, por definición de relación diádica, como hemos dicho, son las relaciones 
diádicas buscadas (ya que nos serán de ayuda, escribimos también sus representaciones 


como matrices lógicas —booleanas—): 


R.=8 | 
R, = [(0, 0)) Ñ | 
R,=((0,D)) , 
R, = [(1, 0)) Ñ | 
Ri,=1(1,0) 7 
Rs = [(0, 0), (0, 1)) Ñ : 
Rs = [(o, 0), (1, 0)) ' - 
R, = [(o, 0), (1,1)) Ñ > 
Rs = [(0, 1), (1, 0)) Ñ , 
R, = [(o, 1), (1,1)) | , 
Ri = [(1, 0), (1,1)) Ñ > 
Ra = [(o, 0), (0, 1), (1, 0)) ' , 
R,=1(0,0),(0,0.(1.9] Ñ , 
Ry = [(o, 0), (1,0), (1, 1)) ' il 
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Ra = ((0,1).(1.0).(1.)) 5, 
1 1 
Rs=((0.0).(0,9,1.0).(1.0+ | 


1. Para discutir si son de orden parcial, total o de equivalencia, es necesario saber si sa- 
tisfacen las propiedades de reflexividad, simetría, antisimetría, transitividad y conexión 
(completitud fuerte). Para ello utilizaremos sus representaciones como matrices lógicas. 
Recordemos, dada una relación diádica R € X x X y su representación M como matriz 


lógica, R satisface en X la propiedad: 


=  reflexivasi, y sólo si,idx C R,es decir, si, y sólo si, M tiene toda la diagonal principal 


1 (esto es, si, y sólo si, m;; = 1, para todo i); 


= simétrica si, y sólo si, R € R””, es decir, si, y sólo si, M es simétrica (esto es, si, y 


sólo si, m¡¡ = My, para todo i, /); 


= antisimétrica si, y sólo si, R NR” C idx, es decir, si, y sólo si, los únicos elementos 
tales que mij = m;; = 1 (o equivalentemente, m;; + m;; = 1) están en la diagonal 


principal; 


= transitiva si, y sólo si, Ro R C R, es decir, si, y sólo si, M? no tiene elementos no 


nulos donde M tenía elementos nulos, en otras palabras, M — M? > o; 


= conexa (fuertemente completa) si, y sólo si, RU CR”, esto es, si, y sólo si, M' — 
M' > o, donde M” es la traspuesta de M y MÉ se construye a partir de M intercam- 


biando los ceros con los unos. 


De este modo, de todas las relaciones diádicas que pueden definirse en [o, 1), es decir, de 


las listadas en el apartado anterior, son: 

=  reflexivas: R,, R,,, Riz y Ris; 

= simétricas: Ro, R,, Ra, Ro, Rs, Ru, Rs y Ros; 

=  antisimétricas: Ro, R,, R,, R3, R4, Ro, Ro, Ra, Ro, Rio, Ria y Ras; 

=  transitivas: Ro, R,, Ra, R,, Ra, Ro, Rós Ra, Ro, Rio, Ria, Ri y Rss; 

= conexas (fuertemente completas): R,,, R;, y R;s. 

a. Son de orden (reflexivas, antisimétricas y transitivas): R,, R, y R;. 


b. Son de orden total (reflexivas, antisimétricas, transitivas y fuertemente completas): 
Ro y Ra. 
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c. Son de equivalencia (reflexivas, simétricas y transitivas): R, y R;s. 


d. R, genera dos clases de equivalencia, [o] = fo) y [1] = [1]; su conjunto cociente es 


to.1) /p, = (lo), (1) = (o), (1): 


Rs genera una única clase de equivalencia [o] = [o, 1); su conjunto cociente es 


to,1) /R, = (lo) = [fo,1)). 


$ 11.25.4 Cadena y anticadena 


Definición 11.57.— Sean (X; <) un conjunto parcialmente ordenado y Y € X. Decimos que Y es 


una cadena precisamente si (Y; <) es un conjunto totalmente ordenado. 


Teorema 11.35 


Si (X; <) es un conjunto totalmente ordenado e Y es un subconjunto no vacío de X, entonces 


(Y; <) es una cadena. 


Ejemplo 299 


Se satisface que: 


o. WneZ*,(([n*: ke Nj, |) es una cadena de (N; |); 


1. cualquier subconjunto de números naturales con la relación de orden habitual es una ca- 


dena. 


Definición 11.58.— Sean (X; <) un conjunto parcialmente ordenado y Y € X. Decimos que Y es 
una anticadena precisamente si todos sus elementos son incomparables, esto es, si, y sólo si, Vx, y € 
Y xfy=>xXyAMy Xx (en otras palabras, si, y sólo si,x < y > x= y). 
Ejemplo 300 
Se satisface que: 


o. en (2% (0); C) dos conjuntos son incomparables si son disjuntos por lo que cualquier 
anticadena está formada por subconjuntos disjuntos de A; 


1. cualquier subconjunto de naturales con la relación de igualdad es una anticadena. 
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$ 11.25.5 Cotas inferior y superior 


Definición 11.59.— Sean (X, <) un conjunto ordenado, x € X e Y un subconjunto no vacío de X. 


Decimos que x es: 


= cotainferior de Y en X precisamente si (Vy E Y)(x < y), esto es, si, y sólo si, x es anterior a 
todo elemento de Y ; 


= cotasuperior de Y en X precisamente si (Vy € Y)(y < x), esto es, si, y sólo si, x es posterior a 
todo elemento de Y. 


Escribimos cinf(Y, X) para designar el conjunto de cotas inferiores de Y en X y csup(Y, X) para el 


conjunto de cotas superiores de Y en X. 


Definición 11.60.— Sea (X, <) un conjunto ordenado e Y un subconjunto no vacío de X. Decimos 


que Y es: 
= un conjunto acotado inferiormente en X precisamente si cinf( Y, X) 4 4; 
= un conjunto acotado superiormente en X precisamente si csup(Y, X) 4 Q; 


= un conjunto acotado en X precisamente si es un conjunto acotado inferior y superiormente en X. 


Definición 11.61.— Sean (X, <) un conjunto ordenado, x € X e Y un subconjunto no vacío de X. 


Decimos que x es: 


=  elínfimo (o sinónimamente, extremo inferior) de Y en X precisamente six € cinf(Y, X) A (Vy € 
cinf( Y, X))(y < x), esto es, si, y sólo si, x es la mayor de las cotas inferiores de Y en X; notamos 
este hecho por x = ínf£(Y, X); 


= el supremo (o sinónimamente, extremo superior) de Y en X, precisamente six E csup(Y,X) A 
(Vy € csup( Y, X))(x < y), esto es, si, y sólo si, es la menor de las cotas superiores de Y en X; 


notamos este hecho por x = sup(Y, X). 


Teorema 11.36 (Unicidad del ínfimo y del supremo) 


El ínfimo y el supremo de un conjunto, si existen, son únicos. 


Demostración. En efecto, sean (X, <) un conjunto ordenado e Y un subconjunto no vacío de 
X; razonemos por reducción al absurdo para el ínfimo (para el supremo sería análogo): supongamos 
que existen x, y € X, siendo x + yyx = ínf(Y, X) e y = ín£(Y, X); de la definición de ínfimo 
se sigue que tanto x como y son cotas inferiores de Y en X;como x = ínf(Y, X), x es la mayor de 
las cotas inferiores, por lo que en particular, y < x; y como como y = ínf(Y, X), y es la mayor de 
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las cotas inferiores, por lo que en particular, x < y; por tanto, por la antisimetría de <, se tiene que 


x=, 


Definición 11.62.— Sean (X, <) un conjunto ordenado, Y un subconjunto no vacío de Xe y E Y. 


Decimos que y es: 


= mínimo (o sinónimamente, primer elemento) de Y (en X) precisamente si (VWz € Y)(y < 2), esto 


es, si, y sólo si, y es anterior a todos los elementos de Y; este hecho lo notamos y = mín(Y, X); 


= máximo (o sinónimamente, último elemento) de Y (en X) precisamente si (VWz € Y)(z < y), 
esto es, si, y sólo si, y es posterior a todos los elementos de Y; este hecho lo notamos por y = 
máx(Y, X). 


Teorema 11.37 (Unicidad del mínimo y del máximo) 


El mínimo y el máximo de un conjunto, si existen, son únicos. 


Demostración. En efecto, sean (X, <) un conjunto ordenado e Y un subconjunto no vacío de 
X;razonemos por reducción al absurdo para el mínimo (para el máximo sería análogo): supongamos 
que existen x, y € Y, siendo x + y yx = mín(Y, X) e y = mín(Y, X); por definición de mínimo, 
como x = mín(Y, X), x es menor o igual que todos los elementos de Y, en particular, x < y (ya 
que y € Y, por ser el mínimo) y como y = mín(Y, X), y es menor o igual que todos los elementos 


de Y, en particular y < x (ya que x € Y, por ser el mínimo); por tanto, por la antisimetría de <, 


x= 


Definición 11.63.— Sean (X, <) un conjunto ordenado, Y un subconjunto no vacío de Xe y E Y. 


Decimos que y es: 


= minimal de Y (en X) precisamente si (=3z € Y)(z < y), esto es, si, y sólo si, no existen ele- 


mentos de Y anteriores estrictos a y; 


=  maximal de Y (en X) precisamente si (=Jz € Y)(y < z), esto es, si, y sólo si, no existen ele- 


mentos de Y posteriores estrictos a y. 


Teorema 11.38 


Si un elemento es mínimo (resp., máximo), entonces es minimal (resp., maximal). 


Teorema 11.39 


Si el orden es total, entonces mínimo (resp., máximo) y minimal (resp., maximal) son una mis- 


ma COSa. 
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Ejemplo 301 


SeaA = [1+1/n: n € Z*);es decir, A= ([2,14+1/2,1+1/3,1+1/4,...p C Q. 
Demostremos que csup(4, Q) =[x € Q :2<x). 


Resolución. En efecto, debido a la transitividad de <, bastará ver que todos los elementos de A 
son menores o iguales que el primer elemento de csup(A, Q), esto es, si (Vx E A)(x < 2). Debido a 
la forma de los elementos de A, esto equivale a si (vn € Z+)(1 < n), lo cual es cierto por definición 
de Z?. 


También es sencillo demostrar que sup(A, Q) = 2, máx(A, Q) = 2, cinf(4,Q) =[(x€Q:x< 
1), ínf(A, Q) = 1y que 53 mín(A, Q). 


En relación a estos últimos, demostremos que 1 É£ A. Por definición de A, (Vx € A)(3n € 
Z +) (x= 1+1/n), luego, preguntarnos si1 £ A, equivale a preguntarnos si (Vn € Z*)(1+1/n 4 1), 


lo que es trivial, pues equivale a si (Vn € Z*Y)(1/n F O). 


$ 11.25.6 Intervalos 


Definición 11.64.— Sean (X, <) un conjunto ordenado e l € X. Decimos que / es un intervalo en X 


precisamente si (Vx, y E [(VWz E XN(x=<zAzZzX<Xy>ZzEl). 


Definición 11.65.— Dados un conjunto ordenado (X, <) yx, y € X, con x < y, distinguimos tres 


intervalos acotados de extremos x e y (también decimos de origen x y extremo y): 

o. abierto: [z EX :(x=<2)A(z < y)), que notamos (x, y); 

1. cerrado: [z € X:(xX<2)AM(z < y)), que notamos [x, y); 

2.  semiabiertos (o sinónimamente, semicerrados): [z € X : (x <Z) A(z < y)), que notamos [x, y) 


y[zEX:(x=<2z)A(z < y)), que notamos (x, y]. 


Observación 11.25.4.— Un procedimiento «teórico» para determinar si un conjunto es un interva- 


lo podría ser el siguiente: X es un intervalo si, y sólo si, (Vx, y € X)([x, y] € X). 


$ 11.25.7 Segmento y sección 


Definición 11.66.— Sean (X, <) un conjunto ordenado y x € X. Llamamos segmento determinado 
por x al conjunto S, =[y €X:y<x)]. 
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Ejemplo 302 


En (R, <), el segmento determinado por x € R es el intervalo (—, x). 


Definición 11.67.— Sean (X, <) un conjunto ordenado, Y un subconjunto no vacío de Xe y E Y. 


Decimos que Y es una: 
= sección inicial abierta de X de extremo y precisamente si (Vx € X)J(x=<y=>xE€ Y); 
=  seccióninicial cerrada de X de extremo y precisamente si (Vx E Xl(xX<Xy>=>xE Y); 


=  secciónterminal (o sinónimamente, sección final) abierta de X de extremo y precisamente si (Vx € 
XMy<=x=>x€Y); 


=  secciónterminal (o sinónimamente, sección final) cerrada de X de extremo y precisamente si (Vx € 
Xy <x=>x€ Y). 


Observación 11.25.5.— Las definiciones de segmento y de sección inicial abierta quizás nos pa- 


rezcan iguales. Pero sólo en apariencia?*. 


Pensemos por ejemplo en (Q, <). Sucede ahí que todos los segmentos determinados por nú- 
meros racionales son secciones iniciales abiertas. Sin embargo, el recíproco no es cierto: la sección 


inicial abierta Q7 U [x €: x? < 2], es un segmento que no está determinado por un racional. 


Definición 11.68.— Decimos que un conjunto ordenado (X, <) es un conjunto ordenado completo pre- 


cisamente si toda sección inicial abierta está determinada por un elemento de X. 
Ejemplo 303 


o. (Q;<) noes un conjunto ordenado completo; 


1.  (¡R;<)síes un conjunto ordenado completo. 


$ 11.25.8 Orden bueno 


Definición 11.69.— Decimos que un conjunto ordenado (X, <) está bien ordenado precisamente si 


todo subconjunto no vacío de X tiene mínimo. 


15 De hecho, en algunos textos aparecen las denominaciones de segmento inicial y segmento terminal como sinónimas de 
sección inicial y sección final, lo que contribuye a aumentar aún más la confusión. 
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Ejemplo 304 


Siendo < el orden habitual en los enteros, demostremos que: 
3 ; E 
O. NE +2:n€ z+| a <) no es un conjunto bien ordenado; 
n 


1. (Z;<)noestá bien ordenado; 


2.  Z está bien ordenado para otro orden. 


Resolución. En efecto: 


3 E , Sd : 
O. seaÁ= E +2:n€eZ* E Ano está bien ordenado según el orden numérico habitual 
n 


<, pues por ejemplo, 53 mín(A, IR) (de existir, sería 3, pero 3 É A); 


1.  Znoestá bien ordenado según el orden numérico habitual <, pues por ejemplo, el con- 


junto de enteros pares no tiene mínimo; 


2.  Z síestá bien ordenado para el orden definido como sigue: 0 < -1<1x<-2=x<2< 


¿<< TNIXNX++*>. 


Observación 11.25.6.—  Notemos la diferencia con la completitud fuerte de una relación, la que 


podríamos expresar afirmando que todo subconjunto de dos elementos tiene mínimo. 


Teorema 11.40 
Si (X, <) está bien ordenado e Y es un subconjunto no vacío de X, entonces (Y, <) está bien 


ordenado. 


Teorema 11.41 


Todo conjunto bien ordenado está totalmente ordenado. 


Demostración. Sea X un conjunto bien ordenado por R. Sean x, y € X. Como R es un orden 
bueno, x, y tiene elemento mínimo. Así, x es el mínimo o y es el mínimo. Pues bien, si xes el mínimo, 


entonces xRy, y si y es el mínimo, entonces y Rx. Es decir, xR y o yRx; en definitiva, R es un orden 


total. 


$ 11.25.9 Conjeturas 


Destacamos dos: 
= Conjetura1/3 — 2/3 (cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/1/3%4E2%80%932/3_conjecture). 


=  Conjetura dela partición de oro (cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/1/3%E2%80%932/3_con- 
jecture+Generalizations_and_related_results). 
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$ 11.26 Representación de una ordenación 


$ 11.26.0 Reducciones reflexiva y transitiva de una relación 


Definición 11.70.— Llamamos reducción reflexiva de una relación diádica R en X a la menor relación 


en X, en el sentido de C, con la misma clausura reflexiva que R; justamente es RA /x. 


Definición 11.71.— Llamamos reducción transitiva de una relación diádica R en X a la menor relación 


en X, en el sentido de C, con la misma clausura transitiva que R. 


$ 11.26.1 Reducciones reflexiva y transitiva de un grafo 


Definición 11.72.— Llamamos camino en un grafo a una secuencia de aristas consecutivas. 


Definición 11.73.— Llamamos camino dirigido en un grafo a un camino cuyas aristas están todas 


orientadas en un mismo sentido. 


Definición 11.74.— Llamamos grafo dirigido (o sinónimamente, digrafo) a un grafo en el que todas 


sus aristas son orientadas. 
Definición 11.75.— Llamamos bucle en un grafo G auna arista que enlaza un vértice consigo mismo. 


Definición 11.76.— Llamamos reducción reflexiva de un grafo G a un nuevo grafo que resulta de supri- 
mir los bucles en el grafo G. 


Definición 11.77.— Llamamos clausura transitiva de un grafo G a un nuevo grafo que contiene la arista 
(u, v) siempre que existe un camino dirigido de ua ven G 


Definición 11.78.— Llamamos reducción transitiva de un grafo G al menor grafo con la misma clausura 


transitiva que CG. 


$ 11.26.2 Diagrama de Hasse 


Definición 11.79.— Un diagrama de Hasse de un preorden parcial (esto es, una relación reflexiva y 
transitiva), es el grafo que queda tras hacer en el digrafo de la relación lo siguiente: 


O. le aplicamos una reducción reflexiva (esto es, damos por implícita la reflexiva en el diagrama y 
no dibujamos los lazos); 
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le aplicamos una reducción transitiva (es decir, damos por implícita la transitiva en el diagrama 


y no dibujamos las aristas correspondiente a la conclusiones por transitividad), y 


la orientación de cada arista también la damos por implícita y viene dada por el posicionamiento 
del nodo inicial de la arista en una posición inferior del nodo terminal, es decir, las aristas están 
orientadas de abajo arriba. 


Ejemplo 305 


O. Convenimos en que B,, designa el álgebra de Boole del conjunto de subconjuntos de 
fo,1,..., nj ordenado por la inclusión de conjuntos (Y < X significa Y C X). 


10,1,2) 


O 
fo, 1) a y tfo2) (12) 
OS E 
to; to) (1 
y > IS e 
B=(5c) B=4%%c) Bi =(a19ek 0) 


Figura 11.6.— Diagramas de Hasse de Bo, B;, y B,. 


1.  Convenimos en que D,, designa el conjunto de todos los divisores positivos de n; pense- 
mos en D,,, es decir, en [1, 2, 3, 4, 6,12], y en estar éste ordenado por la relación de divi- 
sibilidad en Z* (y < x significa y 


definida Vx, y € Z* por y|x 
si, y sólo si, (I2 € ZP) (y - z = x). 


ÉS, 
NIN, 
X/ 


Figura 11.7.— Diagrama de Hasse de (D,»; |). 


Observación 11.26.0.— Pudiésemos utilizar el artefacto SageMath” y el siguiente programita en 


lenguaje Sage para dibujar el diagrama de Hasse de (D¿o; | ), con dos abordajes, manual y automá- 


tico, 


17 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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Ejecutar en: Sage Cell Server: https://sagecell.sagemath.org/ 
(doc: https://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/combinat/posets/posets.html) 


HH £ Manual 

D6o = Poset(( 1:[2,3,5], 2:[4,6,10], 3:[6,15], 4:[12,20], 5:[10,15], 6:[12,30], 10:[20,30], 
12:[60], 15:[30], 20:[60], 30:[60] 7) 

D60.show() 


é devuelve: <el diagrama de Hasse de (D60,|)> 


44 4 Automático 

D60o = Poset((divisors(60), attrcall(”divides”))) * ordenados por subconjuntos de múltiplos 

D60 = Poset((divisors(60), attrcall(”divides”)), linear_extension=True) * en orden creciente 
D60.list() 

tt devuelve: [1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60] 

D60.cover_relations() 

t devuelve: [[1, 2], [1, 3], [1, 5], [2, 4], [2, 6], [2, 10], [3, 6], [3, 15], [4, 12], [4, 20], 
H [5, 10], [5, 15], [6, 12], [6, 30], [10, 20], [10, 30], [12, 60], [15, 30], [20, 60], [30, 60]] 
D60.show() 


é devuelve: <el diagrama de Hasse de (D60,|)> 


que devuelve duplicada (generación manual y automática) la imagen visualizada en la figura 11.8 
(p. 582 de esta edición). 


Figura 11.8.— Diagrama de Hasse de (Dóo; |). Resultado de la ejecución del programa an- 
terior en SageMathCell. Observemos la particularidad de la representación 


por defecto con arcos (aristas dirigidas). 


Actividad 11.5 
Sea II, el conjunto de todas las particiones del conjunto (fo, 1,...,n) y pensemos en ordenar 
dicho conjunto por refinamiento, esto es, dadas dos particiones, 0 y T, Y < Tsignifica quetodo 


0, € des subconjunto de algún T;(;) € T. Representemos los diagramas de Hasse de (Tl.; <), 
(MS y 
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$ 11.27 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 306 


Sean el alfabeto Y = [o, 1), C el conjunto de todas las palabras (palabras binarias 
finitas, incluida la palabra vacía) y + la operación diádica de concatenación en C (a modo 
deilustración, six = 010, y = 10yZ = O1, entonces, por ejemplo, x+ y +z = O101001y 
Z+x+y = 0101010). Sea >* el monoide abeliano (C; +) (la palabra vacía e es el neutro). 


Sea < la relación diádica definida en 2* por: 
(Vs, s, EN) (s, 3 5, O (30, EX Ys, = 0 +51, +). 


O.  Demostremos si x satisface o no las propiedades: l, reflexiva; II, simétrica; III, an- 
tisimétrica; IV, transitiva, y V, conexa, y digamos: VI, qué tipo de relación es, y VIL, 
por qué; 

1.  Proporcionemos un ejemplo de conjunto C y considerando actuando en X* = 
(C; +), mostremos cuáles son las clases de equivalencia, las clases de tolerancia o 
dibujemos un diagrama de Hasse, dependiendo de que < sea una relación de equi- 


valencia, una relación de tolerancia o una relación de orden en =*. 


[EFE 25.06.2019:2a]. 


Resolución. 


O. Dadas cualesquiera palabras binarias s, y s, de =*, entonces: 


I. <es reflexiva pues para cualquier s € C: 


a 


II. < noes simétrica, pues, por ejemplo, 1 < 010 (c = c' = O), pero no existen d y d'en 
»* tales que1 = d + 010 + dl, por lo que o10 4 1; 


III. <esantisimétrica; en efecto, Vs,, s, € »*: 


Ss. 35, e (3c, cd EX (s, =C0+5,+0C), (11.11) 
5.35 e (3d, d EX Ys, =d+s,+d"), (11.12) 
de donde: 
s=d+s,+d (por (11.12) 
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d+(c+s +0)+d (por (11.11) 


=(d+0)+s,+(c' + d) (+ es asociativa) 


de donde necesariamente por definición de concatenación de palabras, d + c = e y 


/ 


c' + d' = €, por lo que c = c' = d = d' = e y por tanto, s, = S); 


IV. <Xestransitiva; así es, Vs,, S,, 53 € »*: 


Ss. 35, O (10, EX Ys, =C0+s,+C), (11.13) 
Ss, 35 Y (1d, d EX) (s, =d+s,+d'), (11.14) 
de donde: 
sj =d+s,+d (por (11.14) 
=d+(c+s +C0)+d' (por (11.13) 
=(d+c)+s,+ (c+ d) (+ es asociativa) 
=f+8s+Pf (+ es operación) 


conf,f' € »%* (yaquef =d+cyf' = c+ d'y+es operación en 2”), y por tanto, 
S1 3 S3; 


V. sinembargo, < no es conexa (fuertemente completa), ya que, por ejemplo, las pala- 
bras o y 1 no son comparables por < (por un lado, o 4 1 ya que no existen c y c' en 
»* tales que1 = C +0+ Cc”; por otro, 1 4 O pues tampoco existen c y c' en >* tales 
queo =c+1+c)); 


VI. <esuna relación de orden parcial; 


VII. < es una relación de orden parcial porque satisface las propiedades reflexiva, anti- 


simétrica y transitiva (y no es total porque no satisface la conexa). 


1. Sea, por ejemplo, 2» = [o], C = [e,0,00,000,...) y ** = (C; +). El diagrama de 
Hasse de x, en este caso un orden total en 2*, puede dibujarse sólo parcialmente, por ser 


infinito numerable el número total de palabras (su cardinal es el mismo que el de N): 


000 


O 
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$ 11.28 Relación de preferencia 


$ 11.28.0 Toma de decisiones 


Nos sumergimos en el ámbito de la toma de decisiones. 


Mencionar primero que según varios estudios —cfr. v. gr. CHIPMAN [171]; WHITE [172] (p. 31); 
JANSANA [160] (p. 60); Ríos INSÚA, BIELZA LOZOYA y MATEOS CABALLERO [161] (p. 31); ESCRIBANO [173] 
(p. 47)—de las propiedades estudiadas en la definición 11.31 (p. 541 de esta edición) —y posteriormente 
en la definición 2.0.3 (p. 165 de esta edición) y en la definición 2.0.3 (p. 165 de esta edición), las más 
frecuentes sobre todo en cuanto al uso de las relaciones de orden en las teorías de la elección, el valor 


y la incertidumbre, tan esenciales para la buena desenvoltura son las que recogemos en el cuadro 11.2. 


Propiedades de una relación diádica 
Reflexiva  (R) (Va € C)j(aRa) 
(Va € C)(a=Ra) 
(Va, be Ol(aRb => bRa) 
(Va, be Oi(aRb => baRa) 
(Va, be Ol(aRb A bRa = a 3 b) 
(Va,b,c € C)l(ARbAbRce => aRc) 
(Va,b,c € C)lAaRbAbRce > aRc) 
(Va,b,c € C)l(aRbAbaRc => asRc) 
(Va € O(3b € CO)J(aRb) 
(Va, be Ol(3c € C)j(cRa AcRb) 
Contradirección (Cdi) (Va,b € C)(3c € C)(AaRcCA bRc) 
Euclidea (E) (Va,b,c € C)j(aRbAaRc => bRc) 
Proyección —(F)  (Va,b,c€e C)l(aRbhraRc= bz c) 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 


Irreflexiva  (D 

Simétrica  (S) 

Asimétrica (A) 
Antisimétrica (An) 

Transitiva  (T) 

Idempotencia (Id) 
Negativamente transitiva  (nT) 
Serial (Se) 


Dirección (Di) 


Proyección CS (Fc) (Va € C)AElb € O)J(aRb) 

Va,b,c € ClbRaAcRa => bz cd) 

Va, b € Ol(aRb > (3c € C)l(aRc A cRb)) 

Va,b,c € COlaRbAMaRc > (3d € C)(bRd A cRd)) 
Va,b,c € ClaRbAaRc => bReVeRbV bz c) 
Va,be Ola 2 b=aRbv bRa) 

Va, b € C)l(aRb V bRa) 

Va,b,c,d € C)l(aRbAcRd => aRrd V cRb) 

Va,b,c € CllaRbA bRce => (3d € OllaRd V dRc)) 
Va, b € C)l(aRb) 

Va, b € C)l(aRb) 


Asignación (As) 
Débilmente densa  (D) 
Débilmente dirigida (Dd) 
Completitud débil (Cd) 
Completitud  (C) 
Completitud fuerte (Cf) 
Relación de FERRERS (Fe) 
Semi-transitiva (St) 
Trivialidad (Tr) 
Vacuidad  (V) 


Cuadro 11.2.— Propiedades frecuentemente satisfechas por una relación diádica R definida 


sobre un conjunto no vacío C. 
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Suponemos que disponemos de varias alternativas —o cursos de acción— conducentes cada una a 


un fin determinado, a una consecuencia, a un efecto o resultado. 
Actuaremos teniendo presentes varios principios: 
= principio de consistencia: debemos exluir del proceso toda proposición insatisfactible; 


Según sea nuestro conocimiento del ambiente —estado de la naturaleza o contexto— del proceso de 


toma de decisiones, éste es: 


= decertidumbre, si para toda alternativa y estado de la naturaleza conocemos la consecuencia de 


elegirla; 


= deriesgo, sino conocemos las consecuencias pero nos es posible asignarles una distribución de 


probabilidad según la elección de la alternativa y el estado de la naturaleza; 


= deincertidumbre, si no estamos en ninguno de los contextos anteriores, es decir, cuando no cono- 
cemos los estados de la naturaleza ni las consecuencias ni disponemos de información empírica 


ni objetiva que nos permita una asignación de probabilidades o creencias; 


= de conflicto, si conocemos que los estados de la naturaleza están controlados por antagonistas, 


contendientes u oponentes —problema usualmente abordado desde la teoría de juegos—. 
Sea cual sea el ambiente, el proceso de toma de decisiones consta de cinco fases esenciales: 


O. definición de la situación de decisión concreta en análisis, recurriendo usualmente a la comparación 


con situaciones pasadas —memoria—; 


1. identificación de los estados de la naturaleza y de las alternativas —cursos de acción— que se le presentan 


a quien decide en dicha situación concreta; 


2. predicción de las consecuencias de la elección de cada alternativa, habitualmente por inferencia in- 


ductiva a partir de un conjunto de datos; 


3. valoración de las consecuencias resultantes usando escalas, cualitativas o cuantitativas, representa- 
tivas del grado de admisibilidad e incluso deseabilidad de estas consecuencias por parte de quien 


decide; 


4. elección de la alternativa, del curso de acción, mediante un criterio de decisión previamente elegi- 


do. 


Surge así el concepto de preferencia entre alternativas —tener en más una alternativa a otra— y 
el de su dual, la postergación —tener en menos una alternativa a otra—. 
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Ejemplo 307 


Para la realización de una tarea en la que tenemos gran experiencia —que en cual- 
quier caso nos llevará 1 hora y cuyo valor estimamos en 20 unidades monetarias (u.m.)—, 
tenemos la posibilidad de no ofrecer nuestro tiempo o de ofrecerlo, en cuyo caso resul- 
ta viable hacerlo de tres formas distintas: cobrando, trocándolo o regalándolo. Estima- 
mos que nuestro tiempo puede ser demandado por cinco personas como mucho —es 
decir, hemos reservado cinco horas de nuestro tiempo futuro—. Dentro de lo difícil que 
es transformar lo cualitativo en cuantitativo, hacemos una asignación a nuestro grado de 
satisfacción personal —beneficio— que recibiríamos por cada curso de acción: s, = 30 
—vendemos la hora de nuestro tiempo para esa tarea en 30 u.m.—, s, = 40 —valoramos 
la satisfacción del trueque en 40 u.m.—y s, = 70 —valoramos en 70 u.m. la satisfacción 


de regalar nuestro tiempo—. Se trata de que averigúemos cuál es la mejor alternativa. 


Resolución. El estado de la naturaleza corresponde a la demanda de nuestro tiempo. 


Identificamos seis estados de la naturaleza que designamos por: 


E,  Ohoras, nadie lo demanda; 


E, 1 hora, una persona lo demanda, 


Es 5 horas, cinco personas lo demandan. 


Asimismo, identificamos cuatro alternativas: 


Ao.  noofrecemos nuestro tiempo; 
A, vendemos nuestro tiempo; 

A, trocamos nuestro tiempo; 
A 


regalamos nuestro tiempo. 


w 


Si hemos ofrecido nuestro tiempo, hemos estimado en 20 u.m. la hora y hemos reserva- 
do 5 horas de nuestro tiempo, entonces, cuantitativamente, es como si hubiésemos hecho una 
«inversión/desembolso» inicial de 20 x 5 = 100 u.m. Por otro lado, el «ingreso» correspon- 
diente al estado E; es s; x ¡. Notemos que en esta perspectiva utilitarista que protagoniza el 
contexto de certidumbre, la satisfacción personal es el beneficio, siendo éste el ingreso menos 


el desembolso. 


Para cada alternativa, la obtención de las valoraciones de las consecuencias responde a 
una ecuación —llamada usualmente función de resultados (o de pagos) — que en este caso es la de 


una recta, s; X j + d, siendo d = —100 y siendo si los anteriores y ¡ el índice identificador del 
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estado de la naturaleza. Así, por ejemplo, para A, y E, es s, x 3 + (—100) = 40 x 3—100 = 20 


u.m. 


Si no ofrecemos nuestro tiempo tanto la inversión inicial como el beneficio han sido nulos 
—primera línea del cuadro, correspondiente a la alternativa A,—. 


E E E E E, Es 


Ao o) o) o) o 0 o) 
A, —100 -—70 -40 -—10 20 50 
A, —100 -—-60 -20 20 60 100 
Az —100 -30 40 IO 180 250 


Para los estados E, y E,, esto es, si estimamos que como mucho una persona se va a in- 
teresar por nuestro tiempo, la alternativa preferible es la A, no ofrecerlo. Sin embargo, con la 


valoración cuantitativa que hemos heho, desde el momento que consideremos que al menos 


dos personas se interesarán por nuestro tiempo, la alternativa preferible es la A,, regalarlo. 


$ 11.28.1 Ordenaciones de preferencia en ambiente de certidumbre 


En este primer acercamiento que hacemos en estas notas supondremos que trabajamos en un 
ambiente de certidumbre, esto es, que para toda alternativa se conoce su consecuencia. Llamemos (1 al 


conjunto de consecuencias” x, Y, Z,Xo,X1, .... 


Definimos en (2 una relación diádica > —relación de preferencia— tal que dados dos elementos x 
e y de () algunas lecturas posibles de x > y sean: 


« «quien decide prefiere x a y ole son indiferentes», 
+  «xesalmenos tan preferido como y», 

*  «yescomo mucho tan preferido como x», 

*  «ynoespreferido a x». 


Consideramos también su dual < —relación de postergación— con sus correspondientes lecturas 
de x < y para cualesquiera x e y de (2: 


* «quien decide posterga x a y ole son indiferentes» —«quien decide prefiere y a x ole son indi- 


ferentes»—, 
+  «xesalmenos tan postergado como x» —«y es al menos tan preferido como x»—, 


+  «yescomo mucho tan postergado como x» —<x es como mucho tan preferido como y»—, 


18 En el ambiente de certidumbre en el que hacemos la exposición, da igual interpretar (2 como el conjunto de alter- 
nativas o consecuencias. 
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+  «ynoes postergado a x» —«x no es preferido a y»—. 


La lectura de la ocurrencia simultánea de x > yyde y >» x—odex < yydey < x—es la 


indiferencia entre xe y: 

*  «xeysonindiferentes», 

*  «xeysonigualmente deseables para quien decide», 

que notamos x = y, expresión de una nueva relación diádica — —relación de indiferencia— en (2. 


Six > yynox — y, decimos que «x es preferido a y», cosa que designamos por x > y, 
expresión de una nueva relación diádica > en (2. De manera similar, six < y ynox — y decimos 
que «x es menos preferido que y» y notamos por x < y, expresión de una nueva relación diádica < 
en (2. 


Diremos que 
*  >esunarelación de preferencia estricta —también llamada relación de orden débil estricto—, 
*  "“"esunarelación de indiferencia, y 
- > esunarelación de preferencia débil —o de preferencia-indiferencia—. 
Las duales de > y > son, respectivamente 
*  =<,unarelación de postergación estricta, y 
«  <,unarelación de postergación débil —o de postergación-indiferencia—. 


Sólo a modo de ejemplo, mostramos dos caminos para definir estas relaciones en el sentido de 
la preferencia. 


0.) Podríamos comenzar definiendo una relación de preferencia estricta > en (2 como aquélla que 


satisface: 
L (Vx, y € MD(x>y>=>yA x); (> es asimétrica en (2) 
TL. (VWxyz Ex ryYyANyiz>x*2). (> es negativamente transitiva en (2) 


Observemos que de aquí, > es irreflexiva, antisimétrica y transitiva, en otras palabras, > es un 


orden parcial estricto antisimétrico. 


A continuación, podríamos relajar la condición de ser estricta en ambos sentidos. Esto es para 


permitir la indiferencia en la decisión, es decir, una relación que satisface, Vx, y E (2, 


xy o (x A y)Aly £ x), (11.15) 


o implícitamente, 


x>y o (y Ax)A(y xx), 
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1.9) 


pudiendo, en cualquier caso, definir ahora una relación de preferencia débil en Q, Vx, y € O, 


x > y e (x> y) V (x y y). (11.16) 


Entonces, podríamos demostrar que Vx, y € (2, 


O. > es asimétrica si, y sólo si, > es fuertemente completa; 


1. > es negativamente transitiva si, y sólo si, > es transitiva. 


Observemos que como ser fuertemente completa implica ser reflexiva —y completa—, tenemos 
que » es reflexiva, transitiva y fuertemente completa, en otras palabras, > es una relación de 


preorden. 


En resumen, a partir de la relación de preferencia estricta > hemos definido la indiferencia — 
y, con ambas, la relación de preferencia débil >, consiguiendo que todos los elementos sean 


comparables con esta última. 
Por otro lado, la relación de indiferencia — es una relación de equivalencia: 


+  "esreflexiva: (Vx)(x = x => x % x), esto es, = es reflexiva si, y sólo si, > es irreflexiva 


(que lo es); 
+ — messimétrica: (Vx, yx“ y=>(x*y)MNly*x)o ly AXxX)M(x% y) Se y - x); 


«mes transitiva (Vx, y zx y) Aly ez) e (0% YA Y 0) Ny 
ZMÍ[Z AY) > ((x 4 z)A (z % x)) [por ser > negativamente transitiva] > x = 
z [por definición de -]). 


Otro camino es considerar como concepto primitivo un preorden parcial de preferencia >, esto es 
una relación diádica en (2, reflexiva y transitiva*” y definir la indiferencia en O, Vx, y E (, 

x= y*e(x>y)A(y > x), (11.17) 
El hecho de que en ambos caminos la relación de indiferencia =— sea una relación de equiva- 
lencia, nos permite en cualquiera de ellos clasificar las consecuencias. Como es lo habitual en 


las relaciones de equivalencia, consideraríamos el conjunto cociente £2 /- y clasificaríamos los 


resultados en clases de equivalencia, llamadas aquí clases de consecuencias indiferentes. 


Las decisiones —meditadas— que tomamos en nuestros actos de elección son decisiones de orden 


basadas en medidas generales o específicas. Podríamos elegir una entidad entre varias, todas serían 


comparables —bastaría partir de un preorden o de un orden total de preferencia— y todas estarían 


1 En vez de un preorden de preferencia podríamos considerar que también satisficiese la antisimétrica (orden parcial 


de preferencia), la compleción fuerte (preorden de preferencia) o ambas (orden total de preferencia). 
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clasificadas y ordenadas de acuerdo a nuestras preferencias —diríamos que habríamos conseguido 


definir una estructura de preferencias en la colección de entidades—. 


Ejemplo 308 


Demostremos que el juego Piedra, papel otijeras'"posee una estructura de preferencias 


no transitiva, esto es, viene definida por una relación reflexiva y no transitiva. 


Resolución. En efecto, es reflexiva —cada alternativa es preferida a sí misma, de ahí los 
empates piedra—piedra, papel-papel y tijeras—tijeras— y es circular —la piedra es preferida a 
las tijeras, las tijeras son preferidas al papel, pero el papel es preferido a la piedra—y, por tanto, 
no transitiva —ninguna alternativa es la más preferida pues, en número, son las mismas las 


opciones de ganar que de perder—. 


Por otro lado, observemos, sólo a modo de ejemplo, que sí es asimétrica —si se da una 
preferencia nunca se da la reciproca— y antisimétrica —pues los únicos casos de indiferencia 
se producen cuando las alternativas son la misma—, si bien no es negativamente transitiva 


—ya que aunque la piedra no es preferida al papel y el papel no es preferido a las tijeras, la 


piedra sí es preferida a las tijeras—. 


$11.29 En relación con la algoritmia 


Dada una sucesión y una relación de orden aplicable a cualesquiera dos términos de dicha suce- 
sión, se trata de disponer todos los términos de esta última en una nueva sucesión de acuerdo a dicha 
relación de orden. Distinguimos entre: 


los algoritmos de ordenación”, que presuponen la no existencia de ningún orden previo (preorde- 
nación) en la sucesión de partida, y 


los algoritmos de ordenación adaptativa” que tratan de descubrir subsucesiones ordenadas según 
la relación —o según otra conocida— y de aprovechar la existencia de dichas preordenaciones 


para acelerar así la ordenación de la sucesión original. 


22 Del cual existen competiciones donde enfrentar estrategias y sus correspondientes algoritmos —cfr. v. gr. 
https://en.wikipedia.org/wiki/Rock_paper_scissors*+Algorithms—. 

2 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_de_ordenamiento. 

2 Cfr. v. gr. https://pt.wikipedia.org/wiki/Ordenagáo_adaptativa. 
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Ejemplo 309 


¿Es el recuento del número de inversiones una buena medida de preordenación o me- 


dida de desorden? 


Resolución. No, por ejemplo, imaginemos que quisiéramos ordenar según la relación < 
la sucesión finita (5, 6,7,8,9,0,1,2, 3, 4), ésta tiene 25 inversiones por lo que podríamos pen- 
sar que está muy desordenada, sin embargo se trata de una sucesión casi ordenada según < 
con dos preordenaciones claras, dos subcesiones finitas crecientes, las subsucesiones finitas 
(5,6,7,8,9)y(0,1,2, 3, 4) y sólo haría falta mover la segunda delante de la primera para conse- 
guir ordenar la sucesión original de la manera pretendida —en otras palabras, si consideráse- 


mos movimientos de subconjuntos de términos y no sólo de éstos y redefiniésemos el concepto 


de inversión, el número de éstas se reduciría a 1—. 


Observación 11.29.0.— En cuanto a medida de preordenación y medida de desorden, cfr. v. gr. 
ESTIVILL-CASTRO y WOOD, [174] y [175], respectivamente. Respecto al recuento de inversiones, vid. v. 
gr. Count Inversions in an array | Set 1 (Using Merge Sort), GeeksforGeeks (https: /Awww.geeksfor- 


geeks.org/counting-inversions/). 


No olvidemos los algoritmos de búsqueda en una sucesión finita, por ejemplo, la búsqueda li- 
neal” y la búsqueda binaria”. 


Destacables son también los algoritmos de recorrido de árboles y grafos, por ejemplo, la búsqueda 
en anchura? —Breadth First Search (BFS)— (que utilizamos para nombrar los nodos de los árboles TA/S) 
y la búsqueda en profundidad”? —Depth First Search (DFS)—. 


$ 11.30 Propuesta de actividades 


Es recomendable que para cada relación que aparezca en esta selección, determinemos su inversa y 
representemos ambas mediante diagramas de coordenadas, matrices, correspondencias, grafos dirigidos o no 
dirigidos, diagramas de vecindad (en el caso de relaciones de tolerancia) y pensemos de ambas (de la 


relación y su inversa) si son funciones o no. 


En el caso de ordenaciones, dibujemos un diagrama simplificado que sólo muestre las cone- 
xiones entre los predecesores o sucesores inmediatos (diagrama de HassE). Reflexionemos sobre la 


identificación algorítmica de propiedades a partir de las distintas representaciones de una relación. 


23 Vid. v. gr. Búsqueda lineal, Wikipedia, https://eswikipedia.org/wiki/Búsqueda_lineal. 

24 Vid. v. gr. Binary search algorithm, Wikipedia, https://en wikipedia.org/wiki/Binary_search_algorithm. 
25 Vid. v. gr. Breadth-first search, Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Breadth-first_search. 

26 Vid. v. gr. Depth-first search, Wikipedia, https://en wikipedia.org/wiki/Depth-first_search. 
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Actividad 11.6 
Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera. ¿Es ([X N Y, XA Y, YA X) una partición de X? 


Actividad 11.7 
Sean X =1x € Z:x > oe Y =[x € Z: x < 0). Demostremos que [X, Y) es una 
partición de Z. 


Actividad 11.8 


¿Es toda relación diádica una aplicación? ¿Es toda aplicación una relación diádica? 


Actividad 11.9 
Sea R una relación diádica definida en un conjunto X, no vacío, simétrica y transitiva en X y 
tal que (Vx € My € X)(xRy). ¿Es R reflexiva en X? 


Actividad 11.10 


Sea la relación diádica R en N definida por (Vm, n € N)(mRn > m? = n?). Estudiémosla. 


Actividad 11.11 


Demostremos que la relación R en R definida por (Vx, y € R)J(xRy > x? — y? =x-— y)es 


una relación de equivalencia en R. 


Actividad 11.120. Demostremos que toda relación de equivalencia en un conjunto es circular 
entél 

1.  Demostremos que no toda relación circular en un conjunto es de equivalencia en él. 

2.  Averigijemos qué necesita satisfacer una relación circular en un conjunto para ser de equi- 


valencia en él. Demostrémoslo. 


[EFO 24.5.2018:2]. 


Actividad 11.13 
Sean R una relación diádica definida en un conjunto X y los predicados 
P. =GRes de equivalencia en X, 
Q. =<(VWxe Xy e€ X)(yRx), y 
Q, =S(VWx,y,z E X(xRyAxRz => yR2). 
Demostremos que [PJ F Q,A Q,. 
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Actividad 11.14 
Sea X = fo, 1,2) y la relación diádica R en 2/ definida por (VU, V € 22%) (URV > UX V = 


VA U). ¿Es R una relación de equivalencia en 24? 


Actividad 11.15 

Sea D,, el conjunto de los divisores positivos de 30. 

o.  Demostremos que la relación de divisibilidad | ordena parcialmente D,. y representémos- 
la gráficamente mediante un diagrama de HAssE el conjunto ordenado (Do; |). 

1.  Hallemos los elementos destacados (cotas, minimales, maximales, ínfimo, supremo, mí- 
nimo, máximo) de (3, 5,15) en (Dyo; |). 

2.  Hallemos los elementos destacados de D,, en (Z*; |). 


Actividad 11.16 
Sean n € Z* y la relación diádica KR en Z definida por (Vx, y € Z)l(xRy => x— 
y es múltiplo de n). Estudiemos si es una relación de equivalencia en Z y en su caso hallemos 


el conjunto cociente. 


Actividad 11.17 
Sean |R* = RA fo) y la relación diádica Ren R* x R* definida por (W(x, y), (z, w) € R* x 
ROO y)R(z, w) > x-w=z- y?). 


O. Demostremos que R es de equivalencia en R* x RR*, 
1.  Calculemos [(1, 5)] en (R* x R*; R). 
2.  Demostremos que (x, y)R(z, w) e H1k ER*,x= kz Ay = +Vkw. 


Actividad 11.18 

Sean X = (fo, 1,2) y la relación R en 2%, definida por (VU, V € 22)(URV > 31f: U —= 
V, biyectiva). 

o. ¿Es R de equivalencia en 27? 


1. Encaso afirmativo, hallemos la clase de equivalencia de U € 22 y el conjunto cociente. 


Actividad 11.19 
¿Es posible que exista un conjunto X donde la relación diádica R, definida por (Vx,y € 


X)(xR y si, y sólo si, xY = y”), sea relación de equivalencia y de orden? 
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Actividad 11.20 


¿Existe algún subconjunto X de R donde la relación diádica definida por (Vx, y € X)(xRy => 


7 + x = 7y) sea relación de equivalencia? 


Actividad 11.21 


Dado un conjunto parcialmente preordenado (4; >) y una función f : A —> R, decimos que 


f es isótona (o sinónimamente, que conserva el preorden parcial) si, y sólo si, 
L (VWx,y € M(x> y =>f(00) > f(y)), y 
Il. (Vx, y € Ax -= y => f(x) =f(y)). 

Decimos que f es una representación fiel del preorden > cuando se satisface que (Vx, y € A)(x > 
y > f(x) > f(y)). Demostremos que: 

O.  siexiste una representación fiel de un preorden, entonces éste es fuertemente completo; 
1. cualquier función isótona de un preorden fuertemente completo es una representación 

fiel suya. 


Actividad 11.22 
Sea la relación diádica (Wa, b),(c, d) € Na, byXR(c, d) > (a + 1)2% < (20 + 1)22). 
Demostremos que es una relación de orden en N?. 


Actividad 11.23 
Definimos en RR?: (Wa, b),(c,d) € R3Ala,b)x(c,d) > (a 4co=>a<cjAa(a=c> 


b < d)). Sabemos que » es una relación de orden en R?, ¿verdad? ¿Es de orden total? 


Actividad 11.24 

Sea P una relación diádica de preorden, definida en un conjunto A. Definimos en A la relación 

R por (Vx, y € AXxRy > (xPy) A (yPx)). 

o. Demostremos que R es de equivalencia en A e: 

1. En A/R definimos la relación S: (V[x], [y] € 4/R)(lx]Sly] > xPy) (siendo x € [x], 
y € [y]). Demostremos que $ es una relación de orden en AIR. 

2. ¿Es posible asegurar que S es de orden parcial en A? ¿Y de orden total? 


Actividad 11.25 

Sea R una relación diádica de preorden parcial definida en un conjunto X. Sea la relación diá- 
dica S definida en X por (Vx, y € S)(xSy = xRy A yRx). Sea la relación diádica < definida 
en el conjunto cociente X/ 5 por (V[x], [y] € X/s)((] < [y] + xRy). 

O. Demostremos que $ es una relación de equivalencia en X. 

1. Demostremos que < es una relación de orden parcial en XA iS 
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2.  Hallemos las clases de equivalencia en el caso de tratarse del conjunto Z y la relación de 


divisibilidad |. 
[SEP 12.5.2022:3]. 
Actividad 11.26 


¿Es posible asegurar que la relación unión de dos relaciones de equivalencia es una relación de 
equivalencia? ¿Y la relación unión de dos preórdenes, es necesariamente un preorden? 


Actividad 11.27 
Sea X +). Sea R una relación diádica de orden en X. Demostremos que, caso de que exista un 


máximo en X para R, tal máximo es único. 


Actividad 11.28 


Sea n € NA [o]. En R definimos la siguiente relación diádica: (Vx, y € RI(xR,y > 771 es 


múltiplo de n). 
O. Sin= 1, ¿es R, de equivalencia o de orden? 
1. ¿Puede ser R,, de equivalencia o de orden para algún n +4 1? En caso afirmativo, hallemos 


todos los n posibles. 


Actividad 11.29 

Dado un conjunto de algoritmos, establecemos en él la relación diádica «halla la misma solu- 
ción que». Estudiemos qué propiedades satisface dicha relación diádica de entre las propie- 
dades reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, asimétrica, transitiva y conexa (esto es, 
estudiemos cómo estructura dicha relación al conjunto considerado de algoritmos). Si es una 


equivalencia, ¿cuáles son las clases de equivalencia?; si es una ordenación, ¿de qué tipo? 


[AIC-G 10.4.2018:2a], [AIC-W 10.4.2018:2a]. Cfr. [176]: ejercicio 1.1 (pp. 6-7). 


Actividad 11.30 

Sea Cun conjunto de programas. Sea — la relación diádica definidaen Cpor(WP,Q € C(P= 
O > tp + Co = Cp + to), donde + es la suma habitual entre números reales, tx es el número 
de variables temporales del programa X € C y cx es el número de estructuras condicionales 
del programa X € C. 

O. Demostremos si > satisface o no las propiedades: l, reflexiva; II, simétrica; III, antisimé- 

trica; IV, transitiva, y V, conexa, y digamos: VI, qué tipo de relación es, y por qué. 

1.  Proporcionemos un ejemplo de conjunto C y considerando — actuando en él, mostremos 


cuáles son las clases de tolerancia, las clases de equivalencia o dibujemos un diagrama de 
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HassE, dependiendo de que - sea una relación de tolerancia, una relación de equivalencia 


o una ordenación en C. 
[EFE Coincidencias 25.6.2019:2a]. 
Actividad 11.31 


Sea C un conjunto de programas. En dicho conjunto, consideramos que un programa P es de 


mayor calidad que otro Q, cuestión que designamos por P > Q, precisamente si es más corto 


tanto en líneas de código como en número de instrucciones (según S : P — R, una métrica 
inversa de longitud —(WP,Q € COH(P > Q = S(P) > S(Q))—) y menos compleja su es- 
tructura (según y : P —> R, una métrica de complejidad —(VWP,Q € O(P> Qe y(P) < 


y(Q)—). Estudiemos qué propiedades satisface la relación diádica «ser de mayor calidad que» 
(>) de entre las propiedades reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, asimétrica, transi- 
tiva y conexa (esto es, estudiemos cómo estructura dicha relación al conjunto de todos los pro- 
gramas). Si es una equivalencia, ¿cuáles son las clases de equivalencia?; si es una ordenación, 


¿de qué tipo? 


Cfr. [176]: ejercicio 1.6 (pp. 11-12). 


Actividad 11.32 

Sea C un conjunto de programas. Sea 5 la relación diádica definida en C a partir de las métricas 

t (n.* variables temporales) y c (n.* de estructuras condicionales), por (VP, Q € C(P 7 Q= 

(tp < to) V ((tp = to) A (cp < Co))), esto es, el programa P está relacionado con Q si, y 

sólo si, el número de variables temporales tp que usa P es menor que el correspondiente a Q y 

a igual número de variables temporales si el número de estructuras condicionales cp presentes 

en P es menor o igual que el correspondiente a Q. 

O. Demostremos si + satisface o no las propiedades: l, reflexiva; II, simétrica; III, antisimé- 
trica; IV, transitiva, y V, conexa, y digamos: VI, qué tipo de relación es, y por qué. 

1.  Proporcionemos un ejemplo de conjunto C y considerando + actuando en él, mostremos 
cuáles son las clases de tolerancia, las clases de equivalencia o dibujemos un diagrama de 
HassE, dependiendo de que + sea una relación de tolerancia, una relación de equivalencia 


o una ordenación en C. 


Actividad 11.33 

Deseamos elegir entre un número finito de programas provenientes de desarrollo basado en 
componentes. Utilizaremos el índice de reusabilidad por componente de software (RCS), defi- 
nida por el cociente de numerador el número de componentes reutilizadas y de denominador el 
número de componentes. Estudiemos qué propiedades satisfacen las relaciones diádicas «te- 


ner un mayor RCS que» y «tener el mismo RCS que» de entre las propiedades reflexiva, irreflexi- 
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va, simétrica, antisimétrica, asimétrica, transitiva y conexa (esto es, estudiemos cómo estruc- 
turan dichas relaciones al conjunto considerado de programas). Si son equivalencias, ¿cuáles 
son las clases de equivalencia?; si son ordenaciones, ¿de qué tipo? 


Cfr. [176]: ejercicio 1.4 (p. 10). 


Actividad 11.34 

Consideremos las asignaturas A,, A,, ..., An que estamos preparando para la siguiente con- 

vocatoria de exámenes. Para cada una de ellas, consideremos el tiempo medio semanal que 

dedicamos a su estudio y la calificación final que esperamos obtener en ella. Supongamos que 

decidimos adoptar la siguiente relación de preferencia: «Preferimos la asignatura A; a la asig- 

natura Ay si el tiempo medio semanal dedicado al estudio de A, es menor o igual que el dedicado 

a Aj y la calificación final que esperamos obtener en A; es mayor o igual que la que esperamos 

para Ay». 

O. ¿Qué prioridad estableceríamos a la hora de estudiar nuestras asignaturas? 

1.  Sipor cualquier motivo no tuviésemos tiempo para prepararlas todas, ¿cuál o cuáles deja- 
ríamos de estudiar? 

2.  Estudiemos qué propiedades satisface dicha relación diádica de entre las propiedades re- 
flexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, asimétrica, transitiva y conexa (esto es, estu- 
diemos cómo estructura dicha relación al conjunto considerado de asignaturas). Sies una 


equivalencia, ¿cuáles son las clases de equivalencia?; si es una ordenación, ¿de qué tipo? 


Cfr. [176]: ejercicio 1.9 (pp. 17-18). 


Actividad 11.35 
Sean un conjunto no vacío A y una relación de tolerancia R en A. ¿Es cierto que un subconjunto 


S de Aes una clase de tolerancia precisamente siimgS = S? 


Actividad 11.36 

Sea£€ =(4,B,C, D, G,J, L, M, N, Pj un conjunto de nueve entidades determinadas a partir 
de presentar cuatro cualidades en diferentes grados (a — e): A(b, a, a,b), B(c, e, a, b), 
Elcra, bal) Dia, a, 0 bla, ab la, be a) Ubica) Mile a aa 
N(b,a,a,b) y P(b,b,c, a). Se considera la siguiente relación diádica en €: «dos enti- 
dades son compatibles si no difieren en más de una de las cuatro cualidades». Esta relación 
clasifica las entidades en subconjuntos de entidades «compatibles» según dicha relación. Estos 
subconjuntos se denominan clases de compatibilidad o simplemente vecindades —por ejemplo, 
[4, M, N) y [B, M) son vecindades ya que A, M y N difieren sólo en la primera cualidad y 
B y M sólo en la segunda— y al diagrama que representa todas las vecindades, diagrama de 


compatibilidades o diagrama de vecindades. Se pide que: 
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o.  estudiemos dicha relación definida en € (hallemos las diferentes propiedades que satisface 
[simetría, transitividad, etc.] y todas las vecindades y dibujemos el diagrama de vecinda- 
des); 

1. hagamos lo mismo para estas otras dos relaciones definidas en €: 

o.  «dosentidades son compatibles si no difieren en más de dos de las cuatro cualidades»; 
1. «dos entidades son compatibles si no difieren en más de tres de las cuatro cualida- 
des». 


Cfr. [177]: $ 5.2 Equivalence and compatibility relations (pp. 128-132) y ejercicio 6.5 (p. 14D. 


Actividad 11.37 

Reescribamos las definiciones de las propiedades estudiadas en este capítulo con funciones 
características. Por ejemplo: 

o.  Reflexiva: (Vx € C)(ur(x, x) = 1) 

1.  Irreflexiva: (Vx € C)(ur(x, x) = 0) 

2.  Simétrica: (Vx, y € C)(ur(x, y) > ur(y.x)) 


Actividad 11.38 

Sea R una relación diádica y E el conjunto de referencia. Consideremos las siguientes propie- 
dades: 

o. (Vx,y E CHF y > ur(x y) E ur(y,x) V ur(x y) = ur(y,x) =0) 

1 ay E CXCI DS pa y) r(yio) 

2. (Vx y)EeCxC,conx £ y)(ur(x, y) > 0 > ur(y, x) = 0) 

Para cada una de ellas, discutamos si equivale a alguna de las estudiadas en este capítulo. 


Actividad 11.39 

En la teoría de los conjuntos borrosos definimos la transitividad máx — mín para las relaciones 
diádicas borrosas como ur(x, z) > máx, mín([ur(x, y), Ur(y, z)). ¿Incluye esta definición 
como caso particular la transitividad entre conjuntos ordinarios? (Observemos que la operación 


mín corresponde a A y la operación máx a V). 


Actividad 11.40 

En la teoría de los conjuntos borrosos definimos la transitividad mín — máx para las relaciones 
diádicas borrosas como ug(x, z) < mín, máx([ur(x, y), Ur(Y, z)). Discutamos si esta propie- 
dad equivale a alguna de las ya estudiadas. 
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Actividad 11.41 (Pequeña indagación vía web [webquest 
)] Definimos la composición máx — mín de dos relaciones R, € Xx YyR, C Y xZ por: Hr. or, = 


Y ur (x, y) : Ur (y, z), donde - es el producto de Boole y )_* la suma de Boole. Interpretemos esta 
y 


fórmula en el lenguaje habitual de las relaciones ordinarias (sin funciones características). 


$ 11.31 Muestra de ejemplos finales 


Ejemplo 310 


Sea£€ = [4,B,C,D, G,J, L, M, N, Pj un conjunto de diez entes determinados a 
partir de presentar cuatro cualidades en diferentes grados, del aale,cona<xbx<c=x 
e: 

A(b,a, a,b), B(c,e,a,b),C(c, d,b, a), D(a, d, a, b), 

G(a,d,a,b),J(a,b,c, a), L(b,c,c, a), M(c, a, a, b), 

N(b,a,a,b)yP(b,b,c, a). 

Consideremos los siguientes tres casos. 

o. Sea Rla relación diádica definida en € por: 

(WX, Y EEN(XRY > Xe Y presentan la primera cualidad en el mismo grado). 
1. Sea Rla relación diádica definida en € por: 

MANS OA a e Yi 0 Us De) > max 00) Ss may, Y) Y 

MA 
2. Sea Rla relación diádica definida en € por: 

WX, Y EE (XRY =XeY no difieren en más de una de las cuatro cualidades). 
En cada uno de estos tres casos, 

a.  averigúemos qué tipo de relación es R y demostremos por qué lo es, estudiando si 
R satisface o no las siguientes propiedades: 1, reflexiva; II, simétrica; III, antisimé- 
trica; IV, transitiva, y V, conexa (fuertemente completa); 

b.  hallemos las clases de equivalencia, las clases de tolerancia o dibujemos un diagra- 
ma de HAssE, dependiendo de que R sea una relación de equivalencia, una relación 


de tolerancia o una relación de orden en £.. 


[EFO 12.6.2020:1b (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Cada ente X tiene cuatro cualidades, X(cual,, cual,, cual,, cual,), y cada 
cualidad la posee en diferentes grados, esto es, por ejemplo, como b < c, el ente A(b, a, a, b) 


posee la primera cualidad en grado menor que la posee el ente B(c, e, a, b). 
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Sea R la relación diádica definida en € por: 


(WX, Y EE (XRY > Xe Y presentan la primera cualidad en el mismo grado). 
a. Dados cualesquiera entes X(x,, X2, X3, X4) € Y (Yi, Y2, Y3, Ya) de €: 


I. si desconocemos cómo se relaciona d con el resto de grados mediante <, no podría- 
mos calcular el máximo si uno de los argumentos es d y no habría resultado, en otras 
palabras, no podríamos aceptar un argumento del estilo de «sea el que sea el resulta- 
do, siempre se tendrá x = xo d = d» ya que no habría forma de llegar a esas igual- 
dades a través del cálculo del máximo con su definición clásica. Suponiendo pues que 
se satisface que a < b < c < d < e, y siendo = una relación de equivalencia en 
[a, b, c, d, e) y, por tanto, reflexiva, entonces, sí es R reflexiva en €, pues cualquier 
ente posee las cuatro cualidades en el mismo grado que él mismo y en particular la 


primera; 


II. es simétrica en €, pues afirmar que el ente X posee la primera cualidad en el mismo 
grado que la posee el ente Y (esto es, x, = yy) es equivalente a afirmar que el ente Y 


posee la primera cualidad en el mismo grado que la posee el ente X (esto es, y, = X;); 


III. noesantisimétrica, pues, porejemplo, A(b, a, a, b)yL(b, c, c, a) están mutuamen- 


te relacionados por R pero A(b, a, a,b) noes L(b, c, c, a); 


IV. suponiendo que = una relación de equivalencia en La, b, c, d, e) y, por tanto, tran- 
sitiva, entonces sí es R transitiva en €, pues si los entes X e Y presentan la primera 
cualidad en el mismo grado (esto es, x, = yy) y los entes Y y Z presentan la primera 
cualidad en el mismo grado (esto es, y, = 2,), entonces, los entes X y Z presentan 
la primera cualidad en el mismo grado (esto es, x, = 2,), en otras palabras, de la 


transitiva de =en [a, b, c, d, e) se deduce la transitiva de R en €; 


V. no es conexa en €, ya que, por ejemplo, A(b,a,a,b) KR Bíc,e,a,b) y 
B(c,e,a,b) RA(b, a, a, b). 


Caso de satisfacer R las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva en €, se diría que R 


es una relación de equivalencia en €. 
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b. La definición de los entes en función del grado de posesión de la primera cualidad es 


cual, 
b 


VEiír=o0D0O»» 
o 


Identificamos tres clases de equivalencia, 

[A] = [x € E,x RA] =(4, L, N, PJ (entes que poseen la 1.* cualidad en grado b), 

[B] =[x € €, xR B) = [B, C, MJ (entes que poseen la 1.*? cualidad en grado c), y 

[D] = (x € €, x R Dj = [D, G, J] (entes que poseen la 1.* cualidad en grado a). 

Como es sabido y seríamos capaces de demostrar, el conjunto cociente E/R  = 
[ [A], [B], [D]) es una partición de €. Representamos gráficamente la relación R en € 
y esta partición: 


AS SS 


|] yO N 


N—=P 


E o) 


Sea R la relación diádica definida en € por: 
(VWX, Y € ENX(X, x2, X3, X4) RY(Yr, Ya, Y3, Ya) > máx(x,, x,) < máx(y,, y,) Vmáx(x,, Xx.) = 


máx(y,, Y2)). 
a. Dados cualesquiera entes X(x,, Xx, X3, X4) € Y (Yi, Y2, Y3, Ya) de €: 


I. Si desconocemos cómo se relaciona d con el resto de grados mediante <, no podría- 
mos calcular el máximo si uno de los argumentos es d y no habría resultado, en otras 
palabras, no podríamos aceptar un argumento del estilo de «sea el que sea el resul- 
tado, siempre se tendrá x = xo d = d» ya que no habría forma de llegar a esas 
igualdades a través del cálculo del máximo con su definición clásica. Suponiendo 
pues que se satisface que a < b < c < d < e, y siendo = una relación de equiva- 


lencia en [a, b, c, d, e) y, por tanto, reflexiva, entonces, sí es R reflexiva en €, pues 
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para cualquier X(x,, X,, X3, X4) E €, 


máx(x,)=méx(%,%) => (máx, 0) <méx(x,.) Y méxO,06) =méxlx,%)) 


=> X(X1, X2, X3, X4) R Y (Y, Y2, Yz, Ya); 


II. noes simétrica en €, pues, por ejemplo, 


máx(b, a) = b=<e = máx(c,e) > A(b,a,a,b)R B(c, e, a, b) 
A 
máx(c,e) =e 4 b = máx(b, a) 
A > B(c,e,a,b)RA(b, a, a, b); 


máx(c,e) =e 4 b = máx(b, a) 


III. noes antisimétrica en €, pues, por ejemplo, A(b, a, a,b) + J(a, b, c, a) a pesar de 


que 
máx(b, a) = b= máx(a, b) > A(b,a,a,b)RJ(a, b,c, a) 


A 


máx(a, b) = b = máx(b, a) => J(a,b,c,a) RA(b, a, a, b); 


IV. =es una relación de equivalencia en [a, b, c, d, e) y, por tanto, transitiva; si < es 
transitivaen[a,b,c,d,ejya <b=<c=< d < e, entonces, R es transitiva en €, ya 
que notando por X < Y > máx([x,,x,) < máx(y, y2) y X Y Y > máxlx,x,) = 
máx(y, Y2), se tienequeXRY>oX=<YnAX«z Y, y 


X=<=YMY<=Z=>X=<Z 


V 
X<YAY=Z=>X=<Z 
XRYAYRZ => V >XRZ; 
AS EA 
V 


XeYAYzRzZ>XxXzEZ 


es cierto por la transitividad de < y =en (a, b, c, d, e); sin embargo, si < no satis- 
face la transitiva en [a, b, c, d, ey o desconocemos cómo se relaciona d con el resto 


de grados mediante <, R no es posible asegurar que R sea transitiva en €; 


V. la relación de igualdad = es conexa (fuertemente completa) en [a, b, c, d, ep; si < 


es conexa en [a,b,c,d,epya <b <c=< d < e, entonces, R es conexa en €; sin 
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embargo, si < no es conexa en La, b, c, d, e) o desconocemos cómo se relaciona dl 


con el resto de grados mediante <, no es posible asegurar que R sea conexa en €. 


Caso de satisfacer R las propiedades reflexiva, transitiva y conexa en €, se diría que R es 


una relación de preorden en £. 


b.  Entalcaso, dos formas habituales de representar como diagrama de Hasse el preorden R 


en € son 
B B 
C——D-——G C,D,G 
L——M L,M 
A J N P ANP 


representando las aristas horizontales en el primero la simetría (L—M significa LRM A 
MR L) y siendo los nodos en el segundo las clases de equivalencia de la subrelación de 
equivalencia de R (las 4 clases de equivalencia generadas entre los elementos que satis- 
facen la simétrica). Observemos que como tales diagramas de Hasse, en estas rerpresen- 
taciones se asume que R satisface las propiedades reflexiva y transitiva, por lo que, por 
ejemplo, en el primero, J R L ya que] RAyAR Lyser R transitiva. 


Sea R la relación diádica definida en € por: 
(WX, Y EE NXRY =XeY no difieren en más de una de las cuatro cualidades). 


a.  Ladefinición de los entes en función del grado de posesión de las cualidades es 


cual, cual, cual, cual, 


A b al a b 
B c e a b 
Co c d b a 
D a d a b 
G a d a b 
J a b C a 
L b C C al 
M c al al b 
N b a a b 
Pb b C a 
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La relación R actuando en €, expresada en forma de matriz binaria (1 significa que los 


entes del par asociado son compatibles y o que no lo son), es 


ABCDCGJLMNP 


ATOOOGCODE 10 
B01000001 090 
Coo10000000 
Doo Ttio000.00 
Goooít1000 00 
00000106007 
00.000010:01 
M11000001 00 
NÑNTOoDOOooDO Oo 10 
P0000.0110 01 


I. esreflexiva en €, pues cualquier ente posee las cuatro cualidades en el mismo grado 
que él mismo, así que un ente y él mismo no difieren en más de una de las cuatro 


cualidades (puede observarse que la diagonal de la matriz es 1); 


II. sí es simétrica en €, pues decir que el ente X no difiere en más de una de las cuatro 
cualidades del ente Y es equivalente a decir que el ente Y no difiere en más de una 
de las cuatro cualidades del ente X (la matriz anterior es simétrica respecto de la 


diagonal principal); 


III. no es antisimétrica en €, pues, por ejemplo, A(b,a,a,b) R M(c, a, a,b) y 
M(c,a, a,b) RA(b, a, a, b) peroA + M; 


IV. no es transitiva en €, pues, por ejemplo, A(b,a,a,b) R M(c,a,a,b) y 
M(c,a,a,b)R Blc, e, a, b), pero AR B; 


V. noes conexa en €, pues, por ejemplo, A(b, a, a,b) R B(c, e, a, b). 


Al satisfacer las propiedades reflexiva y simétrica, R es una relación de tolerancia (com- 
patibilidad) en €. 


b.  Larelación R actuando en € induce las siguientes clases de tolerancia: /, (A), (Bj, [CJ], 
(DH AC) UL ALL AM E AND APD ALA, ME LA NB, Mp, (D,G 4, , Pp AL, PJ, 
[M, Nj y (A, M, NJ]. Seis de ellas no están contenidas en ninguna otra clase de toleran- 
cia, son las clases maximales de tolerancia, (4, M, NY, [B, MP, (CF, (D, GP, UP) y 
[L, PY, que forman un recubrimiento de €. Una posible representación gráfica sería la 
siguiente, donde la línea continua (—) expresa que los extremos que une están en la mis- 
ma clase de tolerancia (esto es, que dichos entes son compatibles según el concepto de 
compatibilidad definido por R) y una discontinua (- - -) que no lo son. Así, hablando de 


compatibilidad, en vez de tolerancia, así, en ella vemos que A, M y N son compatibles de 
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acuerdo con dicho concepto de compatibilidad, y M (pero no así ni A ni N) es también 
compatible con B, y también J y P son compatibles y P (pero no J) es también compatible 


con L. 


Misas B C D G J P 


A 
N L 
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La 


CAPITULO 


Lógica de funciones 


Una unidad (entidad, objeto) procede de un acto de distinción. Recíprocamente, siempre que 


nos referimos a una unidad en nuestras descripciones, implícitamente lo hacemos a la operación 


de distinción que la define y la hace posible. 


(Humberto MATURANA y Francisco VARELA. El árbol del conocimiento). 


Como decíamos al presentar la lógica de clases, estudiar qué pueden hacer (cómo se 


«comportan») las entidades en relación con otras entidades o colecciones, es un ob- 


jetivo de la lógica de funciones. Las funciones son esenciales en la construcción de 


modelos matemáticos para la representación, investigación y resolución de numero- 


sas situaciones que acaecen en la ciencia experimental y en la vida en general: funcio- 


nes de una o más variables, un ejemplo de protagonismo de esta última es una toma 


de decisión multicriterio; esencia de ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferen- 


cias, que permiten crear modelos continuos y discretos de dinámica de poblaciones, 


de expansión de una enfermedad, y así, un largo etcétera, donde destacan los modelos 


probabilísticos, y entre estos últimos los bayesianos, a su vez copartícipes en la cimen- 


tación de la actual manera de entender la inteligencia simulada (más conocida como 


inteligencia artificial). 


12.0 Correspondencia, función y aplicación 
12.1 Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad . . . . 
12.2 Composición de funciones 

12.3 Inversa o recíproca 

12.4 Función característica de un conjunto . 
12.5 Órdenes y aplicaciones 

12.6 Operación en un conjunto . 

12.7 Multiconjuntos 

12.8 Continuidad discreta 

12.9 Muestra de ejemplos 
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$12.0 Correspondencia, función y aplicación 


Definición 12.0.— Una correspondencia es una relación. Dados dos conjuntos X y Y, una relación 
RC Xx Y y un parordenado (x, y) € R, decimos que y es la imagen o el valor de x por R (también 
decimos de x que es la antiimagen de y) y este hecho lo representamos por y = R(x). En este ámbito 
se representa la propia correspondencia por R : X —> Y; afirmar aquí que y = R(x) equivale a 


afirmar que (x, y) € R, en la vista de R como relación. 


Observación 12.0.0.— Debemos a LEIBNIZ (1646-1716) el nombre de función, con un sentido muy 
parecido al que usamos hoy. Jean BERNOULLI (1667-1748) experimentó con varias notaciones, de 
las que la más parecida a la actual es px. Fue EULER (1707-1783) quien en la revista de la Academia 
de San Petersburgo, Commentarii AcademiseScientiarum Imperialis Petropolitanee, de 1734-1735, 


utilizó la notación f(x) para representar una función de x. 


Las definiciones establecidas en $ 11.0 (p. 518 de esta edición) para relaciones se reescriben para 
correspondencias. 


Así, dados dos conjuntos X e Y y una correspondencia f : X —> Y, se denomina: 
= conjunto de partida (o conjunto inicial o predominio) de f al conjunto X; 
= conjunto de llegada (o conjunto final o codominio) de f al conjunto Y; 


= dominio(o sinónimamente, conjunto original, conjunto de orígenes o imagen conversa) de f al conjunto 
domf=(x € X:3y € Y y =fL0); 


= rango(osinónimamente, conjunto imagen, imagen, conjunto deimágenes, contradominio, dominio con- 


verso o recorrido) de f al conjunto ranf = [y € Y :3x€X,y =f(00)); 
= campodefal conjunto camf = domf U ran f; 


=  grafodefala propia función vista como conjunto de pares ordenados, es decir, al conjunto 
[(x,y) : y = f(x)) que podríamos designar por f o por G; si quisiésemos destacar que una 
relación f queda determinada cuando se conoce la terna (X, Y, Gr) (en otras palabras, una co- 
rrespondencia f es una terna (X, Y, Gf) donde G; es un subconjunto de X x Y —G; es la relación 
diádica que se identifica con f—); 


=  yE€ Y esunelemento imagen de x € X precisamente si(x, y) € Gs; 
=  elconjuntoimagendeS C Xes[y € Y : (3x € S/(x, y) € CHF; 
= x € Xesunelemento origen (o elemento preimagen) de y E Y precisamente si(x, y) € Gs; 


= el conjunto origen (o conjunto preimagen) de T € Yes[x € X: (4y € TJUx, y) € Gp). 
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Definición 12.1.— Decimos que una correspondencia f : X —> Y es una función precisamente si 
es una relación funcional, esto es, si asigna como mucho un elemento de ran f a cada elemento de 
dom f; en otras palabras, la imagen de todo elemento de dom f es un subconjunto unitario de Y. 


Imagen monocromática discreta 

Una imagen monocromática discreta es una función | : Zx Z —> [o, n|nN, siendo 
(x, y) € Z x Zlas coordenadas de un punto e /(x, y) su grado de gris. Una operación de 
procesamiento de imagen es una función que transforma una imagen / en otra /. Por 
ejemplo, con las operaciones de segmentación se consiguen diferenciar detalles en una 
imagen. Una de ellas es la operación de binarización (o sinónimamente, umbralización), 
designemosla por B, definida por B(X,y) = 0,si (x.y) < TyBl(x y) = L si 
T < K(x, y);a T sele conoce como umbral de binarización. Pudiese haber dos umbrales, 
uno inferior T; y el otro superior T.: B(x, y) = 0,sil(x,y) É [T;, Ts y B(x, y) = 1, 
si l(x,y) € [T;, T.]. El histograma de una imagen representa el número de puntos 
cuyos grados de gris están comprendidos entre T; y T.;dicho histograma es la función 
H : [T;,, T,] — N, definida por H(t) < número de puntos cuyo grado de gris es f. 


Si los conjuntos son iguales, decimos que es una endofunción. 


Ala endofunción idx : X —> X, definida por idx(x) = x, para todo x € X, la denominamos 


función identidad en X y no es más que la relación identidad lx en X. 


Ejemplo 311 


Definamos el siguiente grafo dirigido como un par ordenado de un conjunto y una 


función. 


Resolución. Enefecto, definámoslo como el par ordenado (K', ”), donde K es el conjunto 
de orígenes K = [Xo, Xx, X2, 3 yT' : K — 2£ es la función definida por: (xo) = (xx), 
D(x) = (xp Po) = Lo, Xx) y DP (6) = Lo, X2, 5). 


Definición 12.2.— Decimos que una función f : X —> Y es una aplicación precisamente si 
dom(f) = X. En otras palabras, una aplicación f : X —> Y es una relación funcional cuyo do- 


minio es X y cuyo rango es un subconjunto de Y. Esto obliga a que para cualquier x € X, existe un 
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único y E Y tal que (x, y) € Gs, escribiéndose esto último y = f(x), como ya hemos dicho. En 


resumen, f : X — Y es una aplicación < 0. A1.* A 2.*, donde: 
o.”, domf=X; 
1% TanmPEYy 


22, 1xEXN (VWy,zEVVy=f)Az=f(x)=>y=2). 


Teorema 12.0 


f: X —> Y es una aplicación si, y sólo si, (Vx € X)(3ly E VIH) = y). 


Ejemplo 312 


Las siguientes correspondencias f y fc intentan recoger la idea de la relación de inclusión, que 

como sabemos no es funcional. La primera no es función, mientras que la segunda es aplica- 

ción. 

o. Dadoun conjunto C,la correspondencia f : 22 — 2£, definida VX, Y € 2 porf(X) = 
Y £SXC Y, noes una función. 


1. Dado un conjunto C, la correspondencia fc : 26 x 2 — fo,1), definida W(X, Y) € 
2x2 porf(X, Y) =0siX € Y yfc(X, Y) =1si X C Y, es una aplicación. 


Algo similar ocurre con la pertenencia. 


2. Dado un conjunto C, la correspondencia g : C —> 26, definida Vx € C,VY € 2(, por 


m(x) = Y > x € Y, noes una función. 


3. Dado un conjunto C, la correspondencia Ye : C x 2% — [fo,1), definida V(x, Y) € 
Cx2 porge(x, Y) =0six E Y y ge(x, Y) =1six € Y,es una aplicación. 


Observación 12.0.1.— En el ámbito del Análisis Matemático y del Cálculo, a las aplicaciones se les 
denomina funciones totales. A veces, para insistir en el carácter no total de una función decimos 


que es una función parcial. Si sólo decimos que es una función, se trata de una función parcial. 


Definición 12.3.— Sean X, Y conjuntos y f, g : X —> Y dos funciones tales que dom f = dom q. 


Entonces decimos que f y g son iguales en dom f precisamente si Vx € domf, f(x) = g(x). 


Observación 12.0.2.— Similarmente a lo visto en el ejemplo 312 (p. 611 de esta edición), dado un 
conjunto C, es posible hablar de la aplicación f_- : 26 x 2€ — (fo, 1), definida W(X, Y) € 2€ x 2 por 
IAN 0 XA REY Y EA) 1SlA => Y. 
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Operaciones de conjuntos en lenguajes de programación 

Estas aplicaciones se utilizan en múltiples ámbitos con lenguajes propios, por 
ejemplo, como operaciones de conjuntos en R. Por ejemplo, £-(X, Y) mediante la ins- 
trucción setequal (X,Y) y ge(x, Y) mediante X%in% Y. 

Para fc(X, Y) no existe una instrucción específica, pero podríamos utilizar 
setequal(X,intersect(X,Y)) o bien all (X%in% Y). 

R también tiene instrucciones para la unión y la diferencia: union(X,Y) y 
setdiff(X,Y), respectivamente. 


$12.1 Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad 


Definición 12.4.— Sean X, Y conjuntos y f : X —> Y una función. Entonces decimos que: 


o.  fes inyectiva precisamente si lo es como relación funcional, es decir, si, y sólo si, todo elemen- 


to imagen lo es exactamente de un único elemento original, esto es, precisamente si (Vx, y € 
XFX) = Huy) => x= y). 


1.  fessobreyectiva (suprayectiva o exhaustiva) precisamente si ranf = Y, es decir, precisamente si 
todo elemento del conjunto final es imagen de algún elemento del conjunto inicial, esto es, si, y 
sólo si, Vy E Y, 1x E X,f(x) =y. 


2.  fesbiyectiva precisamente si es inyectiva y sobreyectiva. 


Teorema 12.1 (Caracterización de la biyectividad) 


Sean X, Y conjuntos y f : X —> Y una función. Entonces: 


f es biyectiva si, y sólo si, Vy E Y, Xx E X, f(x) = y. 


$ 12.2 Composición de funciones 


Definición 12.5.— Sean X, Y, Z conjuntos yf : X — Yyg : Y —> Z funciones tales que 


im(f) € dom(g). Definimos la composición de fy g,comog of: X —Z,(g o f)(x) = g(f(x)). 


Teorema 12.2 


Dados X, Y, Z conjuntosyf : X — Y yg : Y — Z funciones tales que im(f) € dom(g), 


la composición g o f es una función, la función compuesta de f y q. 
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Ejemplo 313 
f g 
X > Y AZ 
ae. 7 X > 2 M 
b RA y =n 


Observamos que domf = [a,b,cj,imf = [x,y) € (x,y,z) = domg,img = [m,n, pj, 
queimf € dom gy quedom(g of) =fa,b,cjeim(gof)= [m, p. 


Observación 12.2.0.— Se dice a veces que X determina funcionalmente Z a través de Y (o sinó- 


nimamente, que Z depende funcionalmente de X a través de Y). 


Fusión de dos conjuntos de datos 

Cuando en programación tenemos dos conjuntos de datos correspondien- 
tes a las mismas variables, es admisible usar los identificadores de dichas 
variables como una variable común para fusionar ambos conjuntos. Imagi- 
nemos que los conjuntos de datos son [(o,f(0)),(1,f(1)),...,(n,f(n)) y 
[(o, g(o)),(1,9(1)),...,(n,g(n))), entonces la fusión es el conjunto de datos 
[lo, (0), glo), (1,£(), 9(0)....(n,F(m), g(m)). 

Por ejemplo, n + 1 personas, f(í) la edad de la persona i y g(í) el peso de la per- 
sona í y este identificador í¡ de la persona desde ¿ = oa n. Un camino matemático 
utilizando la composición para este último ejemplo podría ser el siguiente, tomando 
I=1(0,1,...,N, X=Y=N:f:I|— X,x=f(0;9:1— Y,x— g(x); 
92, : | — Xx Y,x > (x, g(x)) (esta g, exige quel € X)g,of:l|—=XxY, 
(9,0 P)0) = (400), 900). 


Teorema 12.3 (Propiedades) 

Sean W, X, Y, Z conjuntos y f : W —> X,g : X — Yyh: Y — Z funciones tales que 
im(f) E€ dom(g) y im(g) € dom(h); entonces: 

o. ho(gof)=(hog)of (asociatividad de o). 


1. sif,gsoninyectivas, entonces y o f es inyectiva. 


2. sif,gsonsobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva. 


si f, g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva. 
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Observación 12.2.1.— La composición de funciones no es conmutativa. 


$12.3 Inversa o recíproca 


Sean X = [o], Y = [o,1) y la relación R = ([(o,0), (o,1)). Surge un problema al plantear 
su reescritura como correspondencia; ¿qué escribimos, R : X —> Y definida por R(o) = oy 
R(o) = 1?, ¿o no sería mejor R : X — 2* definida por R(o) = [o, 1)? Pero entonces parece que no 
estemos hablando de una correspondencia de X en Y. Igual ocurre si nos planteamos la reescritura 
de la relación inversa de R como correspondencia. 


Evitaremos lo anterior adoptando como noción primitiva a la hora de hablar de inversa de una 
correspondencia la condición de ser ésta una función inyectiva. 


Definición 12.6.—  Siunafunción f : X —> Y esinyectiva, hablamos def : Y — X, que asocia 
a y el único x tal que f(x) = y, y denominamos función inversa (o recíproca) de f y también es inyectiva 


(por ser f una función). 


Dicho de otro modo, si f es inyectiva y viene dada por la terna (X, Y, Gs), entonces f”* también 


es inyectiva y viene dada por la terna (X, Y, Gf) donde Gr = [(y,x) : (x, y) € Gr). 


Teorema 12.4 
Seanf : X — Y una función inyectiva y V, W C Y. Se satisface que: 
o. domf”=ranf; 


ran? = dom ft: 


pan 


cani Camil 

f”* es función inyectiva; 

si f es aplicación, entonces f* es función sobreyectiva; 

si f y f* son aplicaciones, entonces ambas son aplicaciones biyectivas; 
si f es biyectiva, entonces F*of =lxyfof* = ly; 

PIO? =E 

UV UW)= F(V) UFXW); 

(VO W =fF(W)nf (w); 

10. f: X —> Y es biyectiva si, y sólo si, 1/7? : Y — Xy f” es biyectiva. 


Ze 
50 
4. 
S. 
6. 
7 
8. 
9. 


Inversión de programas 
Tras un ciberataque, ¿no sería genial disponer de una contramedida que deja- 
se todo en el mismo estado que antes? Un posible punto de partida es la inversión 


de programas. Sea P el programa x := x + 1,tras su ejecución, todo volvería a ser 
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como antes si ejecutásemos el que pudiésemos designar por P"*y denominar progra- 
ma inverso de P,x := x - 1. Observemos que en este caso subyacen las funciones 
Xx —> Xx + 1y suinversa x — x — 1. Un punto de inicio genial para aprender sobre 


inversión de programas es [55] (cap. 21, pp. 265-274). 


$ 12.4 Función característica de un conjunto 


Definición 12.7.— Dados un conjunto de referencia U y un subconjunto suyo, X. Para expresar el 


hecho de que un elemento x de U pertenezca a X, utilizamos el concepto de función característica: 


ux: U —= [fo,1) 
1 sixeX 


x HH ux(x)= SEN 


Teorema 12.5 (Idempotencia de la función característica) 


EI 


Teorema 12.6 
Es posible caracterizar todo lo estudiado anteriormente en términos de la función caracterís- 
tica; por ejemplo, VX, Y € U,Vx € U: 

conjunto referencia, U: y (x) = 1 (función unidad); 

conjunto vacío, U: iy(x) = o (función nula); 

inclusión, X € U: ux(x) < Hu(x); 

inclusión, X € Y: ux(x) < uy(x); 


complementación, X*: ze (x) =1— ux(x); 


intersección, X N Y: UxnyOd) = mínfux Lo, uy CO F 
unión, XU Y: lxurlo) = máxfux (0). uy CO H; 
diferencia, XA Y: xy Lo) = Uxnye lo); 

diferencia simétrica, XAY: Uxay(x) = Hor murvo LO). 


Observación 12.4.0.— Es posible: 


= redefinir la unión en función de la suma algebraica, A+B: asa = na (x) + ug (x) Ha.B, que llama- 
mos suma de Boole (o sinónimamente, suma booleana), siendo de interés por ejemplo, para 
la teoría de los conjuntos borrosos (fuzzy sets) —generalización de la teoría de los conjuntos 


ordinarios (aunque en ese entorno hablamos de suma algebraica)—, y 
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= redefinir la intersección en función del producto algebraico, A - B: l4.g = pal(x) - ug(x), que 
llamamos producto de Boole (o sinónimamente, producto booleano), siendo también de in- 
terés para la teoría de los conjuntos borrosos, aunque en ese entorno hablamos de producto 


algebraico. 
Ejemplo 314 


Demostremos los apartados 3, 4 y 5 del teorema inmediatamente anterior. 


Resolución. En efecto: 

3. Y=(xnNuULÉNY)xeXNnY e uxb) =ur00) =1x E X'N Y e ux() = 
o<1=uy(x); 

4. six € X', entonces Hxe(x) =1=1-0=1-—ux(x);six É X*, entonces HxeLo =0= 
1-1=1—ux (0%); 


5. Hxny(x) =1si, y sólo six € X N Y si, y sólo si,x € Xyx E Y si, y sólo si, Ix(x) = 1y 


Hy(x) =1si, y sólo si míníux(x), uyaO) = 1. 


Teorema 12.7 
Dados X, Y y Z, conjuntos, se satisface: 
OU > 1 O 


Ll. Hxuyuz = Px + Hy + Hz — Hxny — Uxnz — Mynz + MxnyYnz;5 


n 
2 SAS DE a E 
Ú i 0 ,jefo,1,...,ny 

i<j 


t=0 


Observación 12.4.1.— Una relación diádica no es más que un grafo (en el sentido de BERGE), G € 
Eo X E,, tal que V(x, y) € Es X Es, Ha(x, y) € [o, 1), de manera que xGy => ua(x, y) =1. Igualmente 
es posible expresar en términos de la función característica todas las propiedades y resultados 


estudiados para relaciones. 


$ 12.5 Ordenes y aplicaciones 

Definición 12.8.— Sean (X, 31) y (Y, X%,) dos conjuntos ordenados y f : X —> Y una aplicación . 
Decimos que: 

o. FfescrecienteS (Vx, y E Xx 3, y => f(x) 3, f(y)); 


1.  fesdecreciente= (Vx, y € X)(x <1 y > f(y) <, f(x); 
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2. Fesmonótona < f es creciente o decreciente; 

3.  fesestricta creciente S (Vx, y E Xx <, y => f(x) <, f(y)); 

4.  Fesestricta decreciente S (Vx, y E Xx <, y > f(y) <2 f(x); 

5.  Fesestricta monótona <= f es estricta creciente o estricta decreciente; 


6.  Fesisomorfismo de orden (o sinónimamente, isomorfismo entre conjuntos ordenados o isomorfismo isó- 
tono) = f es biyectiva y (Vx, y € Xx Xy => f(x) <2 f(y)). 


Teorema 12.8 


Sean (X, 3,) un conjunto totalmente ordenado, (Y, <,) un conjunto parcialmente ordenado 


yf: X — Y una aplicación, entonces: 
O. sifesestricta monótona, entonces f es inyectiva; 
1.  sifesestricta creciente, entonces f es isomorfismo entre Xy f(X). 


Definición 12.9.— Sea (X; 3) un conjunto ordenado y f : X —> X una aplicación. Decimos que: 
o. fesextensiva = (Vx E X)(x < f(x)); 
1.  fesidempotente =S (Vx € X)(F(FQ)) = (00); 


2.  Fesdecierre <= si f es creciente, extensiva e idempotente. 


$12.6 Operación en un conjunto 


Una operación es un proceso aplicado a uno o más objetos denominados operandos o argumen- 
tos mediante el que se obtiene un resultado. Generalmente una operación se escribe con un símbolo 
específico llamado operador. Si tiene dos operandos, se trata de una operación diádica (o sinónima- 
mente, binaria), si tiene tres, una operación triádica (o sinónimamente, ternaria), si cuatro, tetrádica (o 


sinónimamente, cuaternaria), si cinco, pentádica (o sinónimamente, quinaria), etc. 


Dado un conjunto X + f y una operación x entre los elementos de X, decimos que 


la operación x es siempre posible en X precisamente si el resultado es un elemento de X, es decir, 
en el caso de que sean dos los operandos de x esto equivale a que Vx, y € X,3Iz E X tal que 


x*Uy=Z; 


la operación + es uniforme en X precisamente si ocurre que si el resultado es un elemento de X 
entonces es único, es decir, en el caso de que sean dos los operandos de + esto equivale a que 
Vx, y € X, siexiste z € X tal que x x y = z, entonces z es único. 
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Definición 12.10.— Llamamos ley de composición interna (l.c.i) (o sinónimamente, operación interna) 
en X a cualquier operación siempre posible y uniforme en X, lo que es tanto como decir que es una 
aplicación. 


Definición 12.11.— Llamamos ley de composición externa (l.c.e.) en X a toda aplicación f : S x X —=> 
X,(a,x) — f(a, x), siendo habitual notar f(a, x) simplemente por ax (suele llamarse conjunto 
de escalares a SJ. 


Ejemplo 315 


¿Qué significa en la definición anterior que sea «tanto como decir que es una apli- 


cación»? 


Resolución. Pues que, por ejemplo, en el caso de que sean dos los operandos de x, decir 
que * es una l.c.i. en X es tanto como decir que * : X x X —> X es una aplicación, en defi- 
nitiva, una relación triádica homogénea —vid. supra definición 11.0 (p. 526 de esta edición) — y 


funcional (o sea, un subconjunto de (X x X) x X) cuyo dominio es X x X. 


Definición 12.12.— Dados un conjunto X 4 Vyx: X x X —> X una operación diádica en X, son 


frecuentes tres notaciones para el resultado de operar dos elementos x, y € X: 
= prefijo:*xy,obien,x(x, y); 
=  infijo:x*y; 


= sufijo (o sinónimamente, postfijo): xyx*, o bien, (x, y)x. 


Para el caso de una operación enádica x : X” —> X y n elementos de X, Xo, X¡, ... , Xn_1, es similar: 
o PO ACA A A AA A A AO 
E A 


Definición 12.13.— Dados unconjunto X + Vyx : X” —> X una operación enádica en X, decimos 
que un subconjunto Y C X es parte estable de (X; x) (o sinónimamente, que Y es cerrado para x) 
precisamente si: 

(Wa E Y) DORE Rs E Y) 


2 En estas notas sólo mencionamos las l.c.e. en ciertas definiciones, por ejemplo, en la de espacio vectorial (cfr. infra 
p. ?? de esta edición). 
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Definición 12.14.— Sean un conjunto X + VMyx : X x X —> X una operación diádica en X. Sean 


x, y € X. Decimos que: 


= xyysonelementos permutables, en X para x (o sinónimamente, que x permuta con y, oviceversa) 


precisamente sixx* y =UYxX; 
=  xesunelemento central en X para x precisamente si permuta con todo elemento de X; 


=  elcentro de X para x es el conjunto de todos los elementos centrales de X. 


Definición 12.15.— Sean un conjunto X + Vyx : X x X —> X una operación diádica en X. 


Decimos que * es conmutativa en X precisamente si el centro de X es X, esto es, si, y sólo si, Vx, y € X, 


XEU=UR*X. 


Definición 12.16.— Sean un conjunto X + Vyx : X x X —> X una operación diádica en X. 
Decimos que x es asociativa en X precisamente siVx,y,z € X, 


(Xy) ez =xX (Y +Z) 
Ejemplo 316 


Razonemos que cualquier juntor es una operación en el conjunto de todas las fór- 


mulas de la lógica de juntores. 


Resolución. En efecto, el negador es una operación monádica, = : F, —> F, y los jun- 
tores diádicos son operaciones diádicas de F,¿ x F, en F,. A modo de ejemplo, la disyunción, 


la conjunción, la disyunción exclusiva y el bicondicional son operaciones conmutativas y aso- 


ciativas, mientras que el condicional es una operación no conmutativa ni asociativa. 


Ejemplo 317 


Analicemos las aplicaciones + : Z x Z —> Z (suma de números enteros) y — : 


Z x Z — 7, (diferencia de números enteros) como operaciones en Z. 


Resolución. Veamos: 
O. +y-—sonoperaciones diádicas sobre Z; 


1.  sunotación es infija; 
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2. Nes parte estable para + pero no lo es para —; en efecto, 1x,y € N,x— y É N, por 
ejemplo, x =3,.Yy =7; 


3.  Zses parte estable para + y para —; 
4. cualesquiera dos números naturales o dos números enteros son permutables para +; 


5. justamente por el punto anterior (4), el centro de N para + es N y el centro de Z para + 
es Z,, en otras palabras, + es conmutativa en N y en Z; sin embargo, no existen elementos 
centrales para —, ni en N ni en Z, en otras palabras, el centro de N y de Z para — es f); 


6. +esasociativaenN yen Z; 


7.  —noesasociativa en Ñ y, por tanto, tampoco en Z; por ejemplo, (0 —1) -2=-1-2= 
=3+1=0- (-1) =0-— (1-2). 


Una operación x en un conjunto [...,a;,..., 0j,...) puede representarse por una tabla de do- 
ble entrada, la tabla de composición (o sinónimamente, tabla de CAYLEY) de la operación, donde cada 
celda se interpreta de la forma 

de lia 


di... Ox aj 


Por ejemplo, la operación producto en el conjunto [o, 1), 


$ 12.7 Multiconjuntos 


En principio, dado un conjunto X, un multiconjunto es cualquier disposición no ordenada y con 
repetición de elementos de X. 


No existe una notación estándar; dos entre las más frecuentes son las llaves recíprocas HH y las 


dobles llaves [[P). 
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Ejemplo 318 


Interpretemos el conjunto de pares ordenados [(0, 0), (1,1), (2,2), (3,3), ... ) co- 


mo un multiconjunto. 


Resolución. Interpretando que las primeras componentes de los pares designan núme- 
ros naturales y las segundas el número de veces que se repite el número natural de sus co- 


rrespondientes primeras (su multiplicidad), entonces ([(o, 0), (1,1), (2,2), (3,3), ... ) designa 


el multiconjunto J1,2,2,3,3,3,... 1. 


Definición 12.17.— Sea S un conjunto finito. Un multiconjunto (o sinónimamente, mconjunto, breve- 
mente) formado por elementos de S es un par (X, m), con X € Sym: X — Z* la aplicación que 
asigna a cada x € X su multiplicidad m(x), esto es, el número de veces que aparece repetido en el 


multiconjunto. 


Definición 12.18.— Siendo (X, m) un multiconjunto, decimos que X es su conjunto subyacente (o si- 


nónimamente, conjunto soporte). 


Definición 12.19.— La cardinalidad (o sinónimamente, cardinal) de un multiconjunto es la suma de 


todas las multiplicidades de los elementos de su conjunto subyacente, en otras palabras, 


(Cm) | => m(x). 


xEX 


Definición 12.20.— Dado (X,m), Y € Xym' : Y — Z*,conm'(y) < m(y), para todo y € Y, 
decimos que (Y, m') es un submulticonjunto del multiconjunto (X, m) (de éste en relación con aquél, 


decimos que es un supermulticonjunto suyo). 


En adelante, (M,¿((X, m)) designa el conjunto de todos los submulticonjuntos de (X, m) de car- 
dinalidad k. 


Observación 12.7.0.— Anticipamos que si |X| = n, entonces 
[(Mi((X, m))| = CR(n, k), 


las combinaciones con repetición de n elementos tomados de k en k.! 


1 Cfr. infra definición 19.35 (p. 1036 de esta edición). 
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Para los multiconjuntos elegimos como notación de su representación por extensión las dobles 
llaves, por ejemplo, si S =([x,y,zZ),X = [x,y) ym : X — Z* se define por m(x) =2y m(y) = 3, 
entonces (X, m) es [[x,x, y, y, y PH. 


$ 12.8 Continuidad discreta 


Como afirma JOHNSONBAUGH [178], son muchos los resultados que nos ofrece la matemática en 
sus versiones discreta y continua. Veamos a continuación, un versión discreta de la continuidad y las 
versiones discretas del teorema de BOLZANO y del teorema del valor intermedio. 


No existe una notación estándar para un intervalo numérico discreto; en la literatura encontramos 
varias designaciones para el conjunto de números enteros [(z € Z : x < z < y), por ejemplo, 


lx, y) NZ, [x, y)z o [x, y). Optamos por la última, si bien a veces usaremos la penúltima. 


Definición 12.21.— Dados x, y € Z, definimos: 

= [xy] =1z€Z:x< z< y), intervalo entero cerrado de extremo inferior x y extremo superior 
y; 

= (xy) =1z€Z:x< z< y), intervalo entero abierto de extremo inferior x y extremo superior 
y; 


=  [xy)=1z€Z:x< z < y), intervalo entero abierto por la izquierda y cerrado por la derecha, de 


extremo inferior x y extremo superior y; 


=  (xy]=1z€Z:x< z < y), intervalo entero cerrado por la izquierda y abierto por la derecha, de 


extremo inferior x y extremo superior y; 


=  (x, +00) =([z € Z: x < z), intervalo entero abierto no acotado por la derecha, de extremo inferior 


Xx; 


=  [x,+00) = [2 € Z: x < 2), intervalo entero cerrado no acotado por la derecha, de extremo inferior 


Xx; 


=  (-00,y) = [z € Z : z < y), intervalo entero abierto no acotado por la izquierda, de extremo 


superior y; 


=  (-00y] = [fz € Z : z < y), intervalo entero cerrado no acotado por la izquierda, de extremo 


superior y; 


n (00, +00) =Z. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


623 12. Lógica de funciones 


Definición 12.22.— Seanm,n € Z,m< nyf : Z — Z una aplicación. Decimos que f es una 
aplicación discretamente continua en |m, n] precisamente si para cualquier entero i, m < i < n,la 
distancia entre f(i) y F(i+1) es como mucho 1, es decir, si, y sólo si, Vi E [m, n), |F(i) —f(i+1)| < 1. 


La versión discreta del teorema de BOLZANO es la siguiente. 


Teorema 12.9 (Teorema de BOLZANO, discreto) 


Seaf : Z — Z una aplicación discretamente continua en [m, n] y tal que f(m)f(n) < o, 


entonces 3x E (m, n) tal que f(x) = 0. 


Demostración. SeanS = [x € [m, n] : FCO > 0) ys S< máx S + 1; veamos que f(s) = 0. 
Demostrémoslo por contraposición. Supongamos lo contrario, o sea, que f(s) < oof(s) > O, 
entonces, por un lado, de ser f(s) < o, se tendría que s € S (por definición de S), lo que contradiría 
que s — 1es una cota superior de S y, por otro, de ser f(s) > o, se tendría que f(s — 1) > o (por ser 


f discretamente continua), entonces s — 1 =máxS ÉS. 


La versión discreta del teorema del valor intermedio es la siguiente. 


Teorema 12.10 (Teorema del valor intermedio, discreto) 


Seaf : Z — Z una aplicación discretamente continua en [m, n]), entonces para cualquier 


y € Ztal que mín[f(m), f(n)) < y < máx(f(m), f(n)j, 3x € (m, n) tal que f(x) = y. 


Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(m) < f(n).Seag : Z => Z 
definida por g(x) = f(x) — y; g es discretamente continua en [[m, n] por serlo f, g(m) < o por ser 
f(m) < yy g(n) > oporser f(n) > 0; por tanto, por el teorema de BOLZANO discreto, 4x E (m, n) 


tal que g(x) = 0,osea, f(x) = y. 


Por cierto, el número de enteros en el intervalo real (x, y]es |y| — |x]. 
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Ejemplo 319 


Basándonos en el ejemplo que propone JOHNSONBAUGH [178], veamos el siguiente 
—por cierto, ¿nos acordamos del sistema formal MIU (cfr. supra ejemplo 2.1 (p. 167 de esta 
edición)?, porque tiene un cierto aire familiar, ¿verdad?—. Sea B el conjunto de todas 
las palabras binarias generadas a partir de la palabra vacía mediante las tres reglas de 
producción siguientes (a y $ son dos palabras cualesquiera de B): 


Q Q a B 
Ro:— R:— R,: > 
“* 001 100 ab 


Por definición de B, todas las palabras generadas tienen el mismo número de ceros que 
de unos. Demostremos que el recíproco también es cierto, es decir, que si una palabra 


binaria tiene el mismo número de ceros que de unos, entonces es un elemento de B. 


Resolución. Notemos por N(c, x) el número de apariciones de x en la palabra c. Sea b 
una palabra binaria con el mismo número de ceros que de unos, es decir, tal que N(b, o) = 
N(b, 1). Vamos a demostrar por inducción fuerte (cfr. infra teorema 16.3 [p. 722 de esta edición) 
que b € B. Sea n la longitud de b. Notando «una palabra binaria de longitud n con el mismo 
número de ceros que de unos está en B» por P(n), lo que nos proponemos es demostrar que 


Vn E N, P(n). Para ello, apliquemos el teorema 16.3 (p. 722 de esta edición) (inducción fuerte): 


Caso base.—Si n = 00, b es la palabra vacía que, por definición de B, está en B, es decir, P(o) 
es verdadera. 


Hipótesis inductiva fuerte. — Siendo n > o, cualquier palabra binaria de longitud k < n con 
igual número de ceros que de unos está en B, es decir, P(0) AP(D) A... AP(k), para 
todo k < n. 


Paso inductivo fuerte. — Supongamos P(o), P(1),..., P(k) y demostremos P(k + 1); distin- 
gamos tres casos: 


I. si b comienza con O y termina con 1, o sea, si existe una palabra binaria a tal que 
b = 0a1, entonces q tiene el mismo número de ceros que de unos (por ocurrir para 
b)ycomo |a| =|b|—2, por hipótesis inductiva fuerte a € B, de donde, por la regla 
Ro, b E B; 


II. si b comienza con 1 y termina con O, entonces por un razonamiento análogo al an- 


terior tenemos, por la regla R,, que b € B; 


III. si b comienza y termina con O, entonces, 
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o. seala aplicación f : [1, n—1] — Z, definida por f(i) = N(biz, 0) —N(bj7,1), 
donde by; designa el prefijo de b de longitud i; 


1.  enparticular, tenemos que f(1) =1— 0 = 1 > O(b comienza con o, luego el 
prefijo de longitud 1 de b, el primer bit, tiene un o y ningún 1) y que f(n — 1) = 
—1 < O(b termina en o y b tiene igual número de ceros que de unos, luego el 


prefijo de longitud n — 1 de b,los n — 1 primeros bits, tiene un o menos); 


2.  porotrolado, por definición, f(i) y F(i+1) difieren en 1, sea cual sea ¡ € 1, n— 
1], por lo que f es discretamente continua en (1, n — 1); 


3.  portanto, aplicando el teorema de Bolzano discreto a f en [1, n — 1]], se sigue 
que Ji € (1, n — 1) tal que f(í) = O, en otras palabras que existe un prefijo de 
b, digamos ar, de longitud ¡ mayor que 1 y menor que n — 1 que tiene el mismo 


número de ceros que de unos, por lo que por hipótesis inductiva, a € B; 


4. la existencia de a: implica que el sufijo de b, digamos £, de longitud n — i, 
complementario de a también tiene el mismo número de ceros que de unos 
y también su longitud es menor que n y, por tanto, por hipótesis inductiva, 
PebBb; 


5.  porla regla R,, la concatenación de ambas, aB, que es precisamente b, está en 
B; 


IV. si b comienza y termina con 1, entonces por un razonamiento análogo al anterior se 


sigue que b € B. 


Conclusión.— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo fuerte, entonces del teo- 
rema 16.3 (p. 722 de esta edición), de inducción fuerte, se sigue lo buscado, a saber, que 
Yn EN, P(n). 


$ 12.9 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 320 
Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, finitos o no, tales que [XA Y] = |Y A X]. 
Demostremos que este hecho implica que |X| = | Y]. 


[EPF 14.5.2019:4]. 
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Resolución. La igualdad |XA Y] = |Y A X] equivale a que existe una aplicación biyec- 
tiva, digamos y, de XA Y en Y A X, que a los elementos x de X que no están en Y, les hace 
corresponder un elemento g(x) de Y. Esto nos lleva a pensar en definir la correspondencia: 


f:Xx— Y 
x six € Y 
g(x) six É Y 


Resulta que f es una aplicación biyectiva de X= (XN YJU(XA Y) en Y = (XN VJU(YAXO, 
por serlo x (la aplicación identidad) de X N Y en X N Y y serlo, por hipótesis, y de XA Y en 
VNXO 


X= 


Ejemplo 321 


Sea C un conjunto y f : 24 —> Nuna aplicación tal que VX, Y € 2%, F(XU Y) = 

TOO + AM) siXxnY =0. 

O. Demostremos que f(M) = 0. 

1.  Demostremos queVX, Y € 26, F(XU Y) =F(X) + f(Y) - fF(XN Y). 

2.  Expliquemos razonadamente si una correspondencia Card con argumento un con- 
junto finito y valor el cardinal de éste podría ser un caso particular de la aplicación 
f. 


[o: AIC 10.4.2019:2a], [1: AIC 10.4.2019:4b], [EFE 22.6.2022:c2]. Cfr. [140]: ejercicio 3.24 (p. 60). 


Resolución. 


O. Deuna manera. 


En efecto, por hipótesis —esto es, de lo que satisface f—, como X N M) = f, entonces 
HXUB) = FX) + (0) y de aquí, F(B) = (XUB) E) =EX) - AX) =0. 


De otra. 


Quizás más simple: 1 NV =P =F(0U NM) = F(M) + f(B) [por hipótesis] — F(0) = 2£(0) 
[0U8=0Byf(0) € N] >£(0) =0[F(0) € N]. 


1.  Paracualesquiera X, Y € 2(: 


0.2 Y puede reescribirse como la unión disjunta 


Y = (YA X)U(XN Y), 
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por lo que 
EY) = EY XX) +HXN Y); (12.0) 


1.2 porotro lado, X U Y puede reescribirse como la unión disjunta 
XUY=XU(YAX), 


por lo que, por ser f aplicación (todos y cada uno de los subconjuntos de C tienen 
una única imagen en N): 


EXUY)=f00+HY NX, 


por lo que 
EX) =HXUY)=HY XX); (12.1) 


2.2 finalmente, sumando miembro a miembro (12.0) y (12.1), se tiene 


(XU Y) HEY OO + HY AX) + FO0N Y) 
=NXUYV)+fXn Y), 


de donde, 
FXU Y) =P00 +f() - AX N Y). 


2. Sif(C) = n € N, entonces (VS C CKF(S) + E(S”) = n) [pues Sn S' = Y, por 
lo que, por hipótesis, F(S) + F(S”) = F(SU SÍ) = F(C)]. Si C = (1,2), podríamos 
pensar que F(C) = 2 y f([1)) = F((2)) = 1, claro que en realidad pueden suceder un 
número infinito de posibilidades, por ejemplo, que F((1)) =1,f((2)) = 2y f(([1, 2)) =3. 
En definitiva, la respuesta es sí, una correspondencia Card con argumento un conjunto 
finito y valor el cardinal de éste no se identifica con f, pero sí es un caso particular suyo 
pues satisface la hipótesis, dado C un conjunto, Card : 24 —> N es una aplicación tal 
que VX, Y € 26, si X N Y = f, entonces Card(X U Y) = Card(X) + Card (Y ); así, por 
ejemplo, f((1,2)) = f((1JU (2) =f(1p) +14) =1+1=2,f((1,2,3)) =f((1,2)U 
13)) = f((1, 2)) + F((3)) = 2 +1 = 3, etc.; por otra parte, en la propiedad demostrada 
en a.2) reconocemos el principio de inclusión-exclusión: VX, Y € 2%, Card(X U Y) = 
Card(X) + Card(Y) — Card(X N Y). 
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$12.10 Propuesta de actividades 


Actividad 12.0 


Sea A 4 /. Decimos que una aplicación f : A —> Aes una involución precisamente si f o f es 


la identidad en A. Sean a, b € R. Entre las aplicaciones £ : R —> R, definidas por f(x) = 


ax + b, encontremos las que son involuciones. 


Actividad 12.1 

Sean las aplicaciones f : Zx Z —> Z, definida por f(x,y) =x—y,yg:Z—ZxZ, 
definida por g(x) = (x, —x). 

O.  Demostremos que f es sobreyectiva y g es inyectiva. 

1.  ¿Esfoginyectiva? ¿Es f o y sobreyectiva? 


2. ¿Esgofinyectiva? ¿Es g o f sobreyectiva? 


Actividad 12.2 

SeanA= (1,2,3,4), B=([1,2)yf : 2? — 21, talqueVX € 2%, f(X) =XA B. 
O.  Demostremos que f es una aplicación. 

1.  Demostremos queVX, Y € 2*, F(XU Y) =f(X) Uf(Y). 


2. Demostremos queVX, Y € 22, F(XN Y) =f00O nf. 
3.  ¿Esf inyectiva? 

4.  ¿Esf sobreyectiva? 

Actividad 12.3 


Clasifiquemos (aplicación inyectiva, sobreyectiva o biyectiva) la correspondencia f : N — Z, 
definida por: £(n) = 1, si nes pary f(n) = 3n + 1, si n es impar. 


Actividad 12.4 


Clasifiquemos (aplicación inyectiva, sobreyectiva o biyectiva) la correspondencia f : N — Z, 


— Map 
a 


definida por: f(n) = P,sin es paryf(n) = si n es impar. 


Actividad 12.5 

Sean X, Y y Z tres conjuntos y f : X — Yyg : Y — Z dos aplicaciones. Demostremos que: 
O. sifygsoninyectivas, entonces y o f es inyectiva; 

1. sifygsonsobreyectivas, entonces gy o f es sobreyectiva; 


2. sif y g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva. 
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Cfr. [140]: ejercicio 3.25 (p. 60). 


Actividad 12.6 

Seas. = 10.102 

O. ¿Cuántas aplicaciones biyectivas hay de S, en sí mismo? 

1.  Representemos dichas biyecciones usando diagrama cartesiano, sagital, matricial y como 
digrafo. 


2. ¿Cuáles son las aplicaciones inversas de cuáles? 


Actividad 12.7 

Dadas tres funciones f, g y h, decimos que y es una inversa por la izquierda de f si g of = idáomr 
y que h es una inversa por la derecha de f si f o h = idyanf. Seanf : [o) — [1, 2), definida por 
f(o) =1yg : [1,2) — fo), definida por g(1) = 0, g(2) = O. Demostremos que: 

o. fesuna aplicación inyectiva y no sobreyectiva; 

1.  gesuna aplicación sobreyectiva y no inyectiva; 

2.  (esuna inversa por la izquierda de f; 

3.  fesunainversa por la derecha de q. 


Cfr. [141]: 92.2: Functions, ejercicio 17 (p. 78). 
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CAPITULO 


Lógica de lo infinito 


Un tiempo tras otro viene. 
(Refrán). 


El objetivo principal de este capítulo es captar la idea de lo infinito y empezar a co- 
nocer cómo manejarla en la matemática y en la computación. La cuestión en el aire 
es: ¿cuántas veces ha soñado el ser humano con una fuente ¡inagotable en un tiempo 


inconsumible? 


1.0 lipode aplicación cardinal +2. ositos só 633 
13,1 "Candialidad: esoo a ii E a 634 
13.2 Elconjunto N delos números naturales ............... 637 
13.3 Conjuntos finitos einfinitOS . ....... o... o... ... . .. 638 
13.4 Conjunto (infinito) numerable . ................... 644 
13.5 Infinitud delR: la potencia del continuo ................ 651 
13.6 Producto cartesiano de conjuntos equipotentesaR ......... 652 
13.7 Cardinalidad de la potencia de Un CONJUNTO .............. 653 
13.8 TeoremadeCANTOR . .........«.........«.. . . .. 655 
13.9 Unainfinidad de conjuntos infinitos, ................ 656 
13,10: AMUMEÉTApPIAa Ni a A a 657 
13.11 Acercade la sucesión de IOÍMICOS esoder eses ee 659 
13.12 Muestrade ejemplos ........................ 662 
13.13 Propuesta de actividades . ...................... 662 
13.14 Bibllortla xs a RR Re RA RA 664 


02024, prof. dr. Juan Miguel León RoJAs; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


633 13. Lógica de lo infinito 


$ 13.0 Tipo de aplicación y cardinal 


David HILBERT relata la historia de un hotel con infinitas habitaciones, que según Martin GARD- 
NER populariza, «se extienden hasta un espacio de dimensión superior a través de un agujero negro», 
numeradas de 1 en adelante. Un buen día, y aunque todo estaba ocupado, se pudo dar cabida a una 
persona que quería hospedarse, simplemente desplazando a quienes ocupaban cada habitación a la 
siguiente en número; en otra ocasión, pudo hacerse con cinco personas, sólo se tuvo que desplazar a 
quienes ocupaban la habitación n a la n + 5 —para cualquier número de habitación n—. Algo más 
formalmente, esto corresponde la acción de la aplicación £ : H —=> H, definida por f(h;) = h;;s, 
siendo H el conjunto de todas las habitaciones, con lo que, las 5 primeras habitaciones quedan libres, 
pues quien ocupa la habitación uno, pasa a alojarse en la habitación 1 + 5, etc. Otro día se generó un 
problema, aparentemente mucho más complicado, llegaron infinitas personas con la pretensión de 


alojarse; pero también se consiguió, ¿cómo?? 


Notemos que f y g son aplicaciones inyectivas y no sobreyectivas. Y esto es importante. Obser- 
vemos el siguiente teorema. 


Teorema 13.0 
Para conjuntos finitos, son ciertas las siguientes afirmaciones: 
o. AC Bo existe una aplicación inyectiva f : A—> B <> card A < card B; 


1. AC Bo existe una aplicación inyectiva y no sobreyectiva f£ : A — Bu cardA < 
card B; 
A= B «> existe una aplicación biyectiva f : A—> B + card A = card B. 


Ninguna de estas afirmaciones es cierta para conjuntos infinitos. En efecto: 
o. g:N —> Neuan, definida por g(n) = n? es inyectiva, pero, N £ Nevap; 
1. f: H —> H, definida por f(h;) = h;,,, es inyectiva y no sobreyectiva, pero H £ H; 
2.  gesbiyectiva, pero N + Ncuap- 


Algo que caracteriza' a todo conjunto infinito es la existencia de una biyección entre él y algún 


subconjunto propio suyo?. Por ejemplo, N es infinito porque, en realidad, g es una biyección.* 


2 Pues, desplazando, para toda habitación n, a las personas que ocupan la habitación n a la habitación de número 
doble que la original; de este modo, quedan libres todas las habitaciones impares, que son infinitas, y se pueden alojar en 
ellas el número infinito de personas que quería hospedarse. La aplicación sería yg : H —> H, definida por g(h;) = hai. 

* Cfr. infra definición 13.6 (p. 639 de esta edición). 

2 Si bien es la definición de conjunto infinito según DEDEKIND, desligada de ella aparece en textos referida como la 
caracterización biyectiva propia. 

3 En 1638, GALILEO refiere explícitamente esta correspondencia entre los números naturales y sus cuadrados. Aún 
más, parece que los estoicos —quizás CRISIPO de Solos (s. I1I, a. C.) —conjeturaban la existencia de tales correspondencias 
para cualquier conjunto infinito. 
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Observamos que el problema está en el «si», no en el «sólo si». Es por esto que se satisface lo que 


afirma el siguiente teorema. 


Teorema 13.1 

Para conjuntos infinitos, son ciertas las siguientes afirmaciones: 

o. siX C Y,entonces existe una aplicación inyectiva f : X —> Y; 

1. siX C Y,entonces existe una aplicación inyectiva y no sobreyectiva, f : X — Y, y 


2. siX = Y, entonces existe una aplicación biyectiva, f : X —> Y. 


$ 13.1 Cardinalidad 


En este subcapítulo extendemos la noción de cardinal de un conjunto a conjuntos infinitos. El 
cardinal de un conjunto finito es su número de elementos. Pero, hablar de «número de elementos» 
entre conjuntos infinitos, puede crearnos cierta confusión: parece que tenemos claro que hay más ele- 
mentos en el conjunto de los naturales, que en el de los naturales pares (incluso podríamos atrevernos 
a decir que el doble); sin embargo, como hemos visto en el ejemplo del hotel de HILBERT, debería ha- 
ber el mismo número, pues todos los huéspedes del hotel (tantos como números naturales) han sido 


alojados en las habitaciones pares. 


$13.1.0 Equipotencia 


Definición 13.0 (Conjuntos equipotentes).— (BOLZANO,1851; CANTOR, 1878). Decimos que dos con- 
juntos X e Y son equipotentes si, y sólo si, existe una aplicación biyectiva entre ellos. Podríamos utilizar 
la notación de aplicaciones*, si bien simplificamos y, en adelante, X = Y designa la equipotencia de 
AY, 


Ejemplo 322 


Demostremos que Z* 3 Z*X (1). 


Resolución. En efecto, f : Z* —> Z*NX [1], definida por f(n) = n + 1es una biyección 


entre ellos (esto es lo que ocurre en el primer caso de la historia del hotel del infinito). 


Ejemplo 323 


Demostremos que Z* 3 Z FX [1,...,k). 


4 Inyectiva: > o >; sobreyectiva: >; biyectiva: —. 
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Resolución. En efecto, en general, Z* es equipotente a Z* menos un número finito de 
elementos cualesquiera; no se pierde generalidad en suponer que este número finito está al 
principio, así Z* x= Z*X (1,...,k), debidoaquef : Z* — Z*X [1,..., k), definida por 


f(n) = n + k, es una biyección entre ellos. (esto es lo que ocurre en el segundo caso de la 


historia del hotel del infinito, con k = 5). 


Ejemplo 324 


Demostremos que Z* 3 Pares”. 


Resolución. En efecto, f : Z* —> Pares*, definida por f(n) = 2n, es una biyección 


entre ellos (esto proporciona la solución para acomodar a los infinitos huéspedes). 


De existir el conjunto de todos los conjuntos, la equipotencia (en palabras de CANTOR, y equinu- 
merosidad, en palabras de FREGE) sería una relación de equivalencia en él, esto es, una relación de 


equivalencia en cualquier conjunto de conjuntos. 


Teorema 13.2 


Dados tres conjuntos X, Y y Z, se satisface: 


o. XxX (reflexiva); 
1. siX zx Y, entonces Y = X (simétrica); 
2. siX=YyY == Z,entonces X = Z (transitiva). 


$ 13.1.1 Cardinal 


Llamábamos cardinal (o sinónimamente, potencia) de un conjunto finito al número de sus ele- 
mentos. En el caso de conjuntos infinitos, nos limitaremos a decir que dos conjuntos tienen igual 
cardinal o potencia precisamente si son equipotentes, esto es, si, y sólo si, existe una aplicación bi- 
yectiva entre ellos. Representamos el cardinal de un conjunto X por |X| (o sinónimamente, card(X), 
HX,Xo X —esta última notación se debe a CANTOR—). 


Como ya comentábamos, hablar de «número de elementos» entre conjuntos infinitos puede re- 
sultar paradójico. La solución no es difícil: no hablaremos de «número de elementos» en el caso de conjuntos 


infinitos. 


$ 13.1.2 Ordenación de cardinales 


Definición 13.1 (Relación de menor o igual potencia).— Dados dos conjuntos X e Y, decimos que 


el conjunto X está dominado por el conjunto Y (o sinónimamente, que X es de potencia menor o igual 
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que Y o que Y es al menos tan potente como X), y notamos X < Y, si, y sólo si, existe una aplicación 


inyectiva de X en Y. 


Podremos definir, entonces, un orden parcial entre cardinales, 
IX] < | Y], si, y sólo si, X 3 Y, 
esto es, sir e ty son dos cardinales y X e Y, dos conjuntos, tales que |X| = re |Y] = y, entonces 


r < vn, si, y sólo si, X < Y. 


Definición 13.2 (Relación de menor potencia).— Dados dos conjuntos X e Y, tales que X 3 Y y 
X f Y, decimos que X es de menor cardinal(idad) (o sinónimamente, menor potencia) que Y. Esto 
equivale a que, existiendo aplicaciones inyectivas de X en Y, ninguna es biyectiva; lo notaremos por 
ID e 


Así definimos un orden estricto entre cardinales, 
[X] < | Y], si, y sólo si, X < Y, 
es decir, si re y son dos cardinales y X e Y, dos conjuntos, tales que |X] = re | Y| = 1, entonces 


r < y, si, y sólo si, (1 < 9) A (14 p). 


De existir el conjunto de todos los cardinales, < sería una relación de orden total en él; en cual- 


quier caso, es una relación de orden total en cualquier conjunto de cardinales. 
(Quizás esto se entienda mejor una vez estudiada la sucesión de infinitos”). 


La demostración de la antisimétrica es todo un teorema en sí, llamado teorema de CAN- 
TOR-BERNSTEIN. (Nos puede servir de ejemplo para ver cómo se desarrolla la historia de la ma- 
temática. Este teorema fue demostrado por CANTOR en 1897 —usando el axioma de elección*—, 
conjeturado por SCHRÓDER en 1896 y mal demostrado en 1898, demostración corregida por él, 
en 1911; demostrado sin axioma de elección por BERNSTEIN, en 1898 (demostración publicada por 
BOREL, en 1898). 


5 Cfr. infra $ 13.11 (p. 659 de esta edición). 
6 Cfr. infra $ 14.3.0 (p. 678 de esta edición). 
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$ 13.2 El conjunto N de los números naturales 


Planteémonos, en este momento, una definición constructiva, no axiomática, de N. 


ZERMELO (1908) propuso que cada número natural sea el conjunto unitario de único elemento el 


número natural anterior: 


0 0% 100) UY) E LL) 
|] | | | | 


o) al 2 3 4 5 


|] | | | | 
o top () (2) ¡E (4) 
Centrémonos, sin embargo, en la propuesta de John von NEUMANN (1923), en la que cada número 


natural es el conjunto de todos los números naturales menores que él, 


Y (0) (0,03) (0,(0),(0,(0))) 10,10), 10,103), (0, (0), (0, (0173) 
|] | | | 


O 2 3 4 
lo] | | | 
o tfoj  fo,1) fo, 1,2) fo,1, 2,3) 
Observemos que con la propuesta de NEUMANN, 
oS/4, 
1 10 


2= (0, (0), 
33 10,10), (0, (03), 


esto es, 
o, 
1210 
A Ol 


3¿=10,1,2), 


n= l0,1,2)..<+1=1), 
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es decir, un número natural es el conjunto formado por todos los números naturales anteriores”. 


Para evitar confusiones, sobre todo a nivel técnico, hay quien nota a estos conjuntos N, = [o], N, = 
(M1). = 10): 1=1 bh. 


En este momento, N quedaría definido por extensión como la reunión de O, 1, 2, 3, y así sucesiva- 
mente. Pero, ¿cómo podríamos definir el conjunto de todos los números naturales si no quisiésemos 
emplear expresiones imprecisas del estilo de «y así sucesivamente»? 


Definición 13.3 (Número natural).— Entendemos por sucesor de un conjunto a, y notamos a+ óa-+1, 
el conjunto a* = a U [a]. Decimos que a es un conjunto inductivo precisamente si U € a, y Vx € a, 


x* € a. Por definición, un número natural es un conjunto que pertenece a todo conjunto inductivo. 


Teorema 13.3 (Principio de Inducción para N)) 
o. Nesun conjunto inductivo, que es subconjunto de cualquier otro conjunto inductivo, esto 


es, N es el menor conjunto inductivo (en el sentido de la inclusión). 


Cualquier subconjunto inductivo de N, coincide con N. 


Demostración. En efecto, por la definición anterior, 


o. Claramente, V € N, ysix E N, entonces, x pertenece a cualquier conjunto inductivo, por lo que 
x* también pertenece a cualquier conjunto inductivo, así que, x? E N; 
1. demostrado, pues afirma lo mismo que el apartado anterior. 


$ 13.3 Conjuntos finitos e infinitos 


$13.3.0 La infinitud según TARSKI, CANTOR y DEDEKIND 


Definición 13.4 (Conjuntos finitos e infinitos según TARSKI).— Un conjunto es finito si, y sólo si, 
toda familia no vacía de subconjuntos suyos tiene un elemento minimal. Un conjunto infinito es un 


conjunto no finito. 


7 Claro que la construcción de NEUMANN genera algunos efectos laterales no deseados, aunque no son dañinos ni 
paradójicos, e incluso, a veces, son convenientes, en posteriores desarrollos formales. Por ejemplo, según ella, se tiene 
queoElE2€3€... yqueoc1CcC2C€3C.... 
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Teorema 13.4 
V es finito. 
Todo conjunto unitario es finito. 
Todo subconjunto de un conjunto finito es finito. 
La intersección de dos conjuntos finitos es un conjunto finito. 
La diferencia de dos conjuntos finitos es un conjunto finito. 
La unión de dos conjuntos finitos es un conjunto finito. 
Si X es finito y f es una función tal que domf = Xy ranf = Y, entonces Y es finito. 


Si Xes finito y X = Y, entonces Y es finito. 


Un conjunto es finito si, y sólo si, su conjunto potencia es finito. 


Definición 13.5 (Conjuntos finitos e infinitos según CANTOR).— Un conjunto es finito si, y sólo si, 


es equipotente a algún número natural. Un conjunto infinito es un conjunto no finito. 


Definición 13.6 (Conjuntos finitos e infinitos según DEDEKIND).— Un conjunto es infinito si, y só- 
lo si, es equipotente a algún subconjunto propio suyo*. Un conjunto es finito precisamente si es un 


conjunto no infinito, esto es, si, y sólo si, no es equipotente a ningún subconjunto propio suyo. 


$ Aunque en nuestra exposición aparece como un teorema, así fue como definió DEDEKIND un conjunto infinito, 
definición que publicó en 1887, aunque la envió a CANTOR, en 1882 y a SCHWARZ y WEBER varios años antes. En vez de 
definir los conjuntos infinitos, PEIRCE se refiere a los conjuntos finitos como aquéllos para los que no existía esa biyección. 
Quizás pueda antojársenos trivial esta diferencia, pero la cuestión es profunda, ¿existe en la realidad algún conjunto 
infinito? (Nadie ha encontrado ningún ejemplo, que sepamos). Es más, el número total de átomos del universo, se estima 
en10*, un número infinitamente pequeñoytotalmente despreciable, nada, absolutamente nada comparado con infinito, 
y si, como parece, los átomos no pueden dividirse infinitamente, entonces, si no existen los conjuntos infinitos (al menos 
en nuestra realidad), ¿para qué definirlos (en nuestra realidad)? Incluso la neurobiología parece venir en nuestra ayuda 
(o confundirnos aún más) al lanzar hipótesis sobre la discretización de nuestra percepción sensorial. 

Aunque es una discusión, a veces casi olvidada, no está de más, recordar el infinito potencial y actual según Aristóteles. 

¿No sería, quizás, mejor definir un conjunto finito, pero infinitamente extensible (fiex), esto es, un conjunto que fuese 
creciendo a medida que sea necesario? Esto es realmente lo que ocurre en el curso del tiempo, por ejemplo, el conjunto 
de todos los programas escritos en lenguaje C, en esta realidad, era vacío, mucho antes de especificarse tal lenguaje, en 
alguno de los mundos de esta realidad. No es un conjunto infinito, ni lo será nunca, aunque sí es un conjunto fiex. 

Sin embargo, somos capaces de imaginar un conjunto infinito, y podríamos afirmar, por tanto, su existencia, aunque 
también somos capaces de imaginar lo absurdo, lo contradictorio, lo contrario a la naturaleza, y esto, estrictamente, no 
puede existir. 

Además de la definición, DEDEKIND [179] ($66) aportaba la siguiente «demostración» de la existencia de conjuntos 
infinitos: «El universo de mis pensamientos, esto es, la totalidad S de las cosas que pueden ser objeto de mi pensamiento, 
es infinito. En efecto, sea s un elemento de $, entonces, el pensamiento s”, correspondiente al enunciado “s puede ser 
objeto de mi pensamiento” es también un objeto de $. Y, si consideramos a s' como la imagen (s) del elemento s, esta 
representación q», aplicada a S, tendría la propiedad de que S' = ¿(S) sería un subconjunto estricto de S. Habría, 
en efecto, en S, un elemento —por ejemplo, mi propio yo— que sería distinto de cualquier pensamiento s”, y que, por 
lo tanto, no estaría contenido en S”. Es claro que, si a y b fueran elementos distintos de S, también serían distintas sus 
imágenes mediante «p, a” y b'. Por consiguiente, q establecería una correspondencia biunívoca entre S y S”. Y, según eso, 
el conjunto S sería infinito, como queríamos demostrar». DEDEKIND afirma que consideraciones similares se encuentran 
en el libro póstumo de BOLZANO. 
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Teorema 13.5 


Un conjunto es finito en el sentido de TARSKI si, y sólo si, es finito en el sentido de DEDEKIND. 


Teorema 13.6 


Si X e Y son conjuntos finitos, entonces X x Y es finito. 


Teorema 13.7 

Si X e Y son conjuntos finitos, entonces el conjunto de todas las aplicaciones de X en Y, Y* = 
[f: XxX — Y, faplicación) = [f : Ffesuna función Adomf = XAranf C Y) esun conjunto 
finito. 


Ambas definiciones, independientes, están interrelacionadas. Fijémonos en la definición de 
conjunto finito de CANTOR; claramente, cualquier número natural la satisface. Para que esta defi- 
nición sea correcta, deberíamos demostrar que cualquier conjunto finito es equipotente a un único 
número natural. Es posible demostrarlo con el principio de los cajones de DIRICHLET?, que establece que 
si hay que distribuir n objetos en un número menor que n de cajones, entonces, en algún cajón hay 
que introducir más de un objeto. Este principio no es más que la definición de conjunto finito de 
DEDEKIND. 


Teorema 13.8 (Principio de los cajones para N) 


Ningún número natural es equipotente a un subconjunto propio de sí mismo. 


De hecho, ambas definiciones de conjunto infinito coinciden suponiendo el axioma de elección'”.* 


El siguiente lema nos ayuda a demostrarlo. 


Lema 13.0.— Si X es un conjunto que incluye un subconjunto numerable Y = [yo, Y1, Ya, ---), 


entonces X es un conjunto infinito de DEDEKIND. 


Demostración. La correspondencia 


f:XN ly) — X 
x si xEXNY 


x => f(x)= 
00 Yi Si x= Yij 


es una aplicación biyectiva entre el subconjunto propio XY (yo) de Xy X, por lo que X es equipotente 


a un subconjunto propio suyo y por consiguiente, X es un conjunto infinito de DEDEKIND. 


? Cfr. infra teorema 19.21 (p. 1010 de esta edición). 
10 Cfr. infra $ 14.3.0 (p. 678 de esta edición). 
H Cfr. v. gr. HUNTER [180] (p. 59). 
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Teorema 13.9 


Las definiciones de CANTOR y DEDEKIND de conjunto infinito dan lugar a los mismos conjun- 


tos. 


Demostración. Demostremos que [>] si un conjunto es infinito de DEDEKIND, entonces lo es 
de CANTOR y [—] recíprocamente, si un conjunto es infinito de CANTOR, entonces lo es de DEDEKIND. 


>: Sea X un conjunto infinito de DEDEKIND, esto es, un conjunto equipotente a un subcon- 
junto propio suyo. Razonemos por contraposición. Si X no fuese infinito de CANTOR es que 
sería finito de CANTOR y esto significaría que sería equipotente a un número natural n. En- 
tonces, cualquier subconjunto propio S de X también sería finito, ocurriendo además que 
[S| < |X] = n, por lo que S £ X; esto es, X no sería equipotente a ningún subconjunto 
propio suyo, en otras palabras, X no sería un conjunto infinito de DEDEKIND. 


<—: Sea X un conjunto infinito de CANTOR. Vamos a construir un subconjunto Y propio y nu- 


merable de X, pues el lema 13.0 (p. 640 de esta edición) asegura que en tal caso, X es un 


conjunto infinito de DEDEKIND. 


Teorema 13.10 (Corolarios) 
Cualquier conjunto finito es equipotente a un único número natural. 


Ningún conjunto finito es equipotente a un subconjunto propio de sí mismo. 


Ningún conjunto infinito es subconjunto de un conjunto finito. 


Ningún conjunto infinito puede obtenerse como la unión de dos conjuntos finitos. 


$13.3.1 InfinituddeN, ZyQ 


Ejemplo 325 


El conjunto de los números naturales N es infinito. 


Resolución. Un conjunto es infinito precisamente si existe una biyección entre él y un 
subconjunto propio suyo (según DEDEKIND). Sea, por ejemplo, la correspondencia f : N —> 


NA [o], definida por n — f(n) = n + 1. Veamos que es una aplicación biyectiva. En efecto: 


=  fes aplicación si, y sólo si, (Vx EN) (H4y EN fo)P) (f0) =y) A (Vx,x” EN) 
(x=x => f(x) = fF(x)), lo cual es trivial, ya que dado x E N, por definición de f, 
existe y, = x +1 € NI (o), siendo este y, único para cada x, es decir, que six = x', 


por definición de f, f(x) =x+1= Yx = yw =X"+1= f(x"); 
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= fesinyectivasi, y sólo si, (Vx, x” € N) (f(x) = f(x) = x = x”), lo cual es trivial por de- 


finición de f , pues si f(x) = f(x”), es decir, si x + 1= x' + 1, entonces, x = x'; 
=  fes sobreyectiva si, y sólo si, (Vy € NA fo)) (3x E N) (f(x) = y), lo cual también es 
trivial por definición de f, ya que dado y,x = y — 1es tal que f(x) = f(y — 1) = 
(y-1)+1=y. 


Observación 13.3.0.— En realidad hay infinitas demostraciones de que N es un conjunto infinito; 


mismamente, variando el subconjunto propio y la biyección. Por ejemplo, la correspondencia 


f:N —> 23N 


n — f(n)=23n 


es una aplicación biyectiva de N en un subconjunto propio suyo, luego N es infinito (según DEDE- 


KIND). Observemos que, en particular, aseguramos que 


N = [o, 23, 46, 69,92, 115, 138, 161,184, 207, 230,...). 


Ejemplo 326 


El conjunto de los números enteros Z es infinito. 


Resolución. En efecto, pues, por ejemplo, la correspondencia 


F:Z — N 
2Z si z>0 
z — fz)= 
=22Z2+1 SI zZ<O 


es una aplicación biyectiva de Z en un subconjunto propio suyo, luego Z es infinito (según 


DEDEKIND). 


Ejemplo 327 


El conjunto de los números racionales Q es infinito. 


Resolución. En efecto, pues, por ejemplo, la correspondencia 


f:Q — Q* 
q+1 si q>0 
q — f(q)= 1 


si g<o 
1 q 
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es una aplicación biyectiva de Q en un subconjunto propio suyo, luego Q es infinito (según 


DEDEKIND). 


$ 13.3.2 Infinitud de R 


Ejemplo 328 


El conjunto de los números reales R es infinito. 


Resolución. En efecto, la correspondencia 


f:R — (11) 


ro f(r)= 


1-pP 


es una aplicación biyectiva de R en un subconjunto propio suyo, luego IR es infinito (según 


DEDEKIND). Notemos que, en particular, aseguramos que R = (—1, 1). 


Ejemplo 329 


Dos intervalos cualesquiera, abiertos y no vacíos, de números reales, (a, b) y (c, d), 


son equipotentes, esto es, Va, b,c,d € R,sia < byc< d, entonces (a, b) = (c, d). 


Resolución. En efecto, la correspondencia 


f: (a,b) —= (c, d) 
(c= d)x+ad= bc 
a=b 


x — fx)= 


es una aplicación biyectiva. De aquí deducimos que también un intervalo real es un conjunto 


infinito, pues basta particularizar, por ejemplo, para (a, b) € (c, d). 


Ejemplo 330 


El conjunto de números reales IR es equipotente a cualquier intervalo de números 


reales abierto y no vacío, esto es, Va, b € R, sia < b,entonces R = (a, b). 


Resolución. En efecto, por el ejemplo 328 (p. 643 de esta edición) y el ejemplo 329 (p. 643 


de esta edición), es posible razonar, como mínimo, de un par de formas: 


o. utilizando la propiedad transitiva de la relación =; 
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1. sabemos, en particular, que las correspondencias dadas en el ejemplo 328 (p. 643 de esta 
edición) y en el ejemplo 329 (p. 643 de esta edición) son aplicaciones inyectivas, por lo que 


R 3 (1,1) = (a, b),y (a,b) = (-1,1) = R, de donde, por la transitividad de =,R Y 


(a,b) y (a, b) = R, por lo que por el teorema de CANTOR-Bernstein, R = (a, b). 


Ejemplo 331 


El conjunto de números reales IR es equipotente a cualquier intervalo de números 


reales cerrado y no vacío, esto es, Va, b € R,sia < b,entoncesR = a, b]. 


Resolución. En efecto, como [a, b] € R, se tiene que [a, b] 3 R,ycomoR x= (a,b) € 


[a, b], también, R < [a, b], así que, por el teorema de CANTOR-Bernstein, R = [a, b). 


Ejemplo 332 


El conjunto de números reales R es equipotente a (o, 1), esto es, R Y (0,1). 


Resolución. Cierto es que en las observaciones precedentes no hemos explicitado la bi- 
yección, aunque en algunos casos hubiera bastado componer las biyecciones existentes. En el 
caso que nos ocupa, la aplicación biyectiva 


f:(0,1) — R 


x — f(x)= 


demuestra la equipotencia de R con (0, 1). 


$ 13.4 Conjunto (infinito) numerable 


En este subcapítulo estudiamos varias propiedades delos conjuntos equipotentes a Ñ, conjuntos 


que llamamos numerables. 


Visto lo anterior, definir cardinal de un conjunto finito A, como el único número natural n tal que 
A = n, es equivalente a definirlo como el número de elementos de A. La definición de cardinal de un 
conjunto arbitrario —finito o no—, debe particularizarse en la anterior, cuando el conjunto sea finito, 


y además, debe verificar lo postulado por la relación de equipotencia, a saber, |A| =|B| > A x= B. 
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Por número cardinal entendemos cualquier número que sea el cardinal de algún conjunto. Pare- 
ce claro que cualquier número natural es un número cardinal. Pero, por ser N un conjunto infinito”, 
[N| no es un número natural” ya que no existe un número natural infinito. 


Definición 13.7 (Cardinal del conjunto de números naturales). — CANTOR eligió No para desigar el 
cardinal de N —el signo Y es «alef», la primera letra del alfabeto hebreo—. 


Definición 13.8 (Conjunto numerable).— Decimos que un conjunto X es infinito numerable o, sim- 


plemente, numerable o que su potencia es numerable, si es equipotente a N, es decir, si |X] = No. 


$ 13.4.0 Numerabilidad de 7 


Numerabilidad de Z por definición de numerabilidad 


Ejemplo 333 


El conjunto de los enteros negativos Z” es numerable. 


Resolución. En efecto, ya que, por ejemplo, la correspondencia 


FIN —> Z7 


n —= f(n)=—n 


es una aplicación biyectiva. 


Ejemplo 334 


El conjunto de los números enteros Z es numerable. 


Resolución. En efecto, pues, por ejemplo, la correspondencia 


fiN —=> Z 


f(m) o si n=0 Ll si nespar 
de : 
(=P 10], simo +2 si nesimpar 


es una aplicación biyectiva. 


Observación 13.4.0.— Establecer una biyección entre los conjuntos N y A corresponde a encon- 


trar un procedimiento efectivo de numeración de los elementos del conjunto A, esto es, a que los 


2 Cfr. supra ejemplo 325 (p. 641 de esta edición). 
B Cfr. supra teorema 13.5 (p. 639 de esta edición). 
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elementos de A puedan disponerse como una sucesión (a., a, a1,,...). Por ejemplo, la aplicación 
biyectiva dada en el ejemplo 334 (p. 645 de esta edición), corresponde al procedimiento de enu- 


meración que ordena Z así 


Z= [1(0), £(9),f(2).£(3),£(4)....) 


= (o, 1,1, 2,2, —3,3,—4,4,.. +. 


Notemos, pues, que hemos definido un nuevo orden en Z, un orden con el que existe un 
primer elemento en Z, a saber, o, un segundo, —1, un tercero, 1, un cuarto, —2, etc. —observemos 
que según este nuevo orden, 1 precede a —2 (es menor que —2, podríamos decir), así notando este 


nuevo orden por <f, tenemos que 


O<f-=1<f1<fp2<p2<f3<f3<f 4 <f4<f... 


Observación 13.4.1.— La definición de numerabilidad es independiente de que se considere o 
no o como número natural, ya que N < Z*, pues f(n) = n +1.es biyección entre ellos. En realidad, 


podría formularse para cualquier subconjunto infinito de N —debido a la equipotencia entre ellos!*. 


Teorema 13.11 


Todo subconjunto infinito B de un conjunto numerable A es numerable. 


Demostración. Como A es numerable, sus elementos pueden disponerse como una sucesión 
A = (as, 41, 0,,...). Procedemos a construir inductivamente B: sea ny el menor natural tal que 


An, € B,y sea nz el menor natural, mayor que n;-,, tal que a,, E B. De este modo, B_ = 


E A A 


Numerabilidad de 7 como unión finita de numerables 


Teorema 13.12 (Numerabilidad y finitua) 
O.  Launión de un conjunto finito y un conjunto numerable es numerable. 


1. La intersección de un conjunto finito y un conjunto numerable es finita. 


Demostración. En efecto, 


o. seanA= [a,, a, a,,...), numerable y B = [bo, b,,...,b,-,), entonces, la correspondencia 


f: AUB —=N, definida por f(b;) = iyf(a¡) = n + i, es una aplicación biyectiva. 


14 Cfr. infra teorema 13.11 (p. 646 de esta edición). 
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Actividad 13.0 
Demostremos el apartado (b) del teorema 13.12 (p. 646 de esta edición), esto es, que la intersec- 


ción de un conjunto finito y un conjunto numerable es finita. 


Teorema 13.13 (Numerabilidad de la unión finita) 


La unión finita de conjuntos numerables es numerable. 


Demostración. En efecto, sean A = [a,, 0,,0,,... y B = [bo, b,, b,, .. .) numerables, en- 
tonces, AU B = [a., bo, 01, b,,0,,b,,...) y la aplicación f : AUB —> N, definida por f(a;) = 21, 


f(b;) = 2i +1, es biyectiva. 


Ejemplo 335 


El conjunto Z de los números enteros es numerable. 


Resolución. Así es, pues, por ejemplo, Z = Z” UN, esto es, Z es unión finita de dos 


conjuntos numerables. 


$ 13.4.1 Numerabilidad de Q 


Numerabilidad de Q como unión numerable de numerables 


Teorema 13.14 (Numerabilidad de la unión numerable) 


La unión numerable de conjuntos numerables es numerable. 


Demostración... En electo, sean A; = Llull Aj) = lata sr A = 


[a,, 032, 033, . . .p, etc. Ordenemos el conjunto unión según las flechas 


Ay => 0, Az —> Qs, 

Y / Y ás 
EN Ca Co3 aa... 
y Y Y ye Y 
Az U3, 03 Da e 

Y F Y PS 
Aa A yo Oda Elia) 233 
y Y Y / Y 
As As, Asz Asa 

E ES Y 
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esto es, 


UA, = Lis Ci, C21, Cljz, Ca, Oz, Cia Cozs Caza Cars > - ) 
neN 


es decir, primero, a,,, cuyos subíndices suman dos, después, a,,, 41,,, cuyos subíndices suman 3, co- 
menzando por el que tiene menor el primer subíndice, a continuación, d;, 01,2, (1,,, esto es, aquéllos 
cuyos subíndices suman 4, comenzando por el que tiene menor el primer subíndice, etc. Pues bien, 


la correspondencia 


f: UA, — N 


neZz+ 


aj => f(aj) == i- 


es una aplicación biyectiva. 


Ejemplo 336 


El conjunto Q de los números racionales es numerable. 


[AIC 7.7.2017:2]. 


Resolución. Enefecto, pues, por ejemplo, es posible expresar Q como la unión numerable 


U=A UVA UI: DA os 


—1 1 —k k 
A; => [o . , E E . , a >| 
ici ii 


es numerable, ya que, por ejemplo, la correspondencia 


donde cada 


IZ — A; 
n 


n — dio 


es una aplicación biyectiva. Observemos que A; es el conjunto de todos los números racionales 


que tienen el mismo denominador i. 


Ejemplo 337 


¿Alguna biyección explícita de Z* en Q*? 


Resolución. Veamos un ejemplo de una tal biyección explícita. Para n € Z*, por el 


teorema fundamental de la aritmética —vid. infra teorema 18.16 (p. 847 de esta edición)—, 
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(0 


[o,0) 
n = [| p;", donde p; son los números primos en orden —p, = 2, Pp, = 3, p3 = 5,etc. La 
í=1 


correspondencia 
q+:Z+ —= Qt 


n= qua =[]p 
í=1 


donde z : N — Z,esla f definida en el ejemplo 334 (p. 645 de esta edición) —esto es, z(0) = O, 
z(1) = -1,z2(2) = 1,z(3) = -2,z(4) = 2,z(5) = -3,z(6) = 3,...—, es una aplicación 


biyectiva. Así, por ejemplo, q*(1/4) = q7(27?) = q(220)) = 22 =8. 


Numerabilidad de Q como subconjunto infinito de un producto cartesiano finito de numerables 


Teorema 13.15 (Numerabilidad del producto cartesiano) 


El producto cartesiano finito de conjuntos numerables es numerable. 


Demostración. Podríamos hacer esta demostración como actividad práctica (“»), pues su ela- 
boración es muy parecida a la anterior; sean A = [do, 41, 0,,... y B = [bo, b,,b,,...], numera- 
bles, escribimos A x B siguiendo las diagonales, como en la demostración del teorema 13.14 (p. 647 


de esta edición), 


(ad. bo) —= (00, b;) (a.,b,) —= (a,b) 
Y / Y / 
(a,, bo) (a,, b,) (a,, b,) $, 
y 8 Y Z Y 
(a,, bo) (a,, b,) (Oy Bs) E 
Y A Y eS 
(az, bo) (a, b,) (0% D3) (Da): e 
y Je Y g Y 
(44, bo) (44, br) (44, b,) (44, b3) 
Y : Y : Y 


estoes, Ax B= (0, D0) (05D), (060), (05, D3) (05 DB) (05D), (05 Bd: 


Ejemplo 338 


Q es numerable. 


Resolución. Esto es así pues, por ejemplo, podríamos expresar Q como un subconjunto 
infinito de Z x Z* = [(p,q): p € ZA q E Z*) que por el teorema 13.15 (p. 649 de es- 


ta edición) es numerable —por lo que Q es numerable por ser un subconjunto infinito de un 
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conjunto numerable —cfr. supra teorema 13.11 (p. 646 de esta edición) —. Observemos que es 


posible recorrer en «casi-espiral» el semiplano entero Z x Z*, 


(2,4) > (14 > (04) => (14) > (24) > (64) 


7 Ú 
(=2,3) (=53J = (63) =>. (13) => 2,3) (3,3) 
T il y y 
(=2, 2) (=1,2) (0,2) => 112) (2,2) (3,2) 
ij 7 7 l Jl y 
(21) (=1,1) (o, 1) (11) (2,1) (3,1) 


como vemos, comenzando por (o, 1) y siguiendo por (o, 2), (1,2), (1,1), (1,1), (-1, 2), (-1, 3), 
(o, 3) (L, 3), (2, 3), ... 


Sobre la numerabilidad del producto cartesiano quedan por decir un par de resultados. 


Teorema 13.16 


El producto cartesiano numerable de conjuntos numerables es no numerable. 


Teorema 13.17 


Todo conjunto numerable está bien ordenado, esto es, en todo conjunto numerable puede de- 


finirse una relación de buen orden. 


Observación 13.4.2.— En algunos textos se denomina conjunto contable a aquél cuyo cardinal 


es menor o igual que No, o sea, al que es finito o numerable. 
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$ 13.5 Infinitud de ¡R: la potencia del continuo 


CANTOR designa por c la potencia del continuo, esto es, el cardinal del conjunto RR, del que ya de- 
mostramos su infinitud””. En este subcapítulo proporcionamos la demostración de CANTOR de que 
Mo ÁÉ Es 


A partir de una relación diádica R en N, y un número m € N, definimos la relación monádica 


Ro(n) e R(n, m). 


Teorema 13.18 (Lema diagonal de CANTOR) 


Sea P una relación diádica y sea Q la relación monádica definida por (Vn € N)J(Q(n) => 


=P(n, n)), entonces Yn € N, P, + Q. 


Demostración. Por reducción al absurdo. En efecto, si existiese algún n € N tal que P,, = Q, 
entonces, como por un lado, P(n, n) > P,,(n) y, por otro, Q(n) + =P(n, n), al ser igual P,, y Q se 


llegaría a la fórmula insatisfactible P(n, n) A=P(n, n);portanto, por reducción al absurdo, Vn E N, 


P, 70. 


La relación monádica Q se conoce como relación antidiagonal respecto de la relación diádica P y 


al conjunto [n : Q(n)), como conjunto antidiagonal. 


Teorema 13.19 (Lo numerable está estrictamente dominado por lo continuo) 


el 


Demostración. Este es un ejemplo de demostración constructiva —cfr. infra $ 7.6 (p. 419 de esta 


edición)—. 


Sabemos —cfr. supra $ 13.3.2 (p. 644 de esta edición) y precedentes— que lR Y (0,1); bastará 
pues, razonar para este intervalo. Imaginemos que tenemos enumerados todos los números reales 
del intervalo (o, 1) y consideremos sus representaciones decimales; es posible definir un número real 
distinto de todos los de tal enumeración, simplemente, haciendo que el dígito n del nuevo número sea 
distinto del dígito n del número real que está en la posición n de la enumeración. Para ello usaremos 
el lema diagonal de CANTOR —<cfr. supra $ 13.18 (p. 651 de esta edición) —. Concretamos, supongamos 


que existe una enumeración de los números reales, ro, r,, r,, r,,... de (0, 1), 


a 0 Mo 


1 =0 00 las 


15 Cfr. supra ejemplo 328 (p. 643 de esta edición). 
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E =0 0 balas. 


y pensemos en un número real r cuya representación decimal satisfaga que su primer dígito decimal 
sea distinto del primer dígito decimal G.. de ro, que su segundo dígito decimal sea distinto del se- 
gundo dígito decimal a,, de r,, que su tercer dígito decimal sea distinto del tercer dígito decimal a,, 
de r,, etc. Esto hará que r sea distinto de r, en su primer dígito decimal, distinto de r, en su segundo 


dígito decimal, distinto de r, en su tercer dígito decimal, etc. 
r= O, -S Cloo E Ci E Cao + 33 
AE qye qe qye 
EPS PER IFR. FEB 


Por ejemplo, sea el número real r = o, a,a,a,..., donde 4; = 0 +18i 04; < 9y 04; = 0 — 1 


si (1; = 9. Se tiene entonces lo dicho, esto es, para todo n E N, r es distinto de r,, en el dígito que 


ocupa la posición n. 


[EFO 1.6.2017:2]. 


$13.6 Producto cartesiano de conjuntos equipotentes a R 


«Lo veo, pero no lo creo», escribió CANTOR a DEDEKIND el 29 de junio de 1877, tras descubrir que 


el cuadrado unitario [o, 1] x [o, 1] es equipotente al segmento unitario [o, 1]. 


Teorema 13.20 


ao de 


Demostración. Demostremos que [o, 1] = [o, 1] x [o, 1] por doble dominancia. 


3: La correspondencia 


f:[lo.1] — [0,1 x [o, 1] 


A A A AA A A 


es una aplicación inyectiva. 


16 Para poder afirmar que dos números reales son distintos si, y sólo si, difieren en una cifra decimal, debemos que- 
darnos con una de las dos expresiones distintas O, dad; ...dx999...y 0, dod;... dx+1000... del mismo número real 
(por ejemplo, O, 0123456999... = O, 0123457000. . .); decidimos quedarnos con la primera, esto es, con que no existen los 
números de la forma o, dad, ... dx4,000.... 
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7: La correspondencia 


g:[o,1)x [0,1] —=> [o,1] 


5sj= (0h A E IES) =D NS 
es una aplicación inyectiva. 


Como [o,1] 3 [o,1] x [o,1] y [o,1] x [o,1] < [o, 1], entonces de la antisimétrica de 2 —teorema de 


ro 


CANTOR-BERNSTEIN-SCHRÓDER-DEDEKIND— se sigue que [o, 1] < [o, 1] x [o, 1]. 


Abreviemos, como es habitual, el producto cartesiano con notación de potencia, por ejemplo, 
[0,1 [0,11% x [o,1] por lo, 11", 


Teorema 13.21 


Yn € Z*,[o,1] = [o, 1)”. 


Demostración. La demostración del teorema 13.20 (p. 652 de esta edición) se extiende de ma- 


nera natural para el caso del cubo unitario, [o, 1] = [o, 1]? y del hipercubo unitario, [o, 1] Y [o, 1)”. 


Observación 13.6.0.— R = [o,1] = [o,1]” x= R”. 


$ 13.7 Cardinalidad de la potencia de un conjunto 


Por ahora, sabemos que los conjuntos N, Z y Q tienen la misma potencia, la numerable, N.. Se 
puede demostrar que sus conjuntos potencia, 2%, 22y 2%, respectivamente, tienen la misma potencia, 


la del continuo, c. El siguiente teorema demuestra el caso particular de 22, 


Teorema 13.22 


No 


DO 


esto es, 2 3 R, o sea, que |25] = 21M. 


Demostración. Una forma. 


Sabemos —cfr. supra ejemplo 331 (p. 644 de esta edición) —que [o, 1] < R, porlo que basta demos- 
trar que [o,1] = 2%. Hagámoslo construyendo una aplicación biyectiva entre ambos. Consideremos 
los números reales de [o, 1] representados en el sistema binario exigiendo que la sucesión de bits no 
termine en una sucesión infinita de unos, para que así la representación sea única. La corresponden- 
cia 

f:[o,1] — 2 
r=0,d0d,d,... +—> f(r)=[n€N: d, =1) 
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es una aplicación biyectiva. De paso, su inversa es 


f:2 — lo,1] 
S — f7(S)=0, dod,d,... 


siendo Vi E N, d; = 1s(i), donde 1s es la función característica de S —cfr. supra ejemplo 12.7 (p. 615 
de esta edición)—. 


Otra forma. 


Demostremos que 2" = R por doble dominancia. 


3: La correspondencia 


f:2XN — R 


S=100 Misc) => F5)=0,dodida +. 


siendo, Vi E N, d; =1sii € Syd; =9sii É S, es una aplicación inyectiva. 


QY 


La correspondencia 


g:R — PM 


r=n,d.d,d,... += g[(r) =([n,ndo, ndod,, ndod,d,,...) 


es una aplicación inyectiva. 


En realidad, este resultado se verifica para cualquier conjunto. 


Teorema 13.23 (Cardinal del conjunto potencia) 


A] =2M, 


El cardinal del conjunto potencia de un conjunto es |2 


Demostración. El número de aplicaciones que pueden definirse entre dos conjuntos, f : A—> 


B, se calcula como las variaciones con repetición, VR(|B]|, |A]), esto es, |B|'Al. Sean ZA (el conjunto 


, 


de todas las aplicaciones £ : A —> Z,)y g : 2? — Zf, definida por g(B) = 15, donde 15 es la 


función característica de B, esto es, 1g(x) =1six € By1g(x) =0six É B. Noes difícil demostrar 


que g es biyectiva. Por tanto, |21] es [Z,|'Al, esto es, |2 


Observación 13.7.0.— Algo que hemos admitido, sin más, para conjuntos finitos, es la existencia 
del conjunto potencia. Es admisible razonar que existe, proporcionando un método efectivo de 
construcción del mismo, que además termina en tiempo finito. Sin embargo, para conjuntos infi- 
nitos, formalmente, la situación no es obvia. De hecho, cualquier axiomática conjuntista contienen 


algún axioma que implique tal existencia. En el caso de la axiomática de Zermelo-Fraenkel”, se 


17 Cfr. infra $ 14.4 (p. 680 de esta edición). 
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concreta en el axioma del conjunto potencia!?: «Para todo conjunto existe su conjunto potencia», 


formalmente, VxIyVz(z € y + Z C x). 


$ 13.8 Teorema de CANTOR 


Pudiésemos pensar que los únicos cardinales son Y, y c. Por el siguiente teorema, CANTOR de- 
muestra que hay infinitos cardinales mayores que el del continuo, proporcionando, además, una ley 


de formación de los mismos. 


Teorema 13.24 (CANTOR, 1891) 


Para todo conjunto A, |A] < 2/4, 


Demostración. Para conjuntos finitos, es fácil demostrar, por ejemplo, por inducción, que 
Vn E N,|A] =n < 2” = |24] (cfr. infra ejemplo 354 [p. 717 de esta edición). Para conjuntos infinitos, 
razonamos en dos fases: primero, demostramos que existe una inyección desde A a un subconjunto 
propio de 2*, por lo que |A] < |2*|; a continuación, demostramos que no existe ninguna biyección 
entre A y 2%, por lo que, |A] + [2%]. Lo primero es trivial, basta tomar como subconjunto propio el 
conjunto de todos los subconjuntos, que tienen como único elemento, un elemento de A. Para de- 
mostrar lo segundo, razonamos por reducción al absurdo; suponemos que existe una biyección entre 
Ay 21. Sea Bel conjunto de todos los elementos de A, que no son elementos del subconjunto asignado 
a ellos por la biyección, o sea, B= [a € A: a E f(a)) y sea b = f”*(B). El elemento b debe estar 
o no estar en B;sib € B, entonces, por definición de B, b É£ f(B), esto es, b £ B; por otro lado, si 


b £ B,entonces, por definición de B,b € f(B), osea, b € B. Concluimos que no puede existir una 
AL. 


biyección entre Ay 22, y por tanto, | A] F |2 


De este teorema deducimos, por ejemplo, la regla de cálculo e < 2%. 


Ejemplo 339 


Utilizando el teorema de CANTOR, demostremos por reducción al absurdo (RAA) 


que no existe el conjunto de todos los conjuntos. 


Resolución. Sea V el conjunto de todos los conjuntos, entonces, |V| < |2"|, pero 2 es 


un subconjunto de V, por lo que |2V| < |V]. Se tiene así la fórmula insatisfactible |V] < |2*] 


y |2Y| < |V], luego, por RAA, V no puede ser el conjunto de todos los conjuntos. 


18 Cfr. infra S 14.2.4 (p. 674 de esta edición). 
2 Cfr. infra ejemplo ?? (p. ?? de esta edición). 
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Observación 13.8.0.— Resultado que demostraremos por reducción al absurdo en el ejemplo 342 


(p. 683 de esta edición) usando el axioma del par y el axioma de regularidad. 


$ 13.9 Una infinidad de conjuntos infinitos, I 


En un más que breve resumen, en este punto, diríamos: 


No = [N] = [Z] =|Q], 
No < 2% = ec, 


R| = [2%] = [2%] = [29]. 


a 


El teorema de CANTOR permite afirmar la existencia de una infinidad de conjuntos infinitos, 


y, por tanto, de una sucesión S,, estrictamente creciente de cardinales infinitos, 


R<2m eL 


sucesión, que comienza donde «termina» la de números cardinales finitos. 


Ejemplo 340 


A lo largo de la historia se ha dado nombre a algunos subconjuntos de números 
naturales, Enteros" == 2 == NX JO) Pares == 22 = (2,400) lmpares” 
ZFX2Z* = ([1,3,5,...), etc. La cuestión es, ¿podríamos construir un algoritmo para 


asignar un nombre a todos los subconjuntos de números naturales? 


Resolución. Las lenguas naturales que hablamos y los lenguajes formales que utilizamos 
se basan en un alfabeto a lo sumo numerable y unas reglas de composición que determinan 
que la cantidad de frases posibles es numerable —una unión numerable de conjuntos finitos 
o numerables—. Por esto y debido al teorema de CANTOR, la respuesta es no. Como corolario, 


pensemos que es imposible igualmente proporcionar nombre a todos los números reales, a 


todos los subconjuntos de números reales, etc. 


Observación 13.9.0.— La teoría de CANTOR de los números transfinitos no ha estado ni está exenta 
de polémica?”; de hecho, de la oposición, surgió la escuela constructivista?! y su rama intuicionis- 


ta22 
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$13.10 Aritmética para No yc 


La aritmética de los cardinales fue desarrollada por CANTOR (1887;1895). Tenemos unas primeras 
reglas de cálculo para No y las operaciones + y -. Una forma intuitiva de sumar dos números naturales, 
n y m, es elegir un conjunto X de cardinal n y otro conjunto Y, de cardinal m, y definir n + m, como 


el cardinal de X U Y. Siguiendo esta línea, definimos también la multiplicación y la exponenciación. 


Definición 13.9 (Operaciones con cardinales). — Sean tr e y dos números cardinales, y X e Y dos 
conjuntos disjuntos de cardinalidades t e ty, respectivamente, entonces: 


o. +9=]|XUY); 
Ll. Hu=iXYE 


2 Rp 


El siguiente teorema permite demostrar que las operaciones anteriores están bien definidas”. 


Teorema 13.25 (Que relaciona las operaciones con la equipotencia) 


Consideremos los conjuntos X, 3 X e Y, Y Y,, entonces: 
0 six nNr == entonces A UY. UY 
O O O 

A bi CO 


Teorema 13.26 (Que destaca algunas propiedades de las operaciones entre cardinales) 
Sean t, t) y 3, tres números cardinales, entonces: 

I+0=0+5; 

EU 

(a) 

(2-0) -3=+*- (0-3); 

p0+3) = p0 . 3; 

(2-9) =P y 

(19)? = 193, 


2 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Controversy_over_Cantor%27s_theory. 

20 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Constructivism_(philosophy_of mathematics). 
2 Cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Intuitionism. 

23 Cfr. infra actividad 13.10 (p. 663 de esta edición). 
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Teorema 13.27 (Operaciones y orden) 


Sean t, t) y 3, tres números cardinales, entonces: 


ESDIIFISOT+3; 
O 
PA 


r< y > 3! < 3”, nosiendo cero a la vez re tp). 


Teorema 13.28 (Algunas reglas de cálculo para N4) 
VnenN: 

n+8.=80; 

So HN. =8o; 

sin>o0,n:No=80; 

No No = No; 

NOS 


Actividad 13.1 

Demostremos el teorema anterior. 

Indicaciones: 

o. noes difícil a partir de saber que la unión de un conjunto finito y un conjunto numerable 
es numerable (cfr. supra teorema 13.12 [p. 646 de esta edición)); 

1.  noesdifícila partir de saber que la unión finita de dos conjuntos numerables es numerable 
(caso particular del teorema 13.13 [p. 647 de esta edición]); 

2. noes difícil a partir de saber que la unión finita de conjuntos numerables es numerable 
(cfr. supra teorema 13.13 [p. 647 de esta edición]); 

3. noes difícil a partir de saber que la unión numerable de conjuntos numerables es nume- 
rable (cfr. supra teorema 13.14 [p. 647 de esta edición]) o que el producto cartesiano finito 
de conjuntos numerables es numerable (cfr. supra teorema 13.15 [p. 649 de esta edición)); 

4.  noesdifícila partir de saber que el producto cartesiano finito de conjuntos numerables es 


numerable (cfr. supra teorema 13.15 [p. 649 de esta edición]). 
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Teorema 13.29 (Algunas reglas de cálculo para 8, y c) 
VnenN: 
0. Cc+ce=cC; 


1] 


n>0>n-:-c=C; 
Es 
n>o>c=c; 
So E=c- No =; 
PE 
NE 


DL A 


2. 
2% 
4. 
S. 
6. 
7 
8. 
9. 


Observación 13.10.0.— Es interesante reflexionar sobre lo que nos dicen algunas de estas reglas; 


a modo de ejemplo: 


Oo. c«”=c(n€Z*) expresa que el número de puntos del espacio n dimensional es el mismo que 
el de una recta; 

1  enparticular (n = 2), c? = c expresa que el número de puntos de un plano es el mismo que el 
de una recta; 

2. (<a2'expresa que existen más funciones reales de variable real que números reales. 


Observación 13.10.1.— Finalmente notemos que algunas reglas válidas para cardinales finitos no 


lo son para cardinales infinitos, por ejemplo, la regla «six < y y ¿ 4 o entonces té < 13» no es válida; 


un contraejemplo para ésta: si r No, E cy3 Sy entonces No < cy Ny + O, y sin embargo, 
No — $ 
No =cecxkc=c, 


$ 13.11 Acerca de la sucesión de infinitos 


Ya observamos que el teorema de CANTOR” permite afirmar la existencia de una infinidad de 


conjuntos infinitos, 
N 


N 
Next" ds, 


24 Cfr. supra teorema 13.24 (p. 655 de esta edición). 
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y, por tanto, de una sucesión estrictamente creciente G, de cardinales infinitos, 


R<2mea 


Sucesiones que es posible identificar con clases, a saber, la clase de los cardinales finitos y la clase 
€, de los cardinales infinitos álefs. 


Observemos que operando con un número finito de cardinales finitos —términos de la sucesión 
0,1,2,...—, con las operaciones habituales de suma y multiplicación, nunca obtendremos No, como 
resultado. Decimos que la clase €, es inalcanzable desde la clase de los cardinales finitos. 


Esta idea la trasladó GÓDEL hacia cardinales mayores. Si pensamos en la unión de conjuntos 
cualesquiera con cardinales de €,, entonces el cardinal de esta unión, al que designaremos por (2,, es 
mayor que cualquiera de los cardinales N,, 22, 22... esinalcanzable. Así, tenemos otra sucesión 
estrictamente creciente, 6,, 

Do. < 2 LR. 


y su correspondiente clase €,, la clase de los cardinales infinitos inalcanzables desde la clase €... 


Si consideremos ahora la unión de conjuntos cualesquiera con cardinales de €, y de de €,, enton- 
ces el cardinal de esta unión, al que llamamos (?2,, es mayor que cualquiera de los cardinales obtenidos 


anteriormente, obteniéndose una nueva sucesión, G,, estrictamente creciente, 
o 9% 
MUEVE LZ La 


y su correspondiente clase €,, la clase de los cardinales infinitos inalcanzables desde la clase €, o Co. 


Seguiría la clase de los cardinales inalcanzables desde las clases anteriores y así sucesivamente. 
Generando nuevos cardinales de esta forma, vemos que tenemos la siguiente sucesión estrictamente 


creciente € de cardinales infinitos: 


o o 197) 


ÉS 
A A E A 


Teorema 13.30 

La sucesión € satisface las siguientes propiedades: 

o. Cesuna sucesión estrictamente creciente; 

1.  dadoun conjunto cualquiera de números cardinales de €, existe en € un número cardinal 
que los supera a todos y que es precisamente el menor de los números cardinales en € que 


los supera a todos; 


Ces infinita en un sentido mucho más amplio; con esto queremos decir que no es posible 


considerar el conjunto de todos sus elementos sin incurrir en una paradoja, la antinomia 
o paradoja de CANTOR (cfr. infra teorema 14.10.2 [p. 694 de esta edición]). 
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Alo largo de los años, en el estudio de la jerarquía de grandes cardinales se han definido varias 


clases de cardinales: medibles, fuertes, superfuertes, supercompactos, extensibles, inmensos, etc.” 


Hipercomputabilidad 

Pudiésemos decir que una máquina de TURING está en el orden de N,, con una 
cinta infinita con un número infinito numerable de registros que podemos recorrer 
con un cabezal de lectoescritura. En los órdenes siguientes no tenemos ni idea de có- 
mo hacer este recorrido: por ejemplo, justo en el orden siguiente, 2%, esto es, c, ha- 
bría tantos registros en la cinta como números reales, y en el siguiente a éste último, 
2*, tantos como funciones reales de variable real. Ocurre en éstos que desconocemos 
cómo dirigir el cabezal de lectoescritura al «siguiente» aun registro dado, aunque sa- 
bemos que existe tal posibilidad (puesto que suponiendo el axioma de elección, en 
todo conjunto puede definirse un orden bueno—<cfr. infra teorema 14.11 (p. 679 de esta 
edición) —). 

Pero sin más divagaciones, la situación actual es que ningún computador, super- 
computador o red o sistema de supercomputadores dispone de una fuente inagotable 
a demanda de memoria (una cinta de registros infinitamente extensible), por lo que 
pudiésemos decir que un computador actual (la plasmación física actualmente posi- 
ble de una máquina de TURING) está en un orden finito, infinitamente lejos de No, el 
orden de una máquina de TURING. 

Un computador cuántico actual también es una plasmación física posible de la 
máquina de TURING que va a resolver exactamente los mismos problemas que los 
computadores anteriores, sólo que, en principio, mucho más rápidamente. 

Volviendo al comienzo de este apunte, ¿pudiese alguien imaginar lo que sería 
una computabilidad en los órdenes 2%, 22%, ..., 0), 2%, 22%, ...,0,,2%, 22%, ..., 
MD 22 ..?Yno digamos ya una computabilidad práctica, no sólo teórica, en 


estos diferentes órdenes de hipercomputación”*, 


25 Cfr. v. gr. Large cardinal, Wikipedia, The Free Encyclopedia, <https://en.wikipedia.org/wiki/Large_cardinal> y List of 
large cardinal properties, Wikipedia, The Free Encyclopedia, <https://en.wikipedia.org/wiki/List_of large _cardinal_proper- 
ties>. 

26 Cfr. v. gr. https://en wikipedia.org/wiki/Hypercomputation. 
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$ 13.12 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 341 


Sea Cun conjunto y x £ C. Demostremos que si C esinfinito numerable, entonces, 
CU Lx) también lo es. 


Cfr. [140]: problema 7.52 (p. 168). 


Resolución. Por definición de conjunto numerable, como C lo es, existe una biyección 
f: N — C.Seag : N — CU [x], definida por g(n) = x,sin =0yporg(n) =f(n—1), 
sin +0, esto es, la correspondencia g se define en dos subdominios, en [o) como la corres- 


pondencia constante x, aplicación biyectiva, y en N* como f, también biyectiva, y como dichos 


subdominios son disjuntos y sus imágenes, C y [x], también, se tiene que y es biyectiva. 


$ 13.13 Propuesta de actividades 


Actividad 13.2 
Demostremos que si C es un conjunto infinito numerable, entonces C tiene subconjuntos pro- 


pios infinitos numerables. 


Cfr. [140]: problema 7.26 (p. 155). 


Actividad 13.3 
Sea A un alfabeto, a: una palabra y e la palabra vacía. Demostremos por inducción la equiva- 
lencia de las dos definiciones siguientes, D, y D,, de palabra palíndroma. Notemos por / al 
conjunto de palabras palíndromas del alfabeto A: 
Diver e = aura lea e 00. coda = 0. 000): 
=  D,: (definición inductiva) 

eE/Aonga=1>0E/A(Va E AjVa € /(axa € /). 


Actividad 13.4 


Demostremos que el conjunto de todas las palabras binarias de longitud finita es numerable. 
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Actividad 13.5 

Demostremos que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de números naturales es nu- 
merable. 

Indicación.— Es posible encontrar una codificación de tales conjuntos como palabras binarias 
de longitud finita. 


Actividad 13.6 
Usando el lema diagonal de CANTOR, demostremos que el conjunto potencia de N no es nume- 
rable. 


Actividad 13.7 

Consideremos un alfabeto infinito numerable; demostremos que todos y cada uno de los si- 
guientes conjuntos son numerables: 

o. palabras de dos letras; 

1. palabras de tres letras; 

2.  dadon € N,,, palabras de n letras; 

3. todas las palabras de longitud finita. 


Actividad 13.8 


Demostremos el teorema 13.2 (p. 635 de esta edición). 


Actividad 13.9 
En sus Principia Mathematica (1912), RUSSELL y WHITEHEAD definen conjunto finito de la si- 
guiente forma: 
Dados un conjunto a, y u € Pa, decimos que u es una familia inductiva de 
conjuntos de a si, y sólo si, Vd € u y paratodo x € ue y € a, también ocurre 
que x U [y) € u, entonces, a es un conjunto finito, si, y sólo si, pertenece a cual- 
quier familia inductiva de subconjuntos suyos. Si no es finito, decimos que es un 
conjunto infinito. 
¿Coincide ésta con las definiciones vistas de Tarski, CANTOR y DEDEKIND (cfr. supra $ 13.3.0 [p. 
638 de esta edición])? 


Actividad 13.10 

Demostremos que las operaciones entre cardinales, suma, producto y exponenciación estudia- 
das en la definición 13.9 (p. 657 de esta edición) están bien definidas. 

Indicación.— Es posible una demostración usando la actividad 10.8 (p. 496 de esta edición) y el 


teorema 13.25 (p. 657 de esta edición). 
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CAPITULO 


Lógica de conjuntos: primeras axlomáticas 


Saber algo bien y a fondo deja más huella que pretender saberlo todo y todo por igual. 
(Norberto CUESTA DUTARD. 


Los axiomas hacen el papel de principios, inmutables, piezas indeformables con las 
que construir sistemas. Los axiomas deben reflejar nuestro conocimiento informal de 


dicho sistema, en este caso de los conjuntos. 
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$ 14.0 Axiomas de extensionalidad y comprensión 


Como ya dijimos, la idea de CANTOR de lo que es un conjunto: «cualquier colección en un todo M 
de objetos definidos y separados, proporcionada por nuestra intuición o nuestro pensamiento» —por 
cierto, que es la idea natural que posee cualquiera no versado en Matemáticas— es errónea, desde el 
momento que conduce a paradojas, como la de RussELL: «si la colección de todos los conjuntos que 
no son elementos de sí mismos fuese un conjunto, entonces, para este conjunto, la propiedad de ser 


un elemento de sí mismo equivale a no serlo». 


RUSSELL y WHITEHEAD resolvieron este problema en sus Principia Mathematica (1910), estable- 
ciendo una teoría de tipos de colecciones: una colección x puede ser miembro de una colección y, 
sólo si y está situada un escalón más arriba en la jerarquía de colecciones en la que está x. Este sis- 
tema tiene infinitas nociones primitivas. Las axiomáticas de ZERMELO, FRAENKEL y SKOLEM (ZFS), 
con dos nociones primitivas: las de conjunto y pertenencia, y la de VON NEUMANN, BERNAYS y GÓDEL 
(NBG), con tres: conjunto, clase y pertenencia, se han convertido en clásicas, siendo la elección entre 
ellas una cuestión casi de preferencias. Ambos sistemas son básicamente equivalentes: todo axioma 
de ZFS es un teorema en NBG, por lo que la consistencia de NBG implica la de ZFS; además, toda 
fórmula cerrada (sin variables libres) de ZFS que sea un teorema en NBG, lo es en ZFS, de donde la 
consistencia de ZFS implica la de NBG —cfr. ALONSO JIMÉNEZ, BORREGO Díaz, PÉREZ JIMÉNEZ y RUIZ 
REINA [142] (p. xxi). 


Es posible consultar cualquiera de ambas axiomáticas en variadas fuentes, por ejemplo: ALONSO 
JIMÉNEZ, BORREGO DÍAZ, PÉREZ JIMÉNEZ y RUIZ REINA [142]; LEVY [183]; DEVLIN [184]; TAKEUTI y 
ZARING [185]. 


$ 14.1 Axiomas EF (F de FREGE) 


Recordemos cuando en la teoría ingenua de conjuntos” hemos estudiado las primeras nociones so- 
bre conjuntos y aprendimos sobre cómo definir un conjunto por extensión (listando todos sus elementos), 
oporcomprensión (proporcionando una propiedad característica común a todos los elementos del con- 


junto). 


La formalización de ambas ideas aparece en FREGE (1893), en un primer intento de proporcio- 
nar una axiomática para la teoría de conjuntos. La primera idea, el hecho de que un conjunto esté 
determinado de manera única por los elementos que lo forman, se recoge en el siguiente axioma, 


que permite decidir si dos conjuntos son o no, iguales. 


2 Puede que sea ingenua por inconsistente como la propuesta por Friedrich Ludwig Gottlob FREGE que vemos en aquí 
o, aun siendo consistente, por la propia presentación de la teoría como en el caso de Paul Richard HALMOS [186] —cfr. v. 
gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Naive_set_theory 
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$ 14.1.0 Axioma de extensionalidad 


Axioma de Extensionalidad (AE) 


(FREGE, 1893; versión de RUSSELL de 1903). Dos conjuntos son idénticos si tienen los mismos 


elementos. En signos lógico-matemáticos, 


VxVy(Vz(z Ex+>Z E Yy) >x= y). 


El recíproco también es verdadero: si dos conjuntos son iguales, entonces, tienen los mismos 
elementos. 


VxVy(x =y —>Wz(Z€x+zE y)). (14.0) 


Pero no sólo queremos decidir la igualdad de conjuntos, sino que también deseamos encontrar- 
los o saber cómo construirlos. ¿Será cierto que cualquier colección de objetos, por ejemplo, conjuntos, 
es un conjunto? Parece que lo único que debemos exigir es que cualquier colección de conjuntos, a la 
que queramos llamar conjunto, deba poder especificarse en nuestro lenguaje de la teoría de conjun- 
tos, y la situación ideal sería que, para toda afirmación (fórmula) formulada en tal lenguaje, «, fuese 
un conjunto, la colección de todos los conjuntos que la verifican, [x : p(x)). No estamos diciendo 
que debamos exigir que todos los conjuntos deban ser especificables; de hecho, el axioma de elec- 
ción' implicará la existencia de conjuntos no necesariamente especificables. Lo que decíamos es que 
todas las colecciones especificables deben ser conjuntos, lo cual se recoge en el siguiente axioma, en 
realidad, un esquema de axiomas. 


$ 14.1.1 Esquema de axiomas de comprensión 


Esquema de axiomas de comprensión 


(FREGE, 1893; versión de RUSSELL de 1903). Para cualquier propiedad « existe un conjunto al 
que pertenecen todas y sólo esas entidades para las que q es verdadera. Es posible hacer de 
cualquier propiedad la condición definidora de un conjunto. En signos lógico-matemáticos, 


IyVx(x E y = p(x)). 


Es un esquema de axioma, esto es, un colección infinita de axiomas, que se genera permitiendo 
que p(x) pueda ser cualquier fórmula, del lenguaje de la teoría de conjuntos, en la que la variable 
y no sea libre. Para cada «p particular, se tiene un «axioma de comprensión» (también llamado una 
instancia del esquema). Si bien, en general, también nos referiremos a este esquema simplemente 
como axioma de comprensión. 


1 Cfr. infra $ 14.3.0 (p. 678 de esta edición). 
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$ 14.1.2 La antinomia de RUSSELL 


Pero el axioma de comprensión no es consistente. Justo cuando FREGE iba a publicar sus Grund- 
gesetze der Arithmetik, donde pretendía reconstrur la aritmética a partir de la teoría de conjuntos, re- 
cibió una carta de RUSSELL, en la que éste le mostraba un grave problema de fundamentos, referido 


a la autopertenencia de conjuntos. 


CANTOR tenía una prueba de que no existe el número más grande, y a mí me parecía que el 
número de todas las cosas del mundo debería ser el más grande posible. Consiguientemente exa- 
miné su prueba con detalle, y me propuse aplicarlo a la categoría de todas las cosas que existen. 
Esto me llevó a considerar aquellas categorías que no son miembros de sí mismas, y a pregun- 
tarme si la categoría de tales categorías es o no miembro de sí misma. Encontré que cualquier 
respuesta implica la contraria. 


(Bertrand Arthur William RUssELL). 


Es posible clasificar todos los conjuntos en dos clases. Algunos conjuntos satisfacen la propie- 
dad que los define (por ejemplo, «el conjunto de todos los objetos describibles en exactamente trece 
palabras castellanas»), o sea, son conjuntos que se contienen a sí mismos como elementos. Llamé- 
moslos conjuntos autocontenidos (tipo A). El conjunto de todos los zapatos no es un zapato, por lo 
que sería un conjunto no autocontenido (tipo 4). Argumentaba RUussELL: sea B la colección de todos 
los conjuntos no autocontenidos (lo cual es una colección especificable en nuestro lenguaje de con- 
juntos), si Bes un conjunto, entonces es un conjunto A o un conjunto A. Si Bes de tipo A, entonces, 
por definición de B, B no se autocontiene, o sea, es un conjunto 4, así que, B no es un conjunto o 
AN (4) + /. Si Bes 54, entonces, por definición de B, B debe autocontenerse, esto es, B es un 
conjunto A, de donde, B no es un conjunto o AN (54) 4 /. Como, claramente, AN (54) = f), se de- 
duce que B no puede ser un conjunto, por lo que no toda colección especificable en nuestro lenguaje 
de conjuntos es un conjunto. 


Un científico apenas puede encontrarse con algo más indeseable que el ver cómo el funda- 
mento de su obra se desploma precisamente cuanto la obra está acabada. Yo he sido puesto en 
esta situación por una carta del señor Bertrand RUSSELL, cuando la obra estaba ya a punto de salir 
de la prensa. 

(Friedrich Ludwig Gottlob FREGE). 


Cuando FREGE comenzó a recibirlas pruebas de imprenta de su libro, suprimió páginas enteras. 
Finalmente, añadió dos apéndices a su libro, en el primero describía sus propias opiniones, y en el 


segundo, aportaba un método algo rudimentario y elemental para evitar la paradoja. 


Teorema 14.0 (Antinomia de RUSSELL, 1903) 


IYVx(x E y e x Ex). 
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Demostración. En efecto, supongamos que y es un conjunto tal que Vx(x € y > x É x), 


entonces, en particular, para el conjunto y (esto es, cuando x es y), se tiene y € y > y É y, lo cual 


es una fórmula insatisfactible. 


Es costumbre, en teoría de conjuntos, llamar antinomia, a cualquier refutación de alguna ins- 


tancia del axioma de comprensión. Resulta que la antinomia de RUSSELL es la más sencilla. 


Según RussELL, debido al principio del tercio excluido, una colección C, bien se contiene a sí 
misma como elemento, bien no se contiene a sí misma como elemento. Por el axioma de compren- 
sión, si px < xnose contiene a sí misma como elemento —esto es, px + x É x—, entonces 
1x : pxH= 1x : x E x)) es el conjunto definido por px. Consideremos la colección C como el 
conjunto [x : x £ x). En este caso, si C se contiene a sí mismo como elemento, € € C, entonces, 
por definición de C, C E C y, por otro lado, si C E C, entonces, por definición de C,C € C. 


Actualmente, nos referimos a C como la clase de RUSSELL. 


Algunas variantes de la antinomia de RUSSELL aparecen en la actividad 14.3 (p. 696 de esta edi- 
ción). Aunque la antinomia de RUssELL, fue la primera, de una manera explícita, no lo fue, implícita- 
mente, pues CANTOR en 1895 y BURALI-FORTI en 1897, descubrieron la, ahora conocida como, paradoja 
de BURALI-FORTI?. 


Observación 14.1.0.— Dada una fórmula q, ¿existe un conjunto y tal que Vx(x E y += q(x))? 
Puede que sí, pero nadie lo ha demostrado, para cualquier q. Lo que sí es cierto, es que si tal y 


existe, entonces es único, debido a la transitividad de «+ y al axioma de extensionalidad. 


$ 14.2 Axiomas Z (Z de ZERMELO) 


Los axiomas siguen siendo de dos tipos, axiomas simples o esquemas de axiomas, como los es- 
tudiados de extensionalidad y de comprensión, respectivamente. 


ZERMELO conserva el axioma de extensionalidad, pero abandona el axioma de comprensión si bien 
propone dos instancias de este último, el axioma de unión y el axioma del conjunto potencia. Recordemos? 
que el axioma de extensionalidad permite demostrar que cualquier conjunto cuya existencia sea pro- 
pugnada por cualquier otro axioma es único, de ahí que podamos designarlos: conjunto vacío, par no 


ordenado, etc. 
CANTOR proporciona versiones informales de los axiomas que indicamos. 
El sistema axiomático Z está definido por los siguientes axiomas: 


= axioma deextensionalidad (AE); 


2 Vid. infra teorema 14.26 (p. 693 de esta edición). 
3 Cfr. supra observación 14.1.0 (p. 670 de esta edición). 
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= axioma del conjunto vacío (AV); 

= axioma de separación (AS) (esquema de axiomas); 
= axioma deemparejamiento (A)); 

= axioma de la unión (AU); 

= axioma del conjunto potencia (AP); 


= axioma del infinito (Al). 


$ 14.2.0 Axioma del conjunto vacío 


Axioma del conjunto vacío (AV) 


(ZERMELO, 1908). Existe un conjunto sin elementos. Se nota /. En signos lógico-matemáticos, 


3IxVy(y € x). 


Establece así ZERMELO como axioma este punto de partida, a saber, la existencia de un conjunto 
para definir nuevos conjuntos a partir de él*, 


$ 14.2.1 Esquema de axiomas de separación 


Esquema de axiomas de separación (AS) (o de especificación, o de subconjuntos) 


(CANTOR, 1899; ZERMELO, 1908). Todo subconjunto definible a partir de un conjunto es un 
conjunto. En lenguaje matemático, dados un conjunto z y una propiedad «p(x), existe al me- 
nos un conjunto cuyos elementos son, y sólo son, los que satisfacen p(x). En signos lógico- 
matemáticos, 


VzAYVx(xE y >xEZAMQ_x)). 


En definitiva, que (x € z : p(x)) es un conjunto. 


Observación 14.2.0.—  «Separamos» de z sus elementos que satisfacen q; destacamos dicho sub- 


conjunto de z. 


Es una especificación de la definición de CANTOR de conjunto a partir de la satisfacción de pro- 


piedades; especifica que restringidas a conjuntos, las propiedades generan conjuntos, evitando así la 


* Notar que el conjunto vacío ya había sido definido como aquel conjunto que no tiene elementos por George BOOLE 
(1847, 1854). 
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paradoja de RUSSELL, y que los conjuntos definidos a partir de propiedades son subconjuntos de con- 
juntos ya existentes —de aquí el nombre de «axiomas de subconjuntos»>—, implicando, en particular, 


que U no es un conjunto. 


Teorema 14.1 


Si existe algún conjunto, el esquema de axiomas de especificación implica el axioma del con- 


junto vacío. 


Demostración. Sea z un conjunto y px < (x + x), de acuerdo con el esquema de axiomas de 
especificación, existe el conjunto y, subconjunto de z, formado por los x de z que satisfacen dp. Este 


y es un conjunto sin elementos. 


Teorema 14.2 


La intersección de dos conjuntos es un conjunto. 


Demostración. Sean u y v conjuntos y sea p(x,v) <= x E v, entonces por el esquema de 
axiomas de especificación, dado u, existe y tal que para todo x,x € y si, y sólo si,x € UAM Q(x, v). 


El nuevo conjunto y es el conjunto intersección de u y v. 


Teorema 14.3 


La diferencia de dos conjuntos es un conjunto. 


Demostración. Sean u y v conjuntos y sea p(x,v) <= x É v, entonces por el esquema de 


axiomas de separación, dado u, existe y tal que para todo x,x € ysi, y sólosi,x € UM p(x, v). El 


nuevo conjunto y es el conjunto diferencia ul v. 


De este último teorema, el nombre de «axiomas de separación»: es posible separarlos elementos 
de u en dos subconjuntos, según no sean de v o puedan serlo. 


Observación 14.2.1.— Dos apuntes a destacar son los siguientes. 


o. En este punto, con los axiomas de extensionalidad, del vacío y de separación, lo único que 


tenemos asegurado es que existe el conjunto vacío. 


1. Que el de separación sea un esquema de axiomas significa que el número de axiomas del 


sistema Z es infinito. 
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$ 14.2.2 Axioma de emparejamiento 


Axioma de emparejamiento (AJ) 


(Axioma del par [o sinónimamente, axioma de pares no ordenados]) (ZERMELO, 1908). Dados dos 
conjuntos s y t, existe un conjunto y, cuyos únicos elementos son s y t. En signos lógico- 
matemáticos, 

VSVtIyVx(xE y =>ox=sVx=t). 


Consecuencia de este axioma es que es admisible construir una sucesión infinita de conjuntos 
a partir del conjunto vacío; así, «después» del conjunto vacío, el primero sería tomar s = VD yt = 
0 y por el axioma de emparejamiento, aseguramos la existencia de un conjunto nuevo, a saber, el 
par no ordenado (4, 0) que abreviamos (0) —de esta forma podríamos definir cualquier conjunto 
unitario (pero recordemos que por ahora el único conjunto del que tenemos asegurada su existencia 
es el vacío) —. De este modo, construimos los conjuntos «siguientes»: (0, (04), ((04), (0, (0), 
. . ., Si bien todos de dos elementos como mucho. 


El axioma de la unión nos permitirá construir conjuntos con un número arbitrario de elementos. 


$ 14.2.3 Axioma de la unión 


Axioma de la unión (AU) 


(CANTOR, 1899; ZERMELO, 1908). La unión de conjuntos es un conjunto. En signos lógico- 
matemáticos, 
VxIyVz(z E y + It zZ ELA E x)). 


O sea, para todo conjunto (de conjuntos) x, existe un conjunto y, formado por todos los elemen- 
tos de los elementos de x, esto es, y es el conjunto unión de todos los elementos de x que notamos 


UxoU toUJ[t : t € x). Por ejemplo, six = (La), [b)), entonces la unión de los dos elementos 
tex 


dexes |) t=(aU([b)= (La, bi. 
tex 
Ahora sí que puede garantizarse la existencia de conjuntos con un número (natural) arbitrario 


de elementos, lo que le permite a ZERMELO construir los números naturales. 


Definición 14.0.— Llamamos sucesor (o sinónimamente, siguiente) de un conjunto x al conjunto x U 


[x); designamos por Sx (o sinónimamente, x + 1) a este nuevo conjunto. 


Definición 14.1 (Números naturales (Zermelo)).— 


ox f, 
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15 [8) (=9U [0], por AU)(= So), 
25 (8, (83) (= (0) U (183), por AUJ= S1), 
3= (9, (0), (0, (0))) (= (4, (03) U (14, (073), por AU)(= S2), 


Observación 14.2.2.— Seguramente queda más claro la anterior definición utilizando los propios 
números naturales definidos: 


o 4, 

15 fo) (=0U [o], por AU)(= So), 
25 [0,1 (S 1U 1), por AUJN=+51), 
35 10,1,2) (=2U (2), por AU)(= S2), 


n+13([o,1,...,n) (=nU(n), por AU)(= Sn) 


Observación 14.2.3.—  Apreciamos claramente cómo los números naturales son conjuntos, con- 
cretamente, cada número natural es el conjunto de los números naturales construidos hasta ese 
momento. 


$ 14.2.4 Axioma del conjunto potencia 


Axioma del conjunto potencia (AP) 


(o sinónimamente, axioma de las partes) (ZERMELO, 1908). Para todo conjunto x existe el con- 


junto y de todos los subconjuntos de x. En signos lógico-matemáticos, 
VxIyWz(z € y SzZCx), (14.1) 


donde z C x puede ser vista como una abreviatura de Vt(t € z > f E x). 


Observación 14.2.4.— Como sabemos, dicho conjunto se designa 2* o P(x). 


Aplicando este axioma es posible obtener la misma sucesión anterior M1), P(B) = (M0), P(P(M)) = 
LO, 10), PIP(P(O)) = (0, 104, LO, L0YP), ..., en la que, de hecho, la cardinalidad de cualquier 
término es mayor que la cardinalidad del inmediato anterior —por el teorema de CANTOR—. En de- 


finitiva, AP nos permite construir conjuntos de cardinalidad cada vez mayor. 
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Sin embargo, todas las cardinalidades que construimos con AP son finitas. ZERMELO perseguía 
demostrar la hipótesis del continuo por lo que necesitaba asegurar que los conjuntos infinitos exis- 
tieran. Para ello define los conceptos de conjunto sucesor (o conjunto siguiente) y conjunto inductivo. 


Definición 14.2.— Llamamos conjunto sucesor (o sinónimamente, conjunto siguiente) de/a un conjunto 
dado x al conjunto 


E Ub LJ) =xU1x). 


Definición 14.3.— Decimos que un conjunto x es un conjunto inductivo precisamente si contiene al 


conjunto vacío y es cerrado para la operación sucesor entre sus subconjuntos, esto es, si, y sólo si, 


VMex)n(VWy(y €ex=> y? € x)). 
El axioma del infinito asegura la existencia de al menos un conjunto inductivo. 


$ 14.2.5 Axioma del infinito 


Axioma del infinito (AI) 


(ZERMELO, 1908). Existe un conjunto x, uno de cuyos elementos es el conjunto vacío, y x es tal 
que si y es elemento de x, entonces la unión de y U [y) es elemento de x. En otras palabras, 


existe un conjunto x que es inductivo. En signos lógico-matemáticos, 
1x(V E xAVy(y €x > yU([y) € x)). 
Como vemos, este axioma requiere la existencia del conjunto vacío, de ahí que en algunas pre- 


sentaciones el sistema Z aparezca sin el axioma del conjunto vacío —al estimarlo presente implícita- 


mente en el axioma del infinito—. 


Este axioma permite a ZERMELO demostrar que N es un conjunto; veamos cómo. 


Teorema 14.4 


wes un conjunto. 


Demostración. Sean x un conjunto inductivo —existe precisamente por el axioma del 


infinito— y el conjunto de conjuntos l(x) = [y € 2* : yesinductivo). Como x es inductivo, 
x E I(x) y, por tanto, I(x) H+ (. Sea 
w= 10), 


donde 
ZE A I(x) si, y sólo si, (Vy € Ix))(z € y). (14.2) 
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En su global, los tres teoremas siguientes demuestran que, en el sentido de la inclusión de con- 


juntos, w es el único conjunto inductivo minimal. 


Teorema 14.5 


w.es un conjunto inductivo. 


Demostración. Por una parte, (Vy € I(x))(4 € y) [por ser inductivo todo conjunto y de /(x)], 
de donde f € (1 /(x) [por (14.2)]; por la otra, six € [1 /(x), entonces (Vy € I(x))(x € y) [por (14.2)], 
de donde (Vy € I(x))(xU(x] € y) [ya que (Vy € I(x)) (y es inductivo)]. 


Teorema 14.6 


Si y es un conjunto inductivo, entonces w € y. 


Demostración. Sea z un conjunto inductivo cualquiera, entonces x N z E I(x) [por definición 


de 1(x)], de donde w = (Mx) ExN z E z [por definición de intersección). 


Teorema 14.7 


Si y esinductivo e y C w, entonces w= y. 


Demostración. Como y esinductivo, entonces w C y [por el teorema anterior];también y € w 


[por hipótesis]; de ambas, w = y [por doble inclusión]. 


Precisamente, ZERMELO define el conjunto N de los números naturales como w, de modo que 
o=4, 
1=* = (9, (0)), 
2=1" =(0, (03) =10, (0), (0, (07), 


por lo que no sólo demuestra que N es un conjunto sino que es el menor conjunto inductivo. 


El hecho de satisfacerse queo € 1€2C3C... permite a Zermelo definir una relación de 


orden total en N. 
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Teorema 14.8 


La relación < definida Vm, n € N por 


m<ns3mc€cmn 


es una relación de orden total en N. 


ZERMELO también define el concepto de ordinal. 


Definición 14.4.— Decimos que un conjunto x es ordinal si, y sólo si, 
IL. xes un conjunto transitivo, esto es VtVy((t EYAYEX)>tEx), 
II. € es un buen orden estricto, esto es, 
o. Vttex>téÉt) y 
1. VIVyVzZ((tEXAYEXAZEXAtEYAYEZ)>tEZ), 


2. VyCxyx+H*+0,3z € ytalqueVt € y(t 4 z > 2E t) (z es un elemento minimal 


estricto en y respecto de €). 


Igualmente demuestra que los números naturales son ordinales y que el propio N también lo es 


—cuando consideramos N como ordinal lo designamos por w, justamente el w = ( /(x) anterior—. 


Teorema 14.9 

Se satisface: 

o. ord(o); 

JNord(x) > ord(Sx)); 
Nx E 4 = ord(x)); 
(0). 


(Vx 
(es 
ord 


$ 14.3 Axiomática ZC (Z de ZERMELO, C de choice [elección]) 


En relación con los órdenes buenos, ZERMELO se propuso demostrar que todo conjunto pue- 
de ser bien ordenado —esto es, que para todo conjunto existe un orden total respecto del que todo 
subconjunto tiene un elemento minimal—. Para tal demostración necesitó de un nuevo axioma, el 


axioma de elección. 
El sistema axiomático ZC está definido por los siguientes axiomas: 


= axiomas del sistema axiomático Z; 
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= axioma de elección (AC). 


$ 14.3.0 Axioma de elección 


En el segundo Congreso Internacional de Matemáticas, celebrado en París en 1900, David HIL- 
BERT (1862-1943) propuso 23 problemas que según él deberían estar entre los que atrajesen a las men- 


tes matemáticas del siglo XX. En el primero de ellos formuló dos cuestiones: 


O. ¿Existe algún cardinal infinito entre N, y c? 


1. ¿Existe un buen orden para RR? 


Axioma de elección (AC) 


(LEVI, 1902 ; SCHMIDT, 1904 (citado en ZERMELO, 1904)). Para todo conjunto no vacío a, existe 
una aplicación f : 22 (0) — a, tal que Vx € a, f(x) € x. 


Este axioma nos permite efectuar una «elección infinita» aunque no tengamos una propiedad 


que permita definir la función de elección y utilizar, en cambio, el axioma de reemplazamiento. 
Dicho de otro modo, este axioma afirma: 


«Sea M = ([4, B,C,...) una colección de conjuntos no vacíos, entonces existe un 
conjunto N que consta de un y sólo un elemento de A, uno de B, uno de C..., así sucesi- 


vamente a través de toda la colección de conjuntos M» (ACI). 


Si M es finito, resulta intuitivo. El problema surge cuando M es infinito; en este caso, el axioma 
de elección equivale a admitir la posibilidad de efectuar una infinidad de elecciones arbitrarias. Pero 
la realidad es que no existe ningún método que permita escoger efectivamente uno a uno un elemento 


de cada conjunto de M. 
El axioma de elección es equivalente a que el orden establecido entre los cardinales sea total. 


En 1939, GÓDEL demuestra que tal axioma es consistente con los restantes axiomas de la teoría de 
conjuntos. Los matemáticos consideran que el axioma de elección no es lo suficientemente intuitivo 
como para ser aceptado entre los axiomas de la teoría de conjuntos; por otro lado, no es demostrable 
ni refutable a partir de dichos axiomas, pues en 1963, COHEN demuestra que el axioma de elección es 
independiente de los axiomas de la teoría de conjuntos, esto es, indecidible a partir de ellos—. 


De este modo, surgen dos matemáticas, la que acepta el axioma de elección como uno de los 
de la teoría de conjuntos —matemáticas «zermelianas»>— y la que no lo acepta —matemáticas no 
zermelianas—. Como el rechazo del axioma de elección implicaría el rechazo de importantes partes 
de las matemáticas «clásicas» y de la teoría de conjuntos, generalmente, en matemáticas se trabaja 


con él. 
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Volviendo a la sucesión € de cardinales infinitos, y en relación con la primera cuestión del pri- 
mer problema de HILBERT, podríamos preguntarnos si todo cardinal infinito es un elemento de la 


sucesión €. El siguiente teorema nos proporciona una respuesta. 


Teorema 14.10 


Si admitimos el axioma de elección, entonces todo número cardinal infinito, o bien coincide 


con un elemento de €, o bien puede ser inscrito entre dos elementos sucesivos de €. 


Con respecto a la segunda cuestión del primer problema de HILBERT, su respuesta afirmativa 
—conocida como Teorema de ZERMELO— es equivalente al axioma de elección. 


El siguiente teorema muestra diez formulaciones equivalentes del axioma de elección. 


Teorema 14.11 (Diez formulaciones equivalentes del axioma de elección) 

El axioma de elección es equivalente a cualquiera de las siguientes afirmaciones, 

AC o Para todo conjunto no vacío A, existe una aplicación f : 24 (0) — A, tal que Vx C A, 
OO E X. 

AC1 (RUSSELL, 1906) Si / + y [4;);., es una familia de conjuntos no vacíos y mutuamente 
disjuntos, entonces existe un conjunto X que contiene exactamente un elemento de cada 
A;. 
(ZERMELO, 1904) Puede darse un buen orden a todo conjunto (Teorema de ZERMELO). (La 


demostración es sólo existencial; realmente no se conoce aún ningún buen orden en KR). 
(ZORN, 1935) Todo conjunto inductivo posee un elemento maximal (Lema de ZORN). 
(RUSSELL, 1906) / + f y [4;)., es una familia indexada de conjuntos no vacíos, entonces 


M4 +0. 

¡cl 

Si E es un conjunto no vacío, G € Ex E,A= dom(G) y B = ran(G), entonces existe 
una función f : A—> B tal que si l' es su grafo, entonces T' € G. 

Si Aes un conjunto inductivo y a € A, entonces existe un elemento m, maximal de A, 
tal que a < m. 

f : A—= Bes una aplicación sobreyectiva si, y sólo si, existe una aplicación yg : B —> 


A, tal que g of =1p. 


Sea A un conjunto cuyos elementos son conjuntos no vacíos y sea B= |) X, entonces, 
XEA 
para toda función g : A —> A, existe una función gx : A — BtalqueVX € A, 


g*(X) e gX). 
ACo9 SiF es una familia de conjuntos no vacíos, disjuntos dos a dos, entonces existe una fun- 


ción f cuyo dominio es F y tal que paratodoA € F,f(A) € A. 
AC 10 Si B es un conjunto y f : A —> Buna función, entonces existen C € AygC f tales 


que g : C — Besinyectiva y ran(g) = ran(f). 
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$ 14.4 Axiomática ZF (Z de ZERMELO y F de FRAENKEL) 


El sistema axiomático ZF está definido por los siguientes axiomas: 
= axioma deextensionalidad (AE); 
= axioma del conjunto vacío (AV); 
= axioma de reemplazamiento (AR) (esquema de axiomas); 
= axioma de la unión (AU); 
= axioma del conjunto potencia (AP); 
= axioma del infinito (AD); 
= axioma de regularidad (ARe). 


Como demostraremos, los axiomas de separación y emparejamiento, presentes en el sistema 


axlomático Z, son instancias del de reemplazamiento. 
El axioma de regularidad es incorporado por ZERMELO en 1930. 


Designamos por ZF” el sistema axiomático de ZERMELO-FRAENKEL sin el axioma de regulari- 


dad. 


$ 14.4.0 Esquema de axiomas de reemplazamiento 


El axioma de reemplazamiento, al igual que los axiomas de ZERMELO de unión y conjunto po- 
tencia, es una instancia del axioma de comprensión, por lo que los conjuntos, cuya existencia se pro- 


pugna, son únicos”. 


Este axioma viene a decir, informalmente, que cualquier propiedad («razonable») que pueda 
establecerse en el lenguaje formal de la teoría puede ser utilizada para definir un conjunto (el conjunto 


de los objetos que tienen esa propiedad) 


Esquema de axiomas de reemplazamiento (AR) 


(FRAENKEL, 1922; SKOLEM, 1923; versiones informales de CANTOR, 1899, y MIRIMANOFF, 
1917) Vu, v, w(y(u, v) A Y(u,w) => v = w) > VziyWv(v € y + (Yu € z)y(u, v)), 
donde no hay ocurrencias libres de y ni de w en la fórmula y(u, v), y y(u, w) es la fórmula 


obtenida a partir de y (u, v), sustituyendo w por v. 


5 Cfr. supra observación 14.1.0 (p. 670 de esta edición). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


681 14. Lógica de conjuntos: primeras axiomáticas 


Este axioma es difícil de parafrasear. La hipótesis supone la existencia, para cada u, de como 
mucho, una v que verifique y (u, v). Por ello, es admisible interpretar v como una función (parcial) 
de u, definida siempre que esta última exista. O sea, que tenemos una función parcial f, en u, tal que 
se satisface y (u, f(u)), siempre que f(u) esté definida. El esquema axiomático de reemplazamiento 
afirma, entonces, la existencia de un conjunto y, formado exclusivamente por las imágenes por f de 
los elementos de z. Si xo, Xx, .. ., Xx, son variables libres de y (u, v), distintas de u y v, es posible for- 
malizarlas como parámetros, escribiendo y (u, v), como Y (U, V; Xo, X;, - - - y Xk), Y COMO, en este caso, 
el v quesatisface y (U, V; Xo, Xi, . . . , Xx), depende de U1, Xo, X;, . . ., Xx, entonces, AR afirma la existencia 


de un conjunto y, formado por aquéllos v que satisfagan que Yu E Z)p(U, V;Xo, X11 +, Xk). 
También es una instancia del axioma de comprensión. 


Si definimos la teoría de conjuntos, en el marco de la lógica de primer orden, entonces, como 
Áx(x = x) es un teorema de ella, y nuestros únicos objetos son conjuntos, es aceptable suponer 
la existencia de al menos un conjunto. Entonces, no sería necesario el axioma del conjunto vacío, 
pues la existencia del conjunto vacío se deduciría del esquema axiomático de reemplazamiento: en 
efecto, bastaría tomar como y (u, v) cualquier fórmula inválida, por ejemplo, u + u, de manera que 
el conjunto y, cuya existencia asegura AR, no tiene elementos. Sí es necesario el axioma del conjunto 
potencia ya que según éste, y está definido mediante una propiedad y tal caso no está dado por el 
esquema axiomático de reemplazamiento, pues y no se define como el rango de una función. 


El esquema axiomático de reemplazamiento permite construir nuevos axiomas. Por ejemplo, los 
siguientes teoremas demuestran que el axioma de separación y el de emparejamiento son instancias 
del de reemplazamiento. 


Teorema 14.12 


El axioma de separación es una instancia del axioma de reemplazamiento. 


Demostración. Si no hay ningún elemento que verifique p(x), entonces, y = MU) C x. La de- 


mostración es consecuencia inmediata de AR, basta considerar y (u, v) = p(u) Au = v. 


Teorema 14.13 (Corolario) 


Si yVx(p(x) => x E y), entonces IyVx(x E y e p(x)). 


Demostración. Utilizando el axioma de separación. 


Observación 14.4.0.— El axioma de separación no implica el esquema axiomático de reempla- 


zamiento. 


Observación 14.4.1.— Suelen llamarse versiones débiles de los axiomas de unión, conjunto po- 


tencia y reemplazamiento a los siguientes: 
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AUqgé =Vx3yVzVu(z EUNUEX ZE Y); 

APaép = Vx3IyVz(z Cx>zEJy); 

ARge =Vu,v, w(p(u, v) A y(u, w) > v =w) > Vz3yVu, v(u € zA yY(u, v) > v € y). 
Observación 14.4.2.— Debido al corolario 14.13 (p. 681 de esta edición), podremos sustituir, según 


conveniencia, el conjunto de axiomas (AU, AP, AR], por [AUgeb, APaéb, ARqgéb, ASP. Por lo general, es 


más sencillo obtener un superconjunto de un conjunto deseado que el propio conjunto deseado. 


Teorema 14.14 


El axioma de emparejamiento es una instancia del axioma de reemplazamiento. 


Demostración. Consideremos AR, y sean Y (u, v) = (u=8Av=s) V (u= [emptyset) A 
v= t)yz = [0, (07), entonces, el conjunto y, que existe por AR, tiene como únicos elementos s y 
t. 


$ 14.4.1 Conjunto bien fundado 


En ZC con el axioma de emparejamiento, los conjuntos pueden originarse a partir de tomar 
como entidades primitivas el conjunto vacío y un conjunto infinito e iterarlos axiomas de separación, 
emparejamiento, unión, conjunto potencia y elección, lo cual permite que existan conjuntos extraños 
o monstruosos (conjuntos no bien fundados) como, por ejemplo, aquéllos que satisfacen que pertenecen 
a sí mismos. El axioma de regularidad no solventa tampoco este problema. Que puedan generarse 


estos monstruos es preocupante. Veamos a continuación los esfuerzos por evitarlos. 


Para poder hablar con precisión de los conjuntos bien fundados necesitamos su definición, para 
lo cual, a su vez, necesitamos los conceptos previos de relación bien fundada, urelemento, conjunto 


transitivo y clausura transitiva de un conjunto. 


Definición 14.5.— Decimos que una relación diádica R es una relación bien fundada en una clase X 
precisamente si todo subconjunto no vacío de X tiene un elemento minimal respecto de R, esto es, 
si, y sólo si, (VS C X) (S 4 M > (3m € S](Vs € S)(sRm)). 


Una definición alternativa cuando se supone el axioma de elección es la siguiente. 


Definición 14.6 (Relación bien fundada (suponiendo AC)).— Suponiendo el axioma de elección, 
equivalentemente, decimos que una relación diádica R es una relación bien fundada en X precisamente 
si X no contiene ninguna cadena descendiente infinita para R, esto es, si, y sólo si, no existe ninguna 
secuencia infinita Xo, X,, . . -, Xn, Xn+1, » - - de elementos de X tal que (VWn € N)(Xp+1RxXp). 
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Definición 14.7.— Decimos que x es un conjunto transitivo si, y sólo si, se satisface alguna de las con- 


diciones equivalentes siguientes: 
O. sitEsAsE€x,entonceste€ x; 
1. sisExAsnoesunurelemento, entonces s € x. 


entendiendo por urelemento una entidad (abstracta o concreta) que no es un conjunto si bien sí puede 
ser un elemento de un conjunto. (Una clase es transitiva precisamente si todo elemento de la clase es 


un subconjunto de la clase). 


Definición 14.8.— La clausura transitiva de un conjunto x es el conjunto transitivo más pequeño (en el 
sentido de la inclusión de conjuntos) que incluye a x. 


Definición 14.9.— Decimos de un conjunto x que es un conjunto bien fundado si, y sólo si, la relación 
de pertenencia € es una relación bien fundada en la clausura transitiva de x. 


$ 14.4.2 Axioma de regularidad 


Este axioma nace con el propósito de asegurar que todos los conjuntos sean bien fundados. So- 
bre ello, Fraenkel hizo una propuesta —e independientemente Skolem (1923) — que fue revisada por 
John von Neumann en 1925, proponiendo el axioma de regularidad, si bien no lo incluyó en sus sis- 
tema axiomático. Fue Zermelo en 1930 quien primero lo incluye. Actualmente suele incluirse en el 


sistema axiomático ZF. 


Axioma de regularidad (ARe) 


(otambién, axioma de fundamentación) (SKOLEM, 1923, NEUMANN, 1925) (adoptado por ZERMELO 
en 1930). Ixp(x) => Ax(P(x) A (Vy E x)P(y)), donde y está ligada en (y). 


Como hemos dicho, ARe prohíbe conjuntos no bien fundados, por ejemplo, conjuntos autorre- 
ferentes, esto es, afirmaciones como x € xo x = [x) ya no están permitidas. 


Teorema 14.15 (Formulación equivalente de ARe) 


Este axioma puede formularse, equivalentemente: Vx(x 4 VU > (4y E xx N y = 0). 


Ejemplo 342 


La clase de todos los conjuntos, la clase universal —el universo de los conjuntos—, V, 


es una clase propia. 
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Resolución. Lo demostramos por reducción al absurdo (RAA). Supongamos que V es un 


conjunto, entonces: 


o. porunlado, por el axioma del par (cfr. infra S 14.2..2 [p. 673 de esta edición]), [ V] también 
es un conjunto, de donde, por el axioma de regularidad (cfr. infra $ 14.4.2 [p. 683 de esta 
edición]), en [V] debe existir un elemento disjunto con V y como el único elemento de 
[V) es V, se tiene que VN [V) =0; 


1. por otro, como por su propia definición V incluye a todos los conjuntos y por hipótesis 
de RAA es un conjunto, se tiene que V € V y como también ocurre que V € [V], por 
definición de intersección de conjuntos, V € V N [V), de donde VN [V) + PM; 


he aquí pues una contradicción, V N [V)] es a la vez vacía y no vacía, por lo que por RAA, V no 


es un conjunto. 


Ejemplo 343 


Demostremos que la clase R = [x : x É x) es precisamente la clase universal 
V =[x : x = x) y, por lo tanto, que R = [x : x É x) es una clase propia —de hecho, 
vimos cómo considerarla un conjunto lleva a contradicción (paradoja de RUSSELL)—. 


Resolución. Demostremos que Vx,x É x,en otras palabras, que todo conjunto x está en 
R. En efecto, sea x un conjunto, por un lado, por el axioma del par (cfr. infra $ 14.2..2 [p. 673 de 
esta edición]), (x) es un conjunto, por otro, por el axioma de regularidad (cfr. infra $ 14.4.2 [p. 683 
de esta edición]), existe un elemento y de [x] tal que yn(x) = /, pero como el único elemento 
de [x) es x, eso significa que x N (x] = /, de donde, por las definiciones de intersección y de 


conjunto vacío, x no puede ser un elemento de x. 


Hemos visto que todo conjunto x se caracteriza por satisfacer x É x, por lo que la clase 
universal puede también definirse como V = [x : x É x], en otras palabras, V = R y, por 


tanto, R es una clase propia por serlo V (cfr. supra ejemplo 342 [p. 683 de esta edición]). 


$ 14.5 Axiomáticas ZFC y ZFC” 


El sistema axiomático ZFC está definido por los siguientes axiomas: 
= axiomas del sistema axiomático ZF; 
= axioma de elección (AC). 


Designamos por ZFC' el sistema axiomático ZFC sin el axioma de regularidad. 
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$ 14.6 Otras axiomáticas 


A lo largo de los años, se han creado variados sistemas axiomáticos alternativos —cfr. v. gr. 
https://en.wikipedia.org/wiki/Alternative_set_theory y https://plato.stanford.edu/entries/settheory- 
alternative/—, por ejemplo, el sistema axiomático de NEUMANN-BERNAYS-GODEL (NBG), de cuyos 
axiomas también es independiente el axioma de regularidad. Con NBG, aún no siendo éste lógica- 
mente equivalente a ZFC —pues su fuerza expresiva es mayor (en ZFC sólo se trabaja con conjuntos, 
en NBG con conjuntos y clases) —, se obtienen los mismos resultados sobre conjuntos que pueden 
obtenerse en ZFC (técnicamente se dice que NBG extiende conservativamente a ZFC). 


$ 14.7 Hipótesis del continuo 


Retomando el primer problema de HILBERT, en su apartado uno, y ya sea admitiendo o no el 
axioma de elección, lo que no se puede, en un principio, es descartar que entre No y e, existan cardi- 
nales diferentes de ambos, ni que, en general, tampoco existan otros cardinales entre cualesquiera 


dos términos sucesivos de la sucesión de cardinales infinitos c. 


¿Qué ordinal a es tal que N, = 2%? CANTOR planteó esta cuestión, que conocemos como proble- 
ma del continuo. CANTOR buscaba encontrar un conjunto cuyo cardinal estuviese entre Ñ, y c. 


CANTOR conjetura que no existen cardinales entre N, y 2% = c, es decir, conjetura que N, sería 
c, afirmación que actualmente se conoce como hipótesis del continuo (HC): 2%> = N,. En 1883, implíci- 


tamente, CANTOR también conjetura que 2%: =N,. 


La conjetura más general, de que cualquiera que sea el número cardinal infinito €, no existen 
otros números cardinales entre t y 2*, es decir, que los números cardinales son única y exclusivamente 
los recogidos en la sucesión €, fue formulada por vez primera, por HAUSDORFF (1908) y se conoce 


como hipótesis general del continuo (HGC), afirmando pues que 2% = N¿,,, Vi E N. 


En 1938, GÓDEL, demuestra que HGC es consistente con ZFC, osea, que HC no puede ser refuta- 
da a partir de ZF ni de ZFC. En 1963, COHEN demuestra que incluso HC no es decidible a partir de ellos, 
o sea, que a partir de los axiomas usuales de la teoría de conjuntos, ya sea con el axioma de elección 
o sin él —ZFC o ZF, respectivamente—, es imposible demostrar la veracidad (COHEN) o la falsedad 
(GÓDEL), ni de HC ni de HGC. Estos resultados de GÓDEL y COHEN, se obtienen bajo la hipótesis de 


la consistencia de ZF. 
¿Qué lugar ocupa c en la escala de alephs? 


Resulta que también es consistente suponer cualquiera de las igualdades 2%> = N,, 2% = N,, 
etc., es decir, no sabemos nada sobre la magnitud de 2% comparada con la de N;. Por tanto, es consis- 


tente con ZFC, suponer, por ejemplo, que 2% es un cardinal intermedio entre N, y 2% (8, < 2% < 28), 
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Los resultados de GÓDEL y COHEN también demuestran, siendo ZF consistente, la independen- 
cia del axioma de elección respecto de ZF, es decir, que no es decidible a partir de ellos. Pudiese argu- 
mentarse la posibilidad de admitir HC, o incluso HGC, o sus negaciones, como axioma, y extender 
ZF. Sin embargo, esta elevación a la categoría de axioma de una afirmación, debe ser corroborada con 
la experiencia y, como mínimo, debe ser suficientemente intuitiva —lo intuitivo que era el postulado 
de las paralelas de EUCLIDES, y sin embargo...(pero ésta es otra historia)—. 


Resulta más intuitivo el axioma de elección que HC; por ello, que no presente demasiada obje- 
ción el admitir AC como axioma. De hecho, la matemática actual se desarrolla en el sistema axiomá- 
tico ZFC admitiendo HGC, que designaremos por ZFC+HGC. 


$ 14.8 Relación con la teoría de la computación 


Sea cual sea el programa, desde el punto de vista de su codificación en máquina, es una mera 
hilera de bits, por lo que la acción del programa corresponde a calcular una función f : N — ÑN. 
Podríamos pensar, entonces, que a toda función f : N —> N, le correspondería un programa, que 
pudiese ser implementado en alguna ocasión. Sea F = ([f tal que f : N —> NJ), resulta que F 3 22, 


Es decir, existe una cantidad no numerable de tales funciones. 


En la actualidad, hay un número finito de lenguajes de programación, éstos se basan en un alfa- 
beto finito y los programas tienen una cantidad finita de letras, por lo que es posible listar todos los 
posibles programas, primero, todos los de longitud una letra, luego, los de longitud dos, a continua- 


ción, los de longitud tres, etc. Claramente, la cantidad de programas es numerable. 


Una cantidad no numerable de funciones f : N —> N, y una cantidad numerable de progra- 
mas. Admitiendo que cualquier programa calcula una única función, entonces existen funciones no 


calculables por ningún programa —funciones no computables—. 


Incluso contando con los programas que calculan un número finito de funciones o, incluso, pro- 
gramas que calculan un número infinito numerable de funciones (un ejemplo de ellos son los progra- 
mas universales), como la unión numerable de conjuntos numerables es numerable*, la cantidad total 


de funciones calculables es numerable. 


¿Se conocen alguna de estas funciones no computables? ¿Se conocen todas?, esto es, ¿se conoce 
alguna caracterización de ellas? ¿Es posible computarlas, utilizando otro lenguaje de programación, 
o una máquina de mayor potencia? Son preguntas cuyas respuestas corresponden a la teoría de la 


computación. 


La actualidad está dominada por alfabetos finitos y programas implementados con un número 


finito de líneas de código. ¿Es posible modificar esta situación? Por ejemplo, ¿podríamos permitir, 


6 Cfr. supra teorema 13.14 (p. 647 de esta edición). 
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un alfabeto infinito numerable, para lo cual bastaría tener un símbolo e indexarlo con un con- 


junto infinito numerable, por ejemplo, (a; : ¿ € NJ, o 


un número infinito de líneas de código? 


Surgen también cuestiones acerca de su de procesamiento y ejecución —+¿reducible siem- 
pre a secuencial?, ¿cómo escribir infinitas líneas de código? ¿cómo computarlas?—. El programa 
(Vi) (PRINT i) tiene infinitas líneas de programa, representables —compactables— en una única. 
En otras palabras, es un programa infinito para el que existe un programa finitamente representa- 


ble, equivalente —misma solución—. 


$ 14.9 Números algebraicos y trascendentes 


Definición 14.10.— Un número real que es raíz de algún polinomio con coeficientes enteros, se lla- 
ma algebraico”. 


Ejemplo 344 


Demostremos que y/2 y el número áureo «, esto es, (1 + y/5)/2, son algebraicos. 


Resolución. Por un lado, y2 satisface la ecuación x? — 2 = O, es decir, es raíz del po- 
linomio con coeficientes enteros x? — 2; por otro, el número áureo es raíz del polinomio con 


coeficientes enteros x? — x — 1. 


Otros ejemplos de números algebraicos son í y cos (2) (n € Z*). 


T 
n 


Teorema 14.16 


Los números racionales son los números algebraicos solución de un polinomio de grado uno 
con coeficientes enteros. 


Demostración. En efecto, el número racional p/ q es solución del polinomio de grado uno con 


coeficientes racionales qx — p. 


Al conjunto de todos los números reales algebraicos lo designamos por A. 


Teorema 14.17 


NE ZE DEA 


7 Puede que encontremos en la literatura otras definiciones de números algebraicos, por ejemplo, aquéllos que son 
raíces reales de polinomios con coeficientes racionales, o bien, aquéllos que son raíces reales de polinomios con coeficien- 
tes números algebraicos (observemos el carácter recursivo de esta última definición). Las tres definiciones que aparecen 
en esta página son equivalentes. 
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Por otro lado, es usual notar X[x] al conjunto de todos los polinomios, en la variable x, con co- 


eficientes elementos de X; así, Z[x], Q[x] y R[x] designan los conjuntos de todos los polinomios, en 
la variable x, con coeficientes enteros, racionales y reales, respectivamente. 


Definición 14.11.— Un número trascendente es aquél que no es raíz de un polinomio con coeficientes 


enteros, por ejemplo, e y 7. 


Los primeros ejemplos de números trascendentes los proporciona LIOUVILLE, en 1844. Poste- 
riormente, HERMITE demuestra, en 1873, que e es trascendente, y LINDEMANN demuestra, en 1882, 


que y también lo es*, 
Al conjunto de todos los números reales trascendentes, lo designamos por T. 


Con respecto a la cardinalidad de A y T, CANTOR demuestra, en 1874 que [A] = So y que |T| = c. 


$ 14.10 Número ordinal 


$ 14.10.0 Semejanza entre conjuntos ordenados 


Definición 14.12.— Sean dos conjuntos totalmente ordenados (X; 3) y (Y; 3”) y una aplicación f : 
X —> Y. Entonces: 


o.  fesisótona si, y sólo si, (Vx, yx 3 y > f(x) =' f(y)); 


1.  fesunasemejanza si, y sólo si, f es biyectiva y f y f* son isótonas. 


Definición 14.13.— Decimos que (X; <) e (Y; X=”) son semejantes si, y sólo si, existe alguna (aplica- 
ción de) semejanza entre ellos. Este hecho lo expresamos por (X, 3) S (Y, 3”). 


Teorema 14.18 


= es una relación diádica de equivalencia en cualquier colección de conjuntos totalmente or- 


denados. 


$ MAHLER proporcionó un ejemplo de número trascendente que, seguramente, nos sorprenda: 


0, 123456789101112131415... El teorema de GELFOND-SCHNEIDER proporciona un método fácil de generación de 
números trascendentes: si a es un número real algebraico distinto de o y de 1, y b es un número algebraico irracional, 
entonces ab es trascendente. Así, por ejemplo, 2V? es trascendente. A pesar de ello, son muchas las cuestiones sobre 
números trascendentes que permanecen abiertas; un ejemplo: aunque sepamos que e y 11 son trascendentes, no 
sabemos si e + 31 0 ex son trascendentes (no obstante, sabemos que uno de ellos ha de serlo, investiguemos el polinomio 
x2— (e + 10)x + ex) (citaremos otro ejemplo en teoría de la computabilidad). 
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Teorema 14.19 


Dados dos conjuntos totalmente ordenados, o bien son semejantes, o bien, uno de ellos es se- 


mejante a una sección inicial del otro. 


Teorema 14.20 


Un conjunto bien ordenado no es semejante a ninguna sección inicial suya. 


$ 14.10.1 Tipo de orden y número ordinal 


Definición 14.14 (Tipo de orden).— (CANTOR, 1895). Llamamos tipo de orden (o sinónimamente, tipo 
ordinal) a cualquier clase de equivalencia de la relación Y. De este modo, el tipo de orden de (X; 3) 
es (6=)= 1053): 05) € (1,30). Enotras palabras, (46) = (1% =<") Estoes, (A =) € 


s(X; 
Y; <”) tienen el mismo tipo de orden) si, y sólo si, (X; 3) e (Y; <”) son semejantes. 


oo 


Definición 14.15.— Llamamos número ordinal (o simplemente, ordinal) al tipo de orden de un con- 


junto bien ordenado. 


$ 14.10.2 Números naturales 


Teorema 14.21 


Existe un menor ordinal transfinito, que es, precisamente, (N; <), con < el orden habitual en 


N. Designamos dicho ordinal por w. 


Demostración. En efecto, sea (X; 3) otro ordinal tal que (X; 3) < «ww, entonces del teore- 
ma 14.19 (p. 689 de esta edición) se sigue que, o bien (X; 3) Y (N;<), con lo que se trataría del 


mismo ordinal, o bien (X; <) es semejante a una sección inicial de (N; <), que es un subconjunto 


finito de números naturales, y por tanto, X es finito, siendo entonces (X; 3) un ordinal finito. 


$ 14.10.3 Ordinales y cardinales 


Definición 14.16.— Llamamos cardinal de un número ordinal al cardinal de cualquier conjunto bien 


ordenado cuyo tipo de orden sea el número ordinal. 


No es difícil darnos cuenta de que para cualquier conjunto finito X de cardinal n, existen n! 
buenas ordenaciones de X (tantas como permutaciones distintas de los elementos de X). Pero es- 


tos n! buenos órdenes, definen el mismo ordinal”, es decir, si X e Y son conjuntos finitos, entonces 


? Cfr. supra teorema 14.20 (p. 689 de esta edición). 
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|X] = | Y] si, y sólo si, (X; 3) = (Y; <=”). Por esto, los ordinales finitos pueden identificarse con los 


cardinales finitos 0,1,2,... 


La situación para los ordinales transfinitos no es la misma. En general, aseguramos lo que esta- 


blece el siguiente teorema. 


Teorema 14.22 


SS SM entonces ap 0óle 


¿Qué sucede con el recíproco? 


Sí es verdad que si dos conjuntos finitos de igual cardinal son ambos totalmente ordenados, 
entonces están bien ordenados y son semejantes —lo hemos comentado justo antes del teorema, 
en este caso, el recuento de los elementos es independiente de cómo se ordenen; en otras palabras, 
todos los conjuntos bien ordenados que provengan de un mismo conjunto finito o de otro conjunto 
equipotente con éste, son semejantes—. De aquí que el cardinal finito se identifique con un ordinal. 


El caso transfinito es distinto. En esta situación, el recíproco del teorema no es cierto. Dos con- 
juntos bien ordenados pueden tener el mismo cardinal sin ser semejantes —las diferentes ordena- 
ciones de los elementos no son equivalentes, pudiendo generar diferentes ordinales—. Veamos un 


ejemplo de esto último que servirá, a su vez, de contraejemplo del recíproco del teorema. 


Ejemplo 345 


Consideremos en N, el orden bueno <”, definido por1 <' 2 <' 3 <'... <' o, es decir, hemos 


añadido un máximo, el o, al conjunto bien ordenado (Z*; <). Se satisface que |[Z+*| = |N| y 


que (Z+; <) = (N; <). Sin embargo, (N; <) = wy (N;<”) = w+ 1;en efecto, (N; <) = w < 
w+1= (Z+;<) + (Lo); <) = (N; <”). Éste visto es un contraejemplo para el recíproco del 


teorema 14.22 (p. 690 de esta edición) —basta tomar (X; 3) = (N;<) e (Y; 3) = (N; <”)—. 


$ 14.10.4 Sucesión transfinita de números ordinales 


Operaciones entre ordinales 


Es posible definir la suma de ordinales, el producto de ordinales y la exponenciación ordinal. 


Sin entrar en los detalles formales, aquí sólo diremos algo sobre la suma. 


Definición 14.17.— Dados los ordinales a y B con (X; 3) e (Y; X=”) tales que (X; 3) = a, (Y; 3”) 
ByXn Y = 04, definimos a + B como (X U Y; <”), estando <” definida Vx, y € XU Y porx <” y 
si, y sólo si, (x, y) EX x Vox Xyox=<'y. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


691 14. Lógica de conjuntos: primeras axiomáticas 


Teorema 14.23 


La suma no es conmutativa. 


Demostración. Porejemplo,14-w = w + w+1. Del primero, un ejemplo es la reunión ordenada 
de ([o); <) y (N; <), esto es, el conjunto bien ordenado (o <)o < 1 < 2 < ...; del segundo, la 
reunión ordenada de (N;<) y (Lo); <), esdecir,1<2<3<...<o. 


Ejemplo 346 


¿Cuáles son los números ordinales de los siguientes conjuntos bien ordenados? 
E ES O ES 
IN ESE: A ES O 
A ES Y ES 
E 


Resolución. Son w-+ 3,24, 3w y 44, respectivamente. 


Génesis de los ordinales 


Teorema 14.24 
Si al conjunto bien ordenado (X; <) cuyo tipo de orden es el número ordinal a le añadimos un 


nuevo elemento, digamos €, tal que Vx € X, x < € y que € sea máximo del nuevo conjunto, 


entonces el tipo de orden del conjunto bien ordenado que obtenemos, (X U [€]; <), represen- 


ta al ordinal siguiente a a, que designamos q +1. 


Así, los ordinales finitos, 


O, 

1=Ho Ufiko<1) (S0+1), 
2=Ho1Ulako<1<2) l= 11, 
3=((0,1,2)U(3);0<1<2<3) (=2+1), 


n+1=(([o0,1,2,...,npU[n+1)j;0<1<2<...<n<n+1) (=n+10), 
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y los ordinales transfinitos, 


0, 


w+1=(wU[(w);o<1<2<...<ouw), 


w+2=(w0U[(0w+1)j0<1<2<...<04<w+1), 


2Ww  (estoes,w-+w), 


20+1=(0U[(0,0+1,...,4+0]0<1<2<...<S404<4+1<...<0+0), 


3w  (estoes, 2w-+ w), 


30+1=(wU[0,0+1,...,30)0<1<2<...<4<w+1<...<30), 


w”  (estoes, w-w), 


Dela sucesión transfinita emerge de inmediato una clasificación dicotómica de los números ordinales: 


= poruna parte, aquéllos que tienen un precedente inmediato en la sucesión transfinita, esto es, 


1,2,3,...,4 1,0 2,4 a 


= porotra, aquéllos que no tienen un precedente inmediato en dicha sucesión, esto es, O, w, 2, 


2 3 
10 A NT IA 


Estos últimos no son construibles por el procedimiento visto; son supremos de los conjuntos 


respectivos de ordinales menores que ellos, pero no son máximos. Decimos que son ordinales límite. 


Definición 14.18.— Un ordinal límite es cualquier ordinal distinto de cero, que no sea sucesor de nin- 


gún otro ordinal. 


Estudiamos otra clasificación de interés en $ 14.10.6 (p. 694 de esta edición). 
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$ 14.10.5 Buen orden entre ordinales 


Definición 14.19.—  Larelación < entre ordinales definida, dados dos números ordinales a y B, por 


B < asi, y sólo si, existen dos conjuntos bien ordenados (X; 3) e (Y; =”) tales que a = (X; 3), 
B = (Y; 3") e (Y; 3”) es una sección inicial de (X; <), es una relación de buen orden entre ordinales. 


Definición 14.20.— Dado un ordinal a, designamos por O, al conjunto de los ordinales menores 
que qa., esto es, al conjunto [B : B < ay fB + a). Este conjunto O... es una sección inicial abierta de 


números ordinales. 


Observación 14.10.0.— De manera natural, definimos una biyección entre números ordinales y 


secciones iniciales abiertas de números ordinales: a > O q y Oxa > Q. 


Teorema 14.25 


O.zxa = (Q. 


Ejemplo 347 


Comprobemos cómo O, = 0,0. = 1,0. = 0yOz<u+k =w+k,parak € Z*. 


Resolución. Oz/ = O porque no existen números ordinales anteriores a 0; O, = n ya 
que a n le preceden los números ordinales O, 1,..., n — 1, que son n; O.., = w porque a w le 
anteceden los w ordinales 0,1,2,....yOzwyx = w+k porque a w-+k le preceden los ordinales, 


0,1,2,...,0,0+1,...,4+(k-— 1). 


Actividad 14.0 


¿Pueden ser semejantes dos secciones iniciales de ordinales distintas? 


Teorema 14.26 (Antinomia/Paradoja de BURALI-FORTI) 


(O también, paradoja del mayor número ordinal). (BURALI-FORTI, 1897). 


No existe ningún conjunto que incluya a todos los ordinales como elementos. 


Demostración. Sea la clase bien ordenada (O; <) de todos los números ordinales y considere- 


mos su número ordinal (O; <), pues bien, resulta que (O; <) £ O porque de lo contrario, también 


sucedería que (O; <)+1 € O, pero (O; <) < (O; <) +1, porlo que (O; <) no sería el número ordinal 


de todos los ordinales. 
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Observación 14.10.1.— De este modo, todos los números ordinales son, por definición, elementos 


de O, pero por otro lado, no todos los números ordinales son elementos de O, pues (O; <) no lo es. 


He aquí lo paradójico. 


Observación 14.10.2.— Dicen que CANTOR, en 1895, descubrió la paradoja de BURALI-FORTI y tam- 
bién la conocida como paradoja de CANTOR. Éste demostró que el cardinal del conjunto potencia 
de un conjunto es mayor que el cardinal de dicho conjunto y, sin embargo, si el conjunto es el con- 
junto de todos los conjuntos, todos sus subconjuntos son, a la vez, elementos suyos, por lo que es 


imposible que existan más subconjuntos que elementos. 


$ 14.10.6 Clase ordinal 


Definición 14.21.— Si a es un cardinal, llamamos clase ordinal y designamos por ú a la colección de 


todos los ordinales de cardinal a. 


Teorema 14.27 


Si a es finito, entonces |a| = 1. 


Teorema 14.28 


Si a es transfinito, entonces a < [a]. 


Teorema 14.29 


No < [Nal. 


Demostración. El cardinal de la primera clase de ordinales transfinitos, cuyos elementos son 
w, W+1,4+2,..., es mayor o igual que N,. Demostremos que debe ser mayor que No. Para ello, 
razonemos por reducción al absurdo: si fuese No, éste sería el cardinal del conjunto formado por los 
ordinales finitos y por los de Ñ,, pero esto no es posible, pues este conjunto es la sección inicial de 
ordinales O, para un cierto ordinal a y si [O ¿| fuese No, como el tipo ordinal de O, es a, entonces 
la] = No, por lo que a estaría en la primera clase, lo que no es posible ya que a £ O.,. En definitiva, 
No < [Nol. 


Designemos |No| por N,. Este N, es también el cardinal de w,, el menor ordinal transfinito no 
perteneciente a No, de modo que w, y todos los ordinales de cardinal NX, constituyen la segunda clase 
de ordinales transfinitos, cuyo cardinal, que designamos por N,, es mayor que NY, y es el cardinal de 
w,, el menor ordinal transfinito no perteneciente a No nia N,. Y así sucesivamente, formándose una 
sucesión transfinita estrictamente creciente de números ordinales w, W,, W,,..., Wu, Wwu+1, - - - (en 
paralelo a la sucesión de los álef, No, N,, 82, ..., Nu, Nu, - - -) que llamamos ordinales iniciales. 
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Observación 14.10.3.— Es posible trazar biyecciones entre los álef, los ordinales iniciales y todos 


los números ordinales: 


So Li Ny Ro Nor 
1011 to 

E: rot 
(0) 1 2 (09) w+1 


Teorema 14.30 


El cardinal de un conjunto infinito bien ordenado es un álef. 


Demostración. Su número ordinal es de una de las clases de ordinales transfinitos y, por defi- 


nición de clase ordinal, todos los ordinales en ella tienen el mismo cardinal, un álef según lo ante- 


rior. 


$ 14.10.7 Lema de ZORN y axioma de ZERMELO 


Definición 14.22.—  Deun conjunto ordenado tal que todo subconjunto suyo totalmente ordenado 
posea supremo, decimos que es un conjunto inductivo (o sinónimamente, un conjunto inductivamente 


ordenado). 


Teorema 14.31 (Lema de ZORN) 
(KURATOWSKI, 1922; ZORN, 1935). 
Todo conjunto inductivo tiene al menos un elemento maximal. 


Teorema 14.32 (Teorema del buen orden; ZERMELO; ZFC”) 


(O sinónimamente, axioma de ZERMELO, 1904). 


Todo conjunto admite un buen orden. 


Teorema 14.33 


Todo número cardinal transfinito es un álef. 


Demostración. Admitiendo el axioma de elección, la hipótesis general del continuo permite 
definir una biyección entre la sucesión de ordinales iniciales y la sucesión de cardinales (sucesión de 


potencias de dos): 
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No 8; 8, ... So da 
ED 4 T- q 
Ro 2% 2 .. NM) 2% 


Teorema 14.34 (De numeración) 


Todo conjunto es equipotente a algún ordinal. 


Teorema 14.35 


En ZF” son equivalentes el axioma de elección, el lema de ZORN y el axioma de ZERMELO. 


$ 14.11 Propuesta de actividades 


Actividad 14.1 


En el teorema 14.11 (p. 679 de esta edición), demostremos las equivalencias de la AC5 a la ACiO. 


Actividad 14.2 
El conjunto y que aparece en el axioma del conjunto potencia (cfr. supra ejemplo 14.2.4 [p. 674 
de esta edición]) está definido mediante una propiedad, pero, entonces, ¿no sería este axioma 


una consecuencia del axioma de reemplazamiento? 


Actividad 14.3 

Demostremos que utilizando las siguientes fórmulas p(x), obtenemos refutaciones del axioma 
de comprensión de FREGE: 

O. AJZ(xXEZAZEX); 

LL AZ a Zo E ZN ZE Zi Nos Zi E Za NE 


Actividad 14.4 
¿Es admisible reformular el axioma de regularidad así: Vx3Iy(x =M8M (y Ex AVz(zZ E x > 
n= 
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CAPÍTULO 


Lógica de la construcción del sistema numérico 


Hay dos razones por las que es estúpido definir los números naturales como (1, 2,3, 4,...jen 
lugar de [0,1,2,3,...). Primera, ya tenemos un nombre perfecto para el conjunto (1, 2, 3,4,...), 
a saber, el conjunto de números enteros positivos. Segunda, al excluir el cero de los números na- 
turales se convierte en «antinatural» y este hecho de que para muchas personas el número «cero» 
aún sea un ciudadano de segunda es un obstáculo estándar en el pensamiento matemático. 

(Edsger Wybe DIJKSTRA , 1930-2002, 
Anotational alternative for quantification, p. 4 [nota], 30.04.1980, 
https://www.cs.utexas.edu/users/EWD/ewdo7xx/EWD737.PDF).? 


«Como es el pan será la sopa». Este refrán español transmite la profunda conexión en- 
tre la materia prima, los cimientos, los fundamentos, y la calidad de lo que se construye 
con ella. Responde en este punto a nuestro querer conocer la procedencia de la con- 


sistencia del sistema numérico. 


15.0: Números naturales sn ociiv.rrds ds aaa a 698 
15.1 NÚMETOS EMteTOS 704 
15.2 Números racionales . .................. .. .. .. 707 
15,3. Números teales 2. o a ia A 710 
a AA E 715 


$ 15.0 Números naturales 


En este subcapítulo nos acercamos a la estructura del semianillo conmutativo, unitario, íntegro, 


bien ordenado y arquimediano (N; +, -; <) de los números naturales. 


2 Notemos que en algunos textos en los que se denomina a [1, 2,3, 4,...) el conjunto de números naturales, se de- 
nomina el conjunto de números completos (whole numbers) a [0,1,2,3,...). 
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$ 15.0.0 Axiomas de Peano 


Giuseppe PEANO proporcionó en 1889 una definición axiomática del conjunto de números na- 
turales, mediante cinco axiomas, utilizando tres conceptos primitivos, «número« (número natural), 


«cero» (un primer número) y la función (relación diádica) s, «ser sucesor de» (o «siguiente a»). 


Axiomas de Peano 


I. Axioma de existencia. o E N, esto es, cero es un número (en realidad PEANO eligió comenzar 
en 1, nosotros, con ZERMELO, empezamos en 0); 


-. Axiomas de la relación de igualdad (en el marco de la lógica de primer orden con igualdad no 


son necesarios) 


-.0. (vn € N)(n = n) (todo número es igual a sí mismo, en otras palabras, la relación de 
igualdad es reflexiva); 


-1 (Vm,n € Nil(m= n= n= m) (la relación de igualdad es simétrica); 
-.2 (VW, m,n €N)(l=mAm=n > [= n) (a relación de igualdad es transitiva); 
-3 (Wm,neN)(m=nAn€N => m EN) (Nescerrado para la relación de igualdad); 


II. Axioma de estabilidad. (Vn € N)(s(n) € N) (si n esun número, entonces el sucesor de n también 
es un númerol(ÑN es cerrado para s); 


III. Axioma del mínimo. (Vn € N)(s(n) H 0) (cero no es el sucesor de ningún número); 


IV. Axioma de extensibilidad. (Vm,n € N)(s(m) = s(n) => m = n) (si los sucesores de dos 


números son iguales, entonces los números mismos son iguales) (s es inyectiva); 


V. Axioma de inducción. (VC € N)l(o € CAVn € C,s(n) € C => C =N) (si un conjunto de 
números C contiene al cero y también al sucesor de cualquier número que pertenezca a C, entonces 


todo número pertenece a C). 


Ejemplo 348 


Demostremos que o + 1. 


Resolución. Se tiene que o es un número [axioma I]; el sucesor de O, que llamamos 1, 


también es un número [axioma II]; o es distinto del sucesor de cualquier número [axioma III] 


y 1es un sucesor, por lo que o no puede ser 1. 
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Ejemplo 349 


Demostremos que o + 2. 


Resolución. Como 2 = s(1) y oes distinto del sucesor de cualquier número [axioma III], 


o no puede ser 2. 


Observación 15.0.0.— De una manera análoga, demostraríamos que o + n, para todo n > O. 
Ejemplo 350 


Demostremos que todo número es distinto de sus anteriores. 


Resolución. Como o + 1,s(o) + s(1) [axioma IV] (por contrapositiva), esto es, 1 + 2; 
como 1 + 2, s(1) + s(2) [axioma IV] (por contrapositiva), esto es, 2 + 3;comoo 4 2,s(o0) + 
s(2) [axioma IV] (por contrapositiva), esto es, 1 + 3; por lo tanto, 1, 2 y 3 son distintos entre sí 
y también distintos de o (observación inmediatamente anterior); y así sucesivamente; ahora, 
siendo C el conjunto de los números que son distintos atodos sus anteriores, vemos que C = N 


[axioma V]. 


Observación 15.0.1.— En este último ejemplo hemos hecho una demostración por inducción. 
Aprenderemos más sobre ellas en 816 (p. 716 de esta edición). 


$ 15.0.1 Aritmética 


En base a los axiomas de PEANO es posible definir la suma (y el producto) de números naturales, 


como una función o relación que asocia a cada pareja de números naturales, (m, n), otro número 
natural. 


Aunque el ser humano ha sumado y multiplicado números desde tiempos ancestrales, no es 


hasta que George CANTOR crea la teoría de conjuntos y se asienta la definición de cardinal', cuando 
puede definirse formalmente la suma de números naturales a partir de definir el número natural 
n como el cardinal de un conjunto finito de n elementos, de manera que m + n se define como el 
cardinal de la unión de dos conjuntos finitos disjuntos de cardinales m y n. 


Definición 15.0 (Suma de números naturales). — Vm,n € N, definimos el número natural suma de 
m y n, y lo designamos por m + n, en la forma: 


m>+o=m, 


m +suc(n) = suc(m + n). 


* Vid. supra ejemplo 13.1.1 (p. 635 de esta edición). 
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Definición 15.1 (Producto de números naturales). — Vm,n € N, definimos el número natural pro- 


ducto de m y n, y lo designamos por m - n, en la forma: 


m-0=0, 


m-suc(n) =(m-n)+m. 


Observación 15.0.2.— Estas definiciones son implícitas, de tipo inductivas, de forma, que para 
conocer la suma de dos números naturales hay que proceder del siguiente modo, para así, conocer 


la suma m + (n +1), en función de la suma (m + n), (análogamente para el producto): 


m+1= m -+suc(o) = suc(m +0) = suc(m) 


m+2=m + suc(1) = suc(m +1) 


m+3=m + suc(2) = suc(m +2) 


m>+(n+1) = m +suc(n) = suc(m + 1) 


Observemos que a partir de la definición de suma, obtenemos que m +1 = suc(m), m +2 = 


suc(m +1), ..., para lo que sólo debemos asegurar que 1 = suc(o). 


A partir de los axiomas y de las anteriores definiciones inductivas, es posible demostrar algunas 
propiedades básicas de + y -en Ñ. 


Teorema 15.0 (Propiedades de + en N) 

En (N; +) se satisface: 

o. (VW, mneN(((+m)+>n=1+(m-+mn)); (asociativa de +) 

1. (VWmneN)im+n=n=>+m); (conmutativa de +) 

2. (ineNlo+n=n+0=mn); (elemento neutro de +) 
( 


3. (W,m,neN)(l+4n=m>+n>l=m). (cancelación para +) 


Teorema 15.1 (Propiedades de - en N) 
En (N; -) se satisface: 
o. (VW, m,neN)i((-m)-n=1-(m-n)); (asociativa de -) 


1. (Wm,neN)m.n=n-m); (conmutativa de -) 


( 
2 ne NA =N-1=M5 (elemento neutro de -) 
E A 


VlmneNinfo>(l.n=m-.n>l=m)). (cancelación para -) 
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Teorema 15.2 (Propiedades de + y - en N) 
En (N; +, -) se satisface: 


o. (VW mneNi(l-(m+n)=!l-me+l-n); (distribución de - en +) 
1. (VW mneN((+m-n=l.n+m-n). (distribución de - en +) 


$ 15.0.2 Orden 


Definición 15.2 (Relaciones diádicas < y < en (N; +)).— Definimos en (N; +) las relaciones diádi- 
cas < y<: 


o. (W1m,neN)(m<n <> (3k € Nim + k =nm)); 


1. (VWmneN)(m<n <> (3k € N*)(m + k =m)). 


Teorema 15.3 (Interdefiniciones de < y <) 

Se satisface: 

o. (WmneN(m<n=om<nvm=n); 
1. (WmneN)(m<noms<nAmegn). 


Teorema 15.4 
La relación diádica < es un orden total en (N; +), esto es, se caracteriza por ser reflexiva, an- 
tisimétrica, transitiva y conexa: 
L (VineNiín< mn); (reflexiva) 
II 
III 
IV. 


(Vm,neNi(m<nAn<m=>m=mn); (antisimétrica) 
(VlmneN((<mAm<n=l<n); (transitiva) 
(Vm,n e N](m<nvn< mm); (conexa) 


Teorema 15.5 
La relación diádica < es un orden parcial estricto en (N; +), esto es, se caracteriza por ser 
irreflexiva y transitiva: 
L (VWneNín Zn); (irreflexiva) 
Il. (VW,mneN(l<mAm<n=l<mn). (transitiva) 
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Teorema 15.6 

En (N; +, -), la relación < satisface las propiedades de monotonía y cancelación: 

o. (Vk,mneN)iím<n=>om+k<n+k); (monotonía para +) 
Vk,m,neN(k>o0>(m<n«<=om:-k<mn-k)); (monotonía para -) 


Ln ( Jl 
2. (Vk,mneNiím+k=n+k=>m=mnm); (cancelación para +) 
( IN 


3. (Vk,mneNl(kHo>(m-k=n+-k=>m=m)). (cancelación para -) 


Teorema 15.7 
La relación < es un buen orden en (N; +), esto es, todo subconjunto no vacío de N tiene primer 


elemento con respecto a la relación <. 


Teorema 15.8 
Sean m,n € N. Que la ecuación m + x = n tenga solución en (N; +) es equivalente a que 


m<mn. 


Definición 15.3.— Dados m,n € N, llamamos diferencia de n y m y la designamos por n — m, ala 


solución de la ecuación m + x = n, cuando ésta exista en (N; +). 


Teorema 15.9 

Se satisface: 

o. (Wm,neNi(m<n<=>on-=meEN); 
1. (Wm,neNim<n<>on-=me€EN?). 


Teorema 15.10 
(N; +, 3 <) satisface la propiedad arquimediana?, esto es, (vm € N)(Vn € N*)lák € 
N5D(m<k-n). 


Teorema 15.11 (Algunas estructuras algebraicas presentes en (N; +, -; <)) 
(Cfr. infra S 17 [p. 738 de esta edición]). 


(N; +; <) es un monoide conmutativo, unitario y bien ordenado; 


(N; -; <) es un monoide conmutativo, unitario y bien ordenado; 
(N; +, -; <) es un semianillo conmutativo, unitario, íntegro, bien ordenado y arquime- 


diano. 


2 Cfr. infra observación 17.13.4 (p. 812 de esta edición). 
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$ 15.1 Números enteros 


En este subcapítulo nos acercamos a la estructura del anillo conmutativo, unitario, íntegro, to- 


talmente ordenado y arquimediano (Z; +, -; <) de los números enteros. 


$ 15.1.0 Un porqué 


No toda ecuación tiene solución en (N; +), por ejemplo, 
x+1=0. 


Se puede remediar esta falta introduciendo los números no positivos, N¿ = [...,—3,—2,—1, 0), 


formándose el conjunto Z = NUN;, de números enteros. 


Decimos que N; es el simetrizado de N. Además, es posible demostrar que N; es único. De este 
modo, todo número —futuro número entero— tiene simétrico respecto de +, número que conoce- 


mos como su opuesto. 


Por N” designamos el conjunto de los números negativos, esto es, N” = Nz A fo). 


$ 15.1.1 Construcción de Z, 


Consideramos en N x N la relación 


(Wk,b),(m,n) e NxN(k, DHE(m,n) o k+n= 13m). 


Esta relación es de equivalencia. Por un lado, expresa todas las posibles diferencias que puede 
haber entre dos números naturales, y, por otro, clasifica estas diferencias. Las clases de equivalencia, 
[(o, ny], [(o, 0)] y [(n, 0)], corresponden a las diferencias —n, O y n, respectivamente; y por ello, pre- 
cisamente, suelen notarse así. En otras palabras, el conjunto Z de números enteros no es más que el 


conjunto cociente N X N /E,y un número entero, n, por tanto, no es más que: 


[(o,n)] si n<o 
n=x [(0,0)) si n=0 
[((n,o)] si n>o 


Observación 15.1.0.— Por Z*, Z*, da Z” y Z¿, notamos, respectivamente, los enteros sin el cero, 


los enteros positivos, éstos más el cero (los naturales), los enteros negativos y éstos más el cero 
(simetrizado de los naturales). Siendo n € N*, es habitual notar por N, o [n] al conjunto (0, 1,...,n— 


1) y por No [n]* al conjunto [1,...,n—1) (la notación Z,, a veces empleada, puede ser confusa). 
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$ 15.1.2 Aritmética 


Definición 15.4 (Signo de un número entero).— Signo (sgn) es la función definida por: 


sen: Z — ([-1,0,1) 
=1 si neZ, 
n —= sgn(n) = O si M=0, 


1 sineZ?. 


Definición 15.5 (Suma y producto de números enteros).— Definimos las operaciones diádicas su- 
ma y producto en Z en función de las de N, a través de la definición de dichas operacionesenN x N: 
Wk,D),(m,n) eN xN, 


Kk, D] +[(m, mn] = [(k+m,L+m), 
(k, D)] -[(m,n) =(k-m+l-n,k-n+1-m)). 


Ejemplo 351 


Demostremos que el producto habitual en Z puede definirse como sigue, siendo | | 
la función valor absoluto (vid. infra definición 17.80 [p. 812 de esta edición]): 


m-n simjnen 
m«n=34 —m-|n| sí meNAneZ> 


[m|-|n| si m,neZz- 


Resolución. En efecto, se deriva de la definición 15.5 (p. 705 de esta edición): 


m=|[(m,o)] ENAN=((n,0)] EEN > m-n =|(m, 0)] - [(n, o)] 
= [(m - n, 0)] 


m=[(m,0o)] ENAn= |(0, 


nl) €Z7 => m-n=|[(m, o)] - [(o, 


n|)) 


= (o, m - |n|)] 
=-—m-|n|; 

m|)] - (o, 
,0)] 


m =|[(0, 


m|) €Z"An=|[(0, 


n|)] €Z7 =>m+-n=|[(0, 


n|)] 


=|[(|m|- |n 


=|m] - |n]. 
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$ 15.1.3 Orden 


Definición 15.6 (Relaciones diádicas < y < en (Z; +)).— Definimos en (Z; +) las relaciones diádi- 
cas <y<: 


o. (W1m,neZ)(m<n <> (4k € N)(m + k = m)); 


1. (VWmneZ)(m<n <> (4k € N*)m+ k =nm)). 


Teorema 15.12 (Interdefiniciones de < y <) 

Se satisface: 

o. (wm neZ)(m<n=>om<nVvm=n); 
1. (Wm,neZ)(m<n=oms<snAmin). 


Teorema 15.13 (m+x= n resoluble en Z) 
Sean m, n € Z. La ecuación m + x = n siempre tiene solución en (Z; +). La solución es n — m 


y la llamamos diferencia de n y m. 


Teorema 15.14 (Relación entre <, < y la diferencia) 
Se satisface: 

o. (Wm,neZ)(m<n*=>n-—me€EN); 

1. (WmneZ)(m<n<=on-=me€enN?). 


Teorema 15.15 (Orden total < en Z) 


La relación diádica < es un orden total en (Z; +). 


Teorema 15.16 (Propiedades de + y -en Z) 
En (Z; +, -), la relación diádica < también satisface las correspondientes propiedades de mo- 
notonía y cancelación con respecto a + y -: 
(Vk, m,n e ZJ(m<n«*=om+kS< n+k); (monotonía para +) 
(Vk,m,neZl(k>o0>(m<n<*=om:-k<mn-k)); (monotonía para -) 
(Vk, mneZ]l(m+k=n>+k=>m=mn); (cancelación para +) 
( y 


Vk,m,neZ(k4o>(m-.k=n+*k=>m=m)). (cancelación para -) 


Teorema 15.17 (Z no está bien ordenado por <) 
La relación < no es un buen orden en (Z; +), esto es, existen subconjuntos no vacíos de Z que no 


tienen primer elemento. 
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Demostración. Obsérvese el propio conjunto Z o el conjunto de los números enteros pares; nin- 


guno de ellos tiene primer elemento para la relación <. 


Teorema 15.18 (Propiedad arquimediana en Z) 
(Z; +, -; <) satisface la propiedad arquimediana?, esto es, (Yvm E Z)(Vn € ZP) 3k E NF)(m < 
k-n). 


Teorema 15.19 (Algunas estructuras algebraicas presentes en (Z; +, -; <)) 


(Z; +; <) es grupo conmutativo, (totalmente) ordenado; 


(Z; -; <) es monoide conmutativo, (totalmente) ordenado; 


(Z; +, -; <) es un anillo conmutativo, (totalmente) ordenado, unitario, íntegro y arquime- 


diano. 


$ 15.1.4 Axlomática «de tipo Peano» para Z 


Definición 15.7 (Axiomática «de tipo Peano» para Z).— Además del sucesor de un número, puede 
considerarse su predecesor. Definimos así axiomáticamente Z, en la línea de la definición de N de 


Peano, mediante el siguiente conjunto de axiomas: 
L 0€Z; 

IL. (Vn € Z)(pred(n) € ZAsuc[(n) € Z); 

III. (Vm,n € Z)(pred(m) = pred(n) > m = nm); 

IV. (Vm,n € Z)(suc(m) = suc(n) > m = n); 


V. ((0€ S) A (Vn € S)(pred(a) € S Asuc(m) € S)) => (Vn E Z)(n E S);estoes, S =Z. 


$ 15.2 Números racionales 


En este subcapítulo nos acercamos a la estructura del cuerpo conmutativo, (totalmente) orde- 


nado, unitario, íntegro y arquimediano (Q; +, -; <) de los números racionales. 


$15.2.0 Un porqué 


Aunque en (Z; +) sí tiene solución toda ecuación de la forma m + x = n, no ocurre lo propio en 


(Z; -), por ejemplo, pensemos en la ecuación 3x = 7. 


3 Cfr. infra definición 17.79 (p. 811 de esta edición). 
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Se puede remediar esta falta introduciendo los números racionales, 
Q=(fa/b:aEZAbEZ?), 
de manera que ya sí es posible resolver la ecuación general 


bx =a. 


Así, todo número (racional), distinto de O, tendrá simétrico respecto de la operación -, en otras 


palabras, (QA [o]; -) es grupo (conmutativo), y dicha ecuación tendrá solución única en Q, a saber, 


x=b"=b, 


$ 15.2.1 Definición constructiva de los números racionales 


Consideramos en Z x Z* la relación diádica 


(Wa, b)EZ2xZ%) ((a,b)Elc,d) + a. d=b-c). 


Esta relación es de equivalencia. Por un lado, expresa todos los posibles cocientes, con deno- 
minador no nulo, que puede haber entre dos números enteros; por otro, clasifica estos cocientes. La 
clase de equivalencia [(a, b)], corresponde al cociente a/b, esto es, el número racional a/b no es 
más que dicha clase de equivalencia (a/b es la representación normalizada [o irreducible] de un número 


racional si a y b son coprimos). Por ello, el conjunto Q, no es más que el conjunto cociente 


Q=ZxZ* E, 


$15.2.2 Operaciones 


Definición 15.8 (Suma y producto de números racionales). — Definimos las operaciones diádicas 
suma y producto en Q en función de las de Z através de la definición de dichas operacionesenZ.xZ*, 
estoes, Wa, b),(c,d) EZXZ*, 


(a, by) + [(c,d)) =[(a-d+b-c,b-d)), 


[(a, by) - (ce, d) = [(a - c, b- d)). 


Con un proceder similar al visto en el ejemplo 351 (p. 705 de esta edición), definimos las opera- 


ciones habituales en O. 
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$ 15.2.3 Relaciones 


Entendiendo que el signo de un número racional es el de su numerador, sgn(a/b) = sgn(a) 


—puesto que (a, b) € Z x Z*—, ordenamos totalmente Q mediante la relación 
(Vp, q €Q) (p< q e sgn(p=q)=-=1), 
que también es posible definir como 


(Va/b,c/d €Q)(a/b<c/d=oa:d<b:-c). 


Esta relación no es un buen orden; basta pensar en el primer elemento de Q. 


De la existencia del simétrico para todo racional no nulo, se derivan nuevas propiedades, por 
ejemplo, 
(Vp € Q(p +0 => Ip "| = pl”), 


(propiedad que será también válida si p € R). 


$15.2.4 Estructura 


Teorema 15.20 


(Q; +, -; <) es denso, esto es, entre cualesquiera dos números racionales, p y q, hay otro nú- 


mero racional —la demostración es sencilla: por ejemplo, su punto medio, (p + q)/2—. 


Observación 15.2.0.— Este hecho implica que en (Q; +, -; <) no existen ni el predecesor ni el su- 
cesor de ningún elemento para la relación <, pues si p fuese el predecesor de q, significaría que 


entre p y q no existiría ningún racional, en contra de la densidad de (Q; +, -; <). 


Sin embargo, sí que existen para otras relaciones que pudiesen definirse (recordemos, por 


ejemplo, el estudio de la cardinalidad numerable de Q y el buen orden que definimos en tal caso). 


Notemos también que la densidad de Q, esto es, el hecho de que entre dos números racio- 
nales cualesquiera exista siempre otro número racional, implica que entre dos números racionales 


cualesquiera hay un número infinito numerable de números racionales. 


Teorema 15.21 (Propiedad arquimediana en Q) 


(Q; +, -; <) satisface la propiedad arquimediana*, esto es, (Vp € Q(Vq € QH) (Ek € ZW (p < 


k - q). 


* Cfr. infra definición 17.79 (p. 811 de esta edición). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


15.3. Números reales 710 


Teorema 15.22 


La estructura (Q; +, -; <) es un cuerpo conmutativo, totalmente ordenado y arquimediano. 


En realidad, se puede demostrar que (Q; +, -; <) es el menor cuerpo que extiende al anillo 


(Z; +, -; <), estando determinado únicamente salvo isomorfismo. 


Observación 15.2.1.— De manera similar al teorema anterior, puede completarse cualquier anillo 


de integridad (conmutativo) —generando su cuerpo de cocientes”. 


$ 15.3 Números reales 


En este subcapítulo nos acercamos a la estructura del cuerpo conmutativo, (totalmente) orde- 


nado, unitario, íntegro, arquimediano y completo (IR; +, -; <) de los números reales. 


$ 15.3.0 Un porqué 


Observemos que en (Q; +, -; <) pueden efectuarse, sin ninguna restricción, sumas, diferencias, 
productos y cocientes. Entonces, ¿por qué necesitamos una extensión suya, el denominado sistema 


de números reales? 


Una respuesta nos la proporciona el ejemplo 15.23 (p. 711 de esta edición), que muestra la existen- 
cia de conjuntos de números racionales que no poseen supremo. Es decir, en (Q; +, -; <) detectamos 


una cierta incompletitud de la estructura de orden. 


$ 15.3.1 Construcción de los números reales 


Veamos un procedimiento de construcción de (RR; +, -; <), completando la estructura de orden 
de (Q; +, -; <), debido a DEDEKIND. Además de esta construcción, son clásicas las basadas en corta- 


duras de DEDEKIND, sucesiones de CAUCHY, o intervalos encajados (WEIERSTRASS). 


Como comentamos en la observación 11.25.5 (p. 578 de esta edición), todos los segmentos de 
(Q; +, -; <) determinados por números racionales son secciones iniciales abiertas de (Q; +, -; <), 
pero el recíproco, no es cierto, ya que por ejemplo, la sección inicial abierta Q7 U[x € Q : x? < 2) 


es un segmento, que no está determinado por ningún racional. 


Así es. 


5 Vid. infra $ 17.12.2 (p. 806 de esta edición). 
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Teorema 15.23 


La sección inicial abierta Q7 U[x € Q : x? < 2) es un segmento, que no está determinado 


por ningún número racional. 


Demostración. En efecto, demostrar el enunciado equivale a demostrar que el conjunto [x € 
Q : x? < 2) no posee supremo en Q. Veámoslo. Creámonos que el supremo debe ser y/2; bastará 
demostrar que y2 € Q. Razonemos por reducción al absurdo; supongamos que existen p, q € Z*, 
tales que y/2 = p/q, siendo p/q una fracción irreducible. De aquí, p? = 2q?, esto es, p? E Pares, 
de donde p € Pares: (3k € NA fo(p = 2k), por lo que p? = 2?k? = 2q?, de donde, q? = 2k?, 


por lo que q? es par y así q es par. Al ser p, q E Pares, p/q es reducible. He aquí el absurdo: «p / q es 


reducible e irreducible». 


R; <), de tal forma 


que en (IR; <) toda sección inicial abierta sea el segmento de un número de RR. De este modo, R es el 


Pues bien, completaremos (Q; <), a un conjunto ordenado que llamaremos ( 


conjunto de todas las secciones iniciales abiertas de Q. Así, hemos definido los números reales como 


conjuntos particulares de números racionales y (IR; <) es un conjunto ordenado completo*. 


Definición 15.9 (Relación de orden constructiva).— Al quedar definido cada número real como un 


conjunto de números racionales, es posible definir una relación de orden en RR, en base a la inclusión 


de conjuntos (x e y son conjuntos): 


(Vx, y ERN(x<y+*F=xC y). 


Teorema 15.24 
La relación anterior coincide con el orden habitual entre números reales (y por eso la notamos 
igual, <). 


Teorema 15.25 


La relación < es de orden total, pero no es un buen orden. 


Teorema 15.26 


Toda sección inicial abierta de (IR, <), es el segmento de un número real. 


Teorema 15.27 


Todo conjunto acotado superiormente de números reales tiene supremo. 


6 Vid. supra definición 11.68 (p. 578 de esta edición). 
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Observación 15.3.0.— Este último teorema, que es consecuencia del inmediatamente anterior, 
se corresponde al que, en la definición axiomática del sistema de números reales, se denomina 


axioma del supremo”. 


Definición 15.10.— Los números reales que no son segmentos de números racionales se llaman nú- 


meros irracionales. 


$ 15.3.2 Definición axiomática de los números reales 


Definición 15.11.— Llamamos sistema de números reales a la cuaterna (IR; +, -; <), donde + es una 
operación diádica que satisface: 


o. (Vx yE€ER)lx+y=y+X), (conmutativa de +) 
1.  (VWx,yzERM((x+y)+z=x+(y+2)), (asociativa de +) 
2. (10€ R)(Vx € R)(x+0= x), (o es el neutro de + en R) 
3. (VWxE R)A(=x) € Rx + (=x) =0), (=x es el simétrico de x por + en RR) 


esto es, (IR; +) es grupo conmutativo; 


- es otra operación diádica que satisface: 


4. (Vx, y ER)Jlx-y=y:x), (conmutativa de -) 
5. (Vx,y zER)(x-y):z=x-:(y:2z)), (asociativa de -) 
6. (H1ER)(Vx E R)(x-1=x), (o es el neutro de - en RR) 
7. (VWxERSN(x 7” ER)JUx:-x*=0), («es el simétrico de x por - en R) 


esto es, (R*; -) es grupo conmutativo; 


ambas operaciones, + y - se relacionan: 


8. (Vvx,y zER)x:(y+2Z2)=x-y+y:2), (- se distribuye en +) 


2 


así, (IR; +, -) es cuerpo conmutativo; 


< es una relación de orden total en R que satisface: 


9. (VWx,yzZERM(x<y=>x+z<y+z), (monotonía de + respecto de <) 


10. (Vx, y ER)VzERPA(x<y=>x:z<y:Z), (monotonía de - respecto de <) 


por lo que (RR; +, -; <) es cuerpo conmutativo totalmente ordenado. 


7 Vid. infra definición 15.11 (p. 712 de esta edición). 
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Pero aún queda un detalle. (Q; +, -; <) también es un cuerpo conmutativo totalmente ordena- 


do. Esto quiere decir que no es posible definir R sólo con las propiedades anteriores, pues también 


incluiría la definición de Q. Lo que realmente distingue a R de Q, es el hecho de satisfacer la propie- 
dad que se conoce como axioma del supremo (o sinónimamente, axioma del extremo superior o axioma de 


completitud): 


1. (VACR,AX<0)(Aacotado superiormente > 3sup(A, R)). (axioma del supremo) 


En la definición axiomática es este axioma el que aporta la completitud a la estructura de orden. 


En definitiva, y a diferencia de (Q; +, -; <), (R; +, -; <) es un cuerpo conmutativo ordenado completo. 


Observación 15.3.1.— Como consecuencia inmediata del axioma del supremo, en (R; +, -; <), to- 
do conjunto no vacío y acotado inferiormente tiene ínfimo. En realidad, ésta —que podríamos lla- 
mar propiedad de existencia del ínfimo— y el axioma del supremo, como afirmaciones, son equi- 
valentes. En efecto, tal equivalencia se desprende de que: primero, ser A no vacío y acotado supe- 
riormente equivale a ser —A = [-x : x € Aj no vacío y acotado inferiormente, y segundo, que 
exista sup(A, R) equivale a que exista ínf(A, R). Consecuentemente, en vez del axioma del supremo 
pudiésemos adoptar en la definición axiomática de IR como axioma n.” 11 la propiedad de existencia 


del ínfimo, y con ella obtendríamos como teorema la existencia del supremo. 


Teorema 15.28 (De los intervalos encajados) 


Toda sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados lo. > |, 2 L 2 ..., es tal que la 


intersección de todos ellos es no vacía. 


Demostración. Por el axioma del supremo existe el supremo s de los extremos izquierdos de 
los intervalos /; y por la propiedad de existencia del ínfimo existe el ínfimo i de los extremos derechos 
de los intervalos /;. Parece trivial que s < ¡y que [s, i] € 1;, para todo j. Observemos que si las 


longitudes de los /; progresan hacia cero, s = i y la intersección de todos ellos es precisamente dicho 


número s(= i). 


Observación 15.3.2.— Igual que con la propiedad de existencia del ínfimo ocurre con la propiedad 
de los intervalos encajados. Si en vez del axioma del supremo adoptásemos como axioma esta 


propiedad, obtendríamos como teorema la existencia del supremo. 


Teorema 15.29 (Propiedad arquimediana en KR) 


(R; +, -; <) satisface la propiedad arquimediana*, esto es, (Vr € | RHNEK € ZA (r < 


k - s). 


8 Cfr. infra definición 17.83 (p. 815 de esta edición). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


15.3. Números reales 714 


Ejemplo 352 


Demostremos que todo intervalo (a, b) de números reales, no vacío, contiene algún 


número racional y algún número irracional. 


Resolución. Lo demostramos por dos vías. 


Por un lado, supondremos conocido que si q es racional y r es irracional, entonces q + r 
y q - r son irracionales; por otro, usaremos la propiedad arquimediana”, en dos ocasiones, al 
afirmar que 3n tal que n(b — a) > 1(en la propiedad arquimediana,s S1,r =b-—a)yal 
afirmar que Jn tal que n(b — a) > 2 (en la propiedad arquimediana, s =2,r <= b-— a). 


Nuestro primer objetivo consiste en encontrar un número racional m/n tal que a < 
m/n < b. Por un lado, observemos que si n es tal que n(b — a) > 1, entonces 1/n < b— a; 
por otro, si t = |na|, entonces, por definición de la función suelo, t < na < t +1, de donde 
t/n<a< (t+1)/n=t/n+1/n < a+(b— a) = b, por lo que hemos obtenido un número 


racional entre a y b, a saber, (t + 1)/n, esto es, 


[na] +1 


, siendo n tal que1 < n(b — a). 
n 


Nuestro segundo objetivo es encontrar un número irracional entre a y b. Sigamos un 
razonamiento similar al anterior. Por un lado, si n es tal que n(b — a) > 2, entonces 2/n < 
b — a; por otro, si t = |na|, entonces, por definición de la función suelo, t < na < t+1,de 
donde t/n<a<(t+1)/n< (t+ y2)/n< (t+2)/n=t/n+2/n<a+(b-=a)=b, 
por lo que hemos obtenido un número irracional en (a, b), a saber, (t + y2)/n, esto es, 


[na] + yz 


, Siendo n tal que 2 < n(b— a). 


La aplicación f(x) = a — (a — b)x es una biyección de (o, 1) en (a, b) que transforma 
racionales en racionales e irracionales en irracionales (supondremos conocido que la suma y 
el producto de racionales es racional y que si q es racional y r es irracional, entonces q + r 
y q : r son irracionales). Sabemos que y/2 es irracional y trivialmente, 1/2 € (0,1) NQ y 
1/v2 € (0,1) N (RA Q), por lo que por lo anterior, f(1/2) = a— (a— b)/2 € (a,b)NQ y 
f1/V2) =a- (a—b)/y7 € (a,b) n(RV.Q). 


? Cfr. supra teorema 15.29 (p. 713 de esta edición). 
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Ejemplo 353 


Demostremos que todo intervalo (a, b) de números reales, no vacío, contiene un 


número infinito de números racionales y un número infinito de números irracionales. 


Resolución. Esto es consecuencia inmediata del ejemplo 352 (p. 714 de esta edición). 
Veamos, por ejemplo, que contiene un número infinito de racionales. En dicho ejemplo he- 
mos demostrado que todo intervalo (x, y) no vacío contiene un número racional (todo in- 
tervalo, ésa es la clave). Sea q, tal número racional, entonces, por el ejemplo 352 (p. 714 de 
esta edición) existen q,, q. € Q, q, € (a,qo) y q. € (ob), de donde, de nuevo por 
dicho ejemplo existen q3, 44, 45,49 € Q, q3 € (a,q1), q4 € (Q1,90), ds € (Go: 2) y 
Y € (Q.,b), y así sucesivamente, de manera que obtenemos un subconjunto infinito de ra- 
cionales 1d a Gu da da Ge To Ge. E (a,b). 


La demostración de que contiene un número infinito de irracionales es similar. 


Observación 15.3.3.—  Destacable es que los números infinitos de los que hablamos son distin- 
tos. Debido a que el número total de racionales es numerable y a que el cardinal del intervalo de 
números reales es infinito no numerable, todo intervalo de números reales contiene un número 


infinito numerable de racionales y un número infinito no numerable de números irracionales. 
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CAPITULO 


Lógica inductiva 


Dos es casualidad, tres, un patrón. 
(Paremia anónima). 


Al estudiar lógica de primer orden vimos la inducción como una inferencia. En este 
capítulo profundizamos en ella, estudiando cómo la estrategia de demostración por 
inducción se fundamenta en un buen orden (total) (inducción débil, inducción fuerte o 
inducción estructural) o bien en un orden bien fundado (esto es, un buen orden parcial) 


(inducción noetheriana). 
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$ 16.0 Inducción débil 


Teorema 16.0 (Inducción débil para N) 


Se satisface: 


Ms, => 
ID, < (Vk € NI(P(k) => P(k +1)); 
ID, AID, FVneN,P(n). 


Que en formato de regla se expresa así: 


P(o)  (VkEeN)IP(k) = P(k+1)) 
Vn EN, P(n) 


Se conoce como caso base (ID/) a P(0), paso inductivo (débil) (ID) a (Vk € NJN(P(k) = P(k+1)), 
hipótesis inductiva (débil) a P(k) y tesis inductiva (débil) a P(k +1). 


Ejemplo 354 
Demostremos que Vn € N,2" >n. 


Cfr. [151]: $ 3.3 Inducción matemática, ejemplo 2 (p. 225). 


Resolución. Notando «2n > n» por P(n), lo que nos proponemos es demostrar que 


Vn E N, P(n). Para ello, apliquemos el teorema 16.0 (p. 717 de esta edición): 
Caso base (ID¿).— Sin = 0,2% =1 > 0, por lo que P(0) es cierta. 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k +1), esto es, supongamos que 
2 > k y demostremos 2! > k + 13como 2 =2-2 > 2-k=k+k> k+1,se 
tiene P(k +1). 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces del 
teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) de inducción débil se sigue lo buscado, a saber, que 
VneN,2” >n. 


Ejemplo 355 Cardinal del conjunto potencia 


Demostremos que si |X| = n, entonces [24] =2". 
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Resolución. Notando «|X| = n = |2%| = 2”» por P(n), lo que nos proponemos es 


demostrar que Vn E N, P(n). Para ello, apliquemos el teorema 16.0 (p. 717 de esta edición): 


Caso base (ID). —Sin = 0, X = Py 2% = (0) (el único subconjunto de f es f), por lo que 


[2%] =1= 22 y por tanto, P(0) es cierta. 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k +1), esto es, supongamos que 
para todo conjunto con n = k elementos, su conjunto potencia tenga 2 elementos; para 
ello, consideremos un conjunto X con n = k +1 elementos; quitémosle uno, llamémoslo 
x, entonces el conjunto restante X Y [x) tiene k elementos y su conjunto potencia 2%; 
estos 2 elementos son todos los subconjuntos de X que no contienen a x; el número de 
subconjuntos de X que contienen a x es fácil hallarlo, son todos aquéllos subconjuntos de 
X que no contienen a x, introduciendo x en ellos, o sea, también 2*; por tanto, 27 tiene 


2 + 2 = 2(2*) = 2 + elementos, esto es, se tiene P(k + 1). 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces del 
teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) de inducción débil se sigue lo buscado, a saber, que 
(Vn € N)(|X] =n > |24] =2"). 


Teorema 16.1 (Inducción débil para NA [0)) 


Se satisface: 


IDA 220 
ID, = (Vk € NV foH(P(k) > P(k +1); 
ID, AID, + Yn EN [o], P(n). 


Que en formato de regla se expresa así: 


PD  (VkeNY fop(P(k) — P(k +1)) 
Vn EN fo), P(n) 


Ejemplo 356 
Demostrenos que e O O 


Cfr. [151]: $ 3.3 Inducción matemática, ejemplo 1 (p. 224). 


Resolución. Notando<1+3+5+...+(2n—1) = n?» por P(n), lo que nos proponemos 


es demostrar que Vn € Z*, P(n). Para ello, apliquemos el teorema 16.1 (p. 718 de esta edición): 
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Caso base (ID,).— Si n = 1, entonces 1 = 1?, de donde P(1) es cierta. 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k +1), esto es, supongamos que 
14+3+...+ (2k — 1) = k? y demostremos que1+3+...+(2(k +1) — 1) = (k +1); 
enefecto,14+3+...+(2k-—1)+(2(k+1) —1) =k?*+ (2(k +1) —1) = (k +1), esto 
es, P(k +1). 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces del 
teorema 16.1 (p. 718 de esta edición) de inducción débil se sigue lo buscado, a saber, que 
VneZ*,1+3+5+...+(Qn-1)=0?. 


Ejemplo 357 


El conjunto de todas las potencias positivas de 2 y el conjunto de todos los múltiplos 


positivos de 3 son disjuntos. 


Resolución. Hagamos la traducción inversa. Debemos demostrar que si A = [x : x > 
OoMAk EN x=2)yB=41(x:x>o0nAMJ3k EN, x = 3k), entonces AN B = (. Notando 
«Vp, q € Z*,2P + 3q» por P(p), debemos demostrar que Vp € Z*, P(p). Hagámoslo por 
inducción débil sobre p (cfr. infra teorema 16.1 [p. 718 de esta edición)): 


Caso base (ID,).— Analicemos uno o más casos básicos: si p = 1, entonces Vq € Z*,2* + 3q 
(el único q posible sería 2/3 £ Z*); similarmente, si p = 2, entonces Vg € Z*,2? + 3q 
(el único q posible sería 4/3 € Z*), por lo que P(1) es cierta. 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k +1), esto es, supongamos que 
Vq E Z+,2P $ 3q (la hipótesis inductiva [HI]) y demostremos que Vqg € Z+,2P* 4 3q 
(la tesis inductiva [TI]); razonemos por contraposición: supongamos que TI no es cierta, esto 
es, que lg! € Z* tal que 2P** = 3q', de aquí, q' debe ser múltiplo de 2 (al no serlo 3) y, 
además, 2? = 3q'/2,es decir, 2P = 3k (con k € Z7), porlo que Jq(= k) € Z*,2P = 3q, 
es decir, HI es falsa. 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces del 
teorema 16.1 (p. 718 de esta edición) de inducción débil se sigue lo buscado, a saber, que 
Vp,q EZ*,2P +39. 
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Teorema 16.2 (Inducción débil para NA [0,1,2,...,m)) 


Se satisface: 


ID. S P(m +1); 
ID,S (VkeN1fo,1,2,..., mp(P(k) > P(k +1)); 
IDSATD. E Une Noa le 


Que en formato de regla se expresa así: 


Pm+D  (VkeNYfo,1,2,...,mp(P(k) => P(k +1)) 
Vn eN fo,1,2,...,m), P(n) 


Ejemplo 358 


Demostremos que Vn € NA [o,1,2,3), n? > 3n. 


Resolución. Notando «n? > 3n» por P(n), lo que nos proponemos es demostrar que 
Yn ENYA fo, 1,2,3), P(n). Para ello, apliquemos el teorema 16.2 (p. 720 de esta edición): 


Caso base (ID,).— Si n = 4, entonces 42 = 16 > 12 = 3 - 4, por lo que P(4) es verdadera. 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k +1), esto es, supongamos que 
P(k) 
k? > 3- kydemostremos (k +1)? > 3-(k+1);en efecto, como (k+1)? = k*+2k+1 > 
Kk>4 
BK+2k+1 > 3k+8+1>3k+3=3-:(k+1); 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces del 
teorema 16.2 (p. 720 de esta edición) de inducción débil se sigue lo buscado, a saber, que 
Vn eN fo, 1,2,3),n? > 3n. 


Ejemplo 359 


Si sólo se dispone de sellos de 3 céntimos y de 5 céntimos, es posible formar cual- 
quier franqueo de 8 o más céntimos. 


[EFO 20.5.2022.:4], [EFE 7.7.2021:3]. Cfr. [122]: $ 10.2 Proofs by Strong Induction, Proposición (pp. 187-188). 


Resolución. Formalmente, tenemos que demostrar que Vn € NA [0,1,...,7), P(n), 
donde P(n) es la afirmación «puede formarse un franqueo de n céntimos sólo con sellos de 3 y 


de s céntimos». Para ello, apliquemos el teorema 16.2 (p. 720 de esta edición) (inducción débil): 
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Caso base (ID,).— En la base de la inducción, analizamos la veracidad de cuantos casos, en 
número finito, estimemos oportunos:8=1:-3+1:5,9=3:3+0:5,10=0:3+2:5, 
11=2-:3+1:5,12=4:3+0-:5,etc. 


Paso inductivo (ID,).— En la inducción propiamente, hemos de asegurar la exhaustividad de 
la lista de posibilidades. Lo aseguramos haciendo una partición en una situación y su 


contraria. Así, en un franqueo mayor o igual de 8 cts. con sellos de 3 y 5 cts. puede ocurrir: 
I. que al menos incluya un sello de 3 cts. y al menos un sello de 5 cts., o 


II. lo contrario, esto es, que no incluya ningún sello de 3 cts. o que no incluya ningún 
sello de 5 cts., distinguiéndose en este caso sólo dos situaciones [por definición de 
la disyunción y porque no puede suceder a la vez que no incluya de 3 ni de 5 cts., so 


pena de no existir franqueo formado sólo con sellos de 3 y 5 cts.]: 


o. queno incluya de 3 cts. —por lo que al menos incluye dos de 5 cts. [como míni- 


mo el franqueo es de 10 cts.]—; 


1. que noincluya de 5 cts. —por lo que al menos hay tres de 3 cts. [como mínimo 


el franqueo es de 9 cts.]J— 


Demostrar que se satisface el paso inductivo de la inducción débil no es difícil; en las 


posibilidades anteriores: 


I.. sial menos incluye un sello de 3 cts. y al menos un sello de 5 cts., se sustituye uno de 
3 cts. y uno de 5 cts. —un total de 8 cts.— por tres de 3 cts. —un total de 9 cts.—; 


II. sino incluye ningún sello de 3 cts. o no incluye ningún sello de 5 cts.: 
O. se sustituye uno de 5 cts. por dos de 3 cts. —un total de 6 cts.—; 


1.  sesustituyen tres de 3 cts. —un total de 9 cts.— por dos de 5 cts. —un total de 


10 Cts.—. 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces del 


teorema 16.2 (p. 720 de esta edición) de inducción débil se sigue lo buscado, a saber, que 


Vn e NY [o,1,...,7) se satisface la afirmación P(n). 


Observación16.0.0.— Para saber más, pudiésemos consultar, por ejemplo, el artículo Problema 
de la moneda, en la Wikipedia en español? y leer en él cómo dados dos enteros positivos x e y, el 
mayor número no representable por una combinación lineal de coeficientes no negativos ax + by 


esxy—=xX-—y. 


2 Vid. https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de la_moneda. 
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Por ejemplo, con x = 3e y = 5 (ejemplo anterior), el mayor número no representable es 
3:5-3-5=7,en otras palabras, a partir de 8 (incluido) sí es posible; por poner otro ejemplo, siendo 
x=4€ey =5,el mayor número no representable es 4-5 —4— 5 = 11, en otras palabras, a partir de 


12 (incluido) sí es posible. 


$ 16.1 Inducción fuerte 


Teorema 16.3 (Inducción fuerte para N) 


Se satisface: 


TES = PlO!); 
TE, = (Vk EN(PDAPDA...AP(k) > P(k+1)); 
IFQ AIF, FVneN,P(n). 


Que en formato de regla se expresa así: 


Plo) (VWVENI(P(9AP(D)A...AP(k) => P(k+1)) 
Vn EN, P(n) 


Se conoce como caso base (IF¿) a P(0), paso inductivo fuerte (IF) a (Vk € N)(P(O) AP(DA...A 
P(k) = P(k+1)), hipótesis inductiva fuerte a P[(0) AP(1) A... AP(k) y tesis inductiva fuerte a P(k-+1). 


La inducción fuerte también es válida en los casos comentados anteriormente, esto es, para NA 


[o) y paraNY [o,1,2,..., m). Un ejemplo de este último, el siguiente. 
Ejemplo 360 


Demostremos que «n € NA [o, 1) es o bien un número primo, o bien un producto 


de dos o más números primos». 


Cfr. [151]: $ 3.3 Inducción matemática, ejemplo 14 (pp. 232-233). 


Resolución. Siendo P(n) <= «n es o bien un número primo, o bien un producto de dos o 
más números primos», lo que nos proponemos es demostrar que Yn € NA [o,1), P(n). Para 


ello, apliquemos el teorema 16.3 (p. 722 de esta edición) inducción fuerte): 
Caso base (IF¿).— Como 2 es primo, P(2) es verdadera. 


Paso inductivo fuerte (IF,).— Supongamos P(o), P(1), ..., P(k) y demostremos P(k + 1), 


esto es, supongamos que dado k € N, todo r < keso bien primo, o bien producto 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


723 16. Lógica inductiva 


de dos o más primos; ¿qué pasa con k + 1?; k + 1 puede ser primo o no serlo; si lo es, 
ya está demostrada la validez del paso inductivo fuerte; si no lo es, Jr,s < k tales que 
k+1= r-s(rysno pueden ser mayores que k, pues si uno fuese k +1, el otro sería 1, pero 
suponemos que n > 2; por la hipótesis fuertemente inductiva, r es primo o producto de 
primos y también s, de donde k + 1es producto de dos o más primos. 


Conclusión (IF, A 1F,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo fuerte, entonces 
del teorema 16.3 (p. 722 de esta edición) de inducción fuerte se sigue lo buscado, a saber, 
que Vn € NA [0,1], P(n). 


Ejemplo 361 


Si sólo se dispone de sellos de 3 céntimos y de 5 céntimos, es posible formar cual- 


quier franqueo de 8 o más céntimos. 


[EFO 20.5.2022.:4], [EFE 7.7.2021:3]. Cfr. [122]: $ 10.2 Proofs by Strong Induction, Proposición (pp. 187-188). 


Resolución. Siendo P(n) = «puede formarse un franqueo de n céntimos sólo con sellos 
de 3 y de 5 céntimos», lo que nos proponemos es demostrar que Vn € NY [0o,1,...,7),P(n). 
Para ello, apliquemos el teorema 16.3 (p. 722 de esta edición) inducción fuerte): 


Caso base (IF.).— El paso base de la inducción fuerte es común con la inducción débil y éste 
lo analizamos en el ejemplo 359 (p. 720 de esta edición). 


Paso inductivo fuerte (IF,).— Sea k > 10 y supongamos que Vm € N,con8 < m < k,es 
posible formar un franqueo de m cts. sólo con sellos de 3 y 5 cts., esto es, supongamos 
ciertas P(8), P(9),..., P(k). Dado k, basta entonces añadir un sello de 3 cts. al franqueo 


de k — 2 cts. [que por ser k > 10, k — 2 > 8] para obtener un franqueo de k + 1cts. 


Conclusión (IF¿ A IF,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo fuerte, entonces 


del teorema 16.3 (p. 722 de esta edición) de inducción fuerte se sigue lo buscado, a saber, 


queVn e NY [(0,1,...,7) se satisface la afirmación P(n). 


Actividad 16.0 


Demostremos que Vn € Z*,12|(n*— n?). 


Vid. [122]: $ 10.2 Proofs by Strong Induction, Proposición (p. 188). 
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$ 16.2 Inducción en un conjunto bien ordenado 


Realmente, los métodos de demostración por inducción son válidos para cualquier conjunto nu- 
merable S que esté bien ordenado, con un primer elemento no y la localización del siguiente elemen- 
to se base en la existencia de una función siguiente o sucesor s(k) (recordemos la considerada por 
PEANO). 


Teorema 16.4 (Inducción débil para un conjunto bien ordenado) 


Se satisface: 
Plno)  (Vk>n,(P(k) = ENS) 


Yn E S,P(n) 


Teorema 16.5 (Inducción fuerte para un conjunto bien ordenado) 


Se satisface: 


PIB) (NE = MI NPIRIAS ARI) Plis) 
Yn € S,P(n) 


Ejemplo 362 


¿Cómo procederíamos si quisisiésemos demostrar por inducción una propiedad 


para todos los pares positivos? 


Resolución. Tendríamos que tener en cuenta la siguiente particularidad: si S es el con- 
junto de los pares positivos, el primer elemento n, = 2 y la función siguiente es s(k) = k + 2; 


es decir, s(2) =2+2 = 4,Ss(4) =4+2 = 6, y así sucesivamente. 


$ 16.3 Inducción estructural 


$ 16.3.0 Conjunto inductivo 


SenA+0,BCA,B+0y 
K =(f7 : A" — Atalque(i ne lxJ), 


con !,J 4 M,J] C Z*, no siendo necesariamente todas las f de K de la misma aridad. 


Definición 16.0.— Decimos que Y C Aes inductivo sobre B para —o respecto de— K si, y sólo si, 
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. BCcYy 
= VfEK VWuEY”,f(u) € Y (Y es cerrado para K). 


Llamamos al conjunto B, la base y a K el conjunto de constructores. 
Ejemplo 363 


Demostremos que N es inductivo sobre B = [0) para K = [sig) donde sig : 


N —> N (aridad 1) está definida por sig(n) = n+1. 


Resolución. En efecto, B= [o) € Y =NyYn EN, sig(n) =n+1. 


Ejemplo 364 


Sea el alfabeto )_ = [ si, entonces, si no, fsi, mientras, hacer, fmientras, ;, ., —, (,), suc, pred, 
X,1,0,1,2,...,9,<, >,= ). Un programa mientras es cualquier hilera finita de símbolos 
de ) que satisface un conjunto determinado de reglas sintácticas. El conjunto de todos los 


programas mientras, PM, es inductivo sobre ASIG para K', donde 


=  ASIG=(x< ttalquex € Vars A t € Terms), y 
=  K= ([;,sientonces si no fsi, mientras hacer fmientras ). 


y «y» denota concatenación. 


Actividad 16.1 
Demostremos el ejemplo anterior (no es difícil demostrar que todos los constructores producen 


programas mientras). 


$ 16.3.1 Clausura o cierre inductivo de B para K 


Definición 16.1.—  Designada por B*, la clausura inductiva (o sinónimamente, cierre inductivo) es la 


intersección de todos los conjuntos inductivos sobre B para K'; en realidad, el menor de todos ellos. 


Una definición constructiva es B* = |) B,, estando la sucesión creciente [B,)nen definida por 
neN 


Bra =B¡U[Fm:feKnApeB"). 
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Ejemplo 365 


N es clausura inductiva de B = [0) para K = [sig). 


Resolución. 


Bs =01, 
B, = [0J U [sig(o)) = [o, sig(o)), 
B, = (o, sig(o)j U [sig(o), sig(sig(o))) = fo, sig(o), sig(sig(o))), 


B* =([0)* = (o, sig(o), sig(sig(o)), sig(sig(siglo)))....) 
=N 


$ 16.3.2 Clausura libremente generada 


Definición 16.2.— Decimos que la clausura inductiva, B*, es libremente generada si, y sólo si, se 
satisface: 


O. todo constructor genera elementos distintos, a partir de elementos distintos. O sea, todo cons- 
tructor, f : A” —> A, es inyectivo (en realidad, su restricción f : (B+*)” — B*); 


1. constructores distintos generan elementos distintos, es decir, Vf : A” — A,Vg : A” — A, 
£((B5”) n g((B*)”) =0; 


2. ningún constructor genera elementos del conjunto base, esto es, Vf € K, Vu € (B*)”,f(u) € 
BFXNB. 


De manera equivalente (y más abreviada), B* es libremente generada si, y sólo si, 
(Vx € BP) ((x € B)Y (Alf € K Ay € (BP,x = f(p))). 
Ejemplo 366 


N es una clausura inductiva libremente generada. 


Resolución. En efecto, Vn € [fo)* = N, o bien n € fo) o bien 3!1f = sig € K,3lyu = 
n—-1€ ([op*) =N, n = sigí(p). 
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Actividad 16.2 
Demostremos que PM, esto es, ASIG* (cfr. supra ejemplo 364 [p. 725 de esta edición]) es libre- 


mente generada. 


$ 16.3.3 Principio de inducción estructural 


Teorema 16.6 (Principio de inducción estructural) 


Sea B* la clausura inductiva de B respecto de K y P una propiedad relativa a B*, entonces: 


Vbe B,Pb Vie K, Vue (B*”,Pu> Pf(p) 
Vx E B*,Px 


donde Puy = PX, APx,A ++ A Px,_,, siendo n la aridad de f. 


Ejemplo 367 Verificación de la terminación de un segmento de programa 


Demostremos que el siguiente segmento de programa termina. Utilicemos para 
ello la inducción estructural. 
mientras 1 >A hacer 


dec(n,2); 
fin 


Resolución. En primer lugar, hablemos sobre la verificación de la terminación de un seg- 
mento de programa, en realidad, un segmento iterativo. Así, sin saber más sobre un segmento 
de programa, no tenemos datos suficientes para conocer la base, por lo que la igualamos a la 
entrada, B = [no]. Para cada entrada n, se define la clausura inductiva, B*(no). En principio, 
habrá, por tanto, tantas bases y clausuras inductivas como el dominio que imponga la restric- 
ción sobre los tipos de datos n y A, es decir, si éstos son naturales, pues un número numerable 
de ellos. No obstante, observemos que la demostración que hacemos es independiente de la 


entrada. 


En este ejemplo, identificamos el constructor f(n) = n — 2, y B*(n.) = 
[no,f(no) =Nno.—2,f*(no) =No—4,...). Demostremos, por inducción estructural, que 
Yn € B*(n,), Pn, donde mediante el predicado monádico P: 


Pn=3IkEN, F(n) < A, 


expresamos la terminación del bucle mientras. 
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Para el único elemento de la base, n,, es claro que existe un k € N tal que fk(n,.) < A 
y, por tanto, el segmento de programa termina (si ny < A, entonces, k =0y sino = A+ p, 
entonces, k = [p/2]). Sea m € Z*;supongamos que se satisface para n¿—2m y demostremos 
que también es cierto para f(n, — 2m) = no, — 2(m + 1). En efecto, si para ny, — 21m existe un 
k € Ntal que fk(n, —2m) < A, entonces, para no — 2(m +1) basta coger k” = k — 1, siempre 
que k > 1, es decir, cuando ny > A. 


Ni qué decir tiene que en este proceso es posible sustituir los predicados de terminación 
por predicados de verificación de la corrección parcial, o incluso reforzar los de terminación, 


de manera que solucionemos el problema de la corrección total. 


$ 16.4 Inducción bien fundada (noetheriana) 


$ 16.4.0 Conjunto bien fundado 


Sea un conjunto no vacío C y una relación diádica <, definida en él. Si < es un orden parcial 
estricto en C, decimos que C es un conjunto bien fundado (c.b.f.) para <, si no contiene sucesiones 


decrecientes infinitas. 


Observación 16.4.0.— Por si hubiera lugar a confusión, debemos comentar que existen varias di- 
ferencias entre conjuntos bien fundados y conjuntos bien ordenados. Recordemos que decimos 
que un orden <, es bueno para un conjunto C, precisamente si todo subconjunto de C tiene pri- 
mer elemento para el orden <. Para empezar, la relación < es de orden (reflexiva, antisimétrica y 
transitiva), obligada, por ejemplo, a ser reflexiva, para tener así sentido la definición de buen orden 
con conjuntos unitarios, y por ejemplo, a ser total, para que tengan mínimo todos los conjuntos de 
dos elementos. Es decir, que todo orden bueno es total. Si un conjunto está bien ordenado por <, 
entonces está bien fundado por su orden irreflexivo asociado, <. Pero el recíproco, no es cierto: del 


carácter parcial de < es imposible deducir el carácter total de <. 
Ejemplo 368 
Los siguientes conjuntos parcialmente ordenados son conjuntos bien fundados. 
o.  (N;<), siendo < el orden parcial estricto habitual; 
1. (2% <10ng); 
Los siguientes conjuntos parcialmente ordenados no son conjuntos bien fundados. 


o.  (Z;<), siendo < el orden parcial estricto habitual; 
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1. ((Yn:n € N);<), siendo < el orden parcial estricto habitual en los racionales (precisa- 
mente el mismo conjunto es una sucesión estrictamente decreciente infinita). 


$ 16.4.1 Inducción de un orden bien fundado 


Teorema 16.7 (Orden bien fundado inducido) 


Sean (D,, <,) un conjunto bien fundado y f : D, — D, una aplicación. Definamos: 


Va,bE€D,a=<,b:=f(a) <, f(b) 


entonces, D, es un conjunto bien fundado con respecto a <;. 


Observación 16.4.1.— Debido a este teorema, podremos definir N x N como conjunto bien fun- 


dado para ciertos órdenes parciales estrictos; algunos ejemplos son: 
o. (m,n)=<(m,n):=mw<m;, 


Lo (Mn)=<,(mn:=.mr+r<mz+n; 


2. (m,n) <jx (m,n) :=(m< m) V (m= m An < mn) (lexicográfico). 


Ejemplo 369 


Verifiquemos la terminación del segmento de programa del ejemplo 367 (p. 727 de 
esta edición) utilizando órdenes bien fundados. 


Resolución. Para verificar la terminación de una iteración (segmento S), utilizamos el 
teorema 16.7 para inducir un orden bien fundado en el dominio de la iteración, Ds (producto 
cartesiano de los dominios de sus variables). Llamamos función terminadora (o sinónimamen- 
te, función limitadora) a esa t : Dg —> N”. Debemos demostrar que t(Ds) C N” y que el valor 
en cada iteración es cada vez menor, según <s, esto es, que Vu € Ds,o(u) <s p, lo que 
equivale, por definición de <s, a que Vu E Ds, t(0(u)) <s t(p). 


Si P es una precondición del bucle, lo anterior queda, en el caso particular de n = 1, 
Vu € Ds, 


Pu = t(1) > 0, 
Pu => t(0(u)) < t(u). 
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Para el segmento de programa del ejemplo 367 (p. 727 de esta edición), observamos que es 
posible elegir como función terminadora t(n) = n— A. El resultado de una iteración, d(n) = 


n — 2. La precondición del bucle viene dada por su guarda, Pn = n > A, que implica, por un 


lado, que n — A > Oy, por otro, que t(o(n)) =t(n—2)=(n-—2)-A<t(n) =n-A. 


Sea C un conjunto bien fundado respecto de <. Decimos que m € C es un elemento minimal en 
C respecto de < precisamente si no tiene predecesores según <, esto es, si, y sólo si, no existe ningún 


elemento x de C, tal que x < m. Cuando el elemento minimal es único, lo llamamos elemento mínimo. 


$ 16.4.2 Principio de inducción bien fundada 


Teorema 16.8 (Inducción en un conjunto bien fundado) 
Sea C un conjunto bien fundado respecto de < y P un predicado monádico con argumento un 
elemento de C. Se satisface que todo elemento minimal en C satisface P y si dado cualquier 


elemento no minimal x de C es cierto que todos los elementos anteriores a él satisfacen P, 


entonces x también satisface P; esto es, 


(Vx € C)((x es minimal > P(x)) A (x no es minimal > ((Wy € Oy < x => P(y)) => PC))) 
Vx E C,P(x) 


También se le conoce como principio de inducción noetheriana (de Emmy NOETHER) o principio de 


inducción completa/extensa en conjuntos bien fundados. 


Ejemplo 370 


Demostremos que todas las palabras tienen longitud no negativa. 


Resolución. La relación «ser subpalabra estricta de» es de orden parcial estricto en el con- 
junto de todas las palabras de un alfabeto, siendo además este conjunto bien fundado respecto 
de dicho orden por ser la palabra vacía el elemento mínimo de este conjunto respecto a dicha 


relación. 


Definimos la longitud de una palabra como el número de letras que tiene. La longitud de 


una subpalabra y de otra x es menor o igual que la de esta última. 


Existe un elemento minimal, a saber, la palabra vacía, que tiene longitud o, esto es, una 


longitud no negativa. 


Dada una palabra no vacía, suponiendo que todas sus subpalabras tienen longitud no ne- 


gativa, por la propiedad anterior la palabra tiene también longitud no negativa. 
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Por tanto, por inducción bien fundada, todas las palabras tienen longitud no negativa. 


Ejemplo 371 


Verifiquemos la terminación del segmento de programa del ejemplo 367 (p. 727 de 
esta edición) utilizando inducción bien fundada. 


Resolución. Consideremos el conjunto C = [4A+1,4+2,A>+3,A+4,...) y el orden 
parcial estricto habitual en los naturales, <. Sea P el predicado de terminación definido por 
Px =3k E N, x — 2k < A. Vemos que claramente es cierto, de hecho ni siquiera hace falta 
inducción, pues dado x, basta elegir k > | (x — A)/2]. 


El caso base de la inducción bien fundada consiste en verificar la validez de P(A + 1), 
lo que es trivial, pues k = 1. El paso inductivo, también es trivial, pues si para todo y < x, 
3k, € N, y — 2ky < A, entonces, para x = y +1, basta coger k, = máx([k, : y <x)+2. 


Claro que también podíamos haber razonado como anteriormente y coger un conjunto 
bien fundado para cada entrada, C(n¿) = [No, No — 2,No— 4,.. .). No obstante aquí el ra- 
zonamiento es más peregrino, pues hemos de localizar un elemento minimal, que claramente 


sabemos que será A+ 10 A + 2, dependiendo de los valores de n, y de A; eso, siempre que el 


orden sea el habitual. 


$ 16.5 Propuesta de actividades 


Actividad 16.3 


n(n+1m(2n+1 
Demostremos por inducción que Vn € Z,P +22+...+n?*= Mn (Ai) Ñ 


6 


Actividad 16.4 

Una demostración clásica, de que todos los números enteros positivos son iguales, o sea, que 
sólo hay un número entero positivo, es la siguiente: Sea A(n) < «en cualquier conjunto de n 
números enteros positivos, todos ellos son iguales». Demostremos, por inducción débil, que, 
Vn € Z*, A(n). Sin = 1, A(1) = «en cualquier conjunto unitario de números naturales, todos 
son iguales», es, evidentemente, cierto. Suponemos cierto A(k) y demostramos A(k +1): note- 
mos por P cualquier conjunto de k + 1 números naturales; quitemos uno de ellos, por ejemplo, 
po; en el conjunto PA [po], al contener k números, todos ellos son iguales (por hipótesis de 


inducción); pongamos de nuevo a p, en el conjunto y quitemos otro número distinto, digamos 
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p,; en el conjunto PA [p,), al contener k números, todos ellos son iguales (lo que implica que 
po es igual a todos los de PA [poY). De este modo, hemos demostrado que A(k) > A(k + 1). 
Así que por inducción débil, es cierto, que, Vn € Z*, A(n). ¿O no? 


Actividad 16.5 
Algunas personas afirman que en cualquier conjunto finito de bolas de colores, todas ellas tie- 
nen el mismo color. Dicen que lo han demostrado. Pero en realidad es una mala utilización de 
la inducción débil. A continuación, su «demostración». ¿Somos capaces de encontrar el error? 
Sea P(n) la afirmación «En cualquier conjunto de bolas de colores, todas ellas 
tienen el mismo color». P(1) es evidente, pues con una sola bola, todas ellas tienen 
el mismo color. Supongamos ahora P(k) (la hipótesis inductiva), esto es, que en 
cualquier conjunto de k bolas, todas tienen el mismo color. Sea A un conjunto de 
k +1 bolas. Quitemos una de las bolas del conjunto, digamos, a,. Por la hipótesis 
de inducción, todas las bolas de Al [a,) tienen el mismo color. Ahora devolvamos 
a, a A y quitemos una bola distinta, digamos, a,. Las bolas restantes en A, todas 
tienen el mismo color, de nuevo por la hipótesis inductiva. Aún más, ya ha sido 
demostrado que a, tiene el mismo color que las k bolas de Alf a,). Por tanto, todas 
las k +1 bolas tienen el mismo color. Así hemos establecido que P(k) > P(k+1). 
Hemos demostrado que se satisfacen el paso base y el paso inductivo. Finalmente, 
aplicando el principio de inducción débil, se sigue que en cualquier cojunto finito 
de bolas de colores, no importa lo grande que sea, todas las bolas tienen el mismo 


color. 


Cfr. [189]: $ 3.7 Mathematical Induction, ejemplo 5 (pp. 132-134). 
Cfr. qq. [151]: $ 3.3 Inducción matemática, problema 51 (pp. 237-238). 


Una vez descubierto el error de la demostración en las actividades anteriores, podremos pensar 


en diferentes versiones de la misma; la siguiente actividad es un ejemplo de ello. 


Actividad 16.6 
Definamos el máximo entre x, y € N, como máx(x, y) = x(six > y) y máx(x,y) = y 


(six < y). Consideremos el predicado A(n) <= (Vx)(Vy)(si máx(x, y) = n, entonces x = 
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y). Veamos: A(o) es trivialmente cierto. Supongamos que se satisface A(k) y demostremos 
A(k +1);sea máx(x, y) = k+1yseanx_=x-—1,ey_=y-—1, por lo que máx(x_, y_) = ky 
por hipótesis inductiva, x_ = y_, de donde x =x_+1= y_+1= y.Portanto, por inducción 
débil, es cierto, que, Vn € N, A(n). 


Actividad 16.7 

Utilicemos inducción para demostrar que n? — n es divisible por 3 siempre que n sea un entero 
positivo. (Observemos que éste es el enunciado con p = 3 del Teorema Pequeño de Fermat 
—cfr. infra teorema 18.88 (p. 902 de esta edición) —). 


Cfr. [151]: $ 3.3 Inducción matemática, ejemplo 3 (p. 225). 


Actividad 16.8 
Utilicemos inducción débil para demostrar que 7"*?4-82"* es divisible por 57 para todo número 
entero no negativo n. 


Cfr. [152]: $ 5.1 Mathematical Induction, ejemplo 9 (p. 322). 


Actividad 16.9 

Recordemos que es posible definir el conjunto de fórmulas bien construidas formadas con va- 
riables proposicionales (fórmulas bien formadas), operadores lógicos del conjunto (>, A, V, > 
, >) y los valores V y F. Demostremos por inducción estructural que en toda fórmula bien 
construida, hay el mismo número de paréntesis izquierdos que derechos. 


Cfr. [151]: $ 3.4 Definiciones recursivas e inducción estructural, ejemplos 13 (p. 249) y 10 (p. 245). 


Actividad 16.10 

Sea un montón de n piedras que subdividimos en n montones de una sola piedra cada uno, 
dividiendo sucesivamente cada montón de piedras en dos más pequeños. Cada vez que divi- 
dimos un montón, anotamos el producto de los números de piedras en cada uno de los dos 
nuevos montones. Por ejemplo, tras dividir un montón en dos, digamos, uno con r piedras y 
el otro con s piedras, anotamos el producto r - s. Demostremos, a ser posible por inducción 
fuerte, que independientemente de cómo dividamos los montones, la suma de los productos 
anotados es n(n — 1)/2. 


Cfr. [151]: problema 40 (p. 237). 
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Actividad 16.11 
Ahora, en vez de calcular el producto r - s, calculemos (r - s) - (r + s). De manera similar a 
la actividad anterior, sumemos todos estos productos al final del proceso. Demostremos, a ser 


posible por inducción fuerte, que la suma de los productos es n(n? — 1) /3. 


Cfr. [190] (pp. 7-10). 


Actividad 16.12 
Utilicemos la inducción estructural para demostrar que h(T), el número de hojas de un árbol 
binario completo T, es uno más que ¡(1 ), el número de vértices internos de T. 


Cfr. [151]: problema 44 (p. 254). 


Actividad 16.13 

Imaginemos una isla donde 100 personas, todas poseedoras de una lógica perfecta, son encar- 
celadas por un dictador loco. No hay escape, salvo una regla extraña. Cualquier persona pri- 
sionera puede acercarse a los guardias por la noche y pedirle salir. Si tienen ojos verdes, serán 
liberadas. Si no, las lanzarán al volcán. Casualmente, las 100 personas prisioneras tienen ojos 
verdes, pero han vivido allí desde que nacieron, y el dictador se ha asegurado de que no sepan 
el color de sus ojos. No hay superficies reflectantes, toda el agua está en recipientes opacos, y, 
más importante, no se les permite comunicarse entre ellas. Aunque se ven durante el recuento 
de cada mañana. Sin embargo, todas estas personas saben que ninguna se arriesgaría a salir 
sin estar absolutamente segura del éxito. Tras mucha presión por parte de diversos grupos de 
derechos humanos, el dictador acepta a regañadientes que visitemos la isla y hablemos con las 
personas prisioneras con las siguientes condiciones: sólo se puede hacer una declaración, y no 
nos está permitido darles nueva información. 

¿Qué podríamos decir para ayudar a liberar a las personas prisioneras sin desatar la ira del 
dictador? Después de mucho pensarlo les decimos: «Por lo menos una persona entre ustedes 
tiene los ojos verdes». El dictador sospecha pero se calma al pensar que esta declaración no ha 
cambiado nada. Nos vamos y la vida en la isla parece continuar como antes. Pero 100 mañanas 
más tarde, no queda ninguna persona prisionera, ya que todas pidieron salir la noche anterior. 


¿Cómo superamos en ingenio al dictador? 


Cfr. http://www.yousubtitles.com. Es posible ver un vídeo sobre este problema (el audio está en inglés pe- 
ro los subtítulos están disponibles en 24 idiomas, incluyendo español e inglés): https://www.youtube.com/- 
watch?v=98TQvsIAtY8. La solución: mín. 1:53, justo cuando se ve un signo de interrogación blanco y gran- 
de con un fondo rojo. La solución se basa en conocimiento común (https://en.wikipedia.org/wiki/Com- 
mon knowledge (logic) e inducción. En TED(Ed), encontramos una lección (en inglés) sobre este problema: 
https://ed.ted.com/lessons/the-famously-difficult-green-eyed-logic-puzzle-alex-gendler. 
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La 


CAPITULO 


Lógica de estructuras 


¿Puede alguien pensar que porque seamos ingenieros, no nos preocupa la belleza o que no in- 
tentamos construir estructuras bellas, sólidas y permanentes? ¿No están las genuinas funciones 
de fuerza siempre en coordinación con condiciones no escritas de armonía? [...] Además, exis- 
te una atracción, un particular encanto en lo colosal al que las teorías ordinarias del arte no se 
aplican. 

(Alexandre Gustave EIFFEL, 1832-1923. 
En: Henry PETROSKI, Remaking the World: Adventures in Engineering, 1998, p. 173). 


Como decíamos al presentar la lógica de clases, la caracterización del modo de es- 
tar relacionadas las entidades de una colección, su organización interna a partir de 
los comportamientos —determinados por funciones— entre sus entidades, está en la 


esencia de la lógica de estructuras. 
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$ 17.0 Estructura algebraica 


Definición 17.0.— Decimos que un conjunto A + f posee una estructura algebraica, precisamente si 
sobre él se define un número finito de leyes de composición, internas o externas. Solemos decir que 
Aes el conjunto soporte (o sinónimamente, portador) de la estructura. 


Observación 17.0.0.— Podríamos comparar una estructura algebraica con el esqueleto humano, 
considerándolo como la estructura básica del cuerpo humano. Si en este momento nos compa- 
ramos, apreciaremos grandes diferencias entre las personas, pero si nos pudiésemos comparar 
dentro de 10,000 años, a primera vista nos veríamos prácticamente iguales. Aunque la apariencia 
externa sea diferente, la estructura interna es la misma. De igual forma, las estructuras matemá- 
ticas representan esta semejanza subyacente en situaciones que aparentemente son distintas. 
La utilidad de la formalización de las estructuras radica en la generalización resultante; a partir 
de tal formalización, se deducen unas propiedades, características comunes a todos los ejemplos 
de la misma estructura, que servirán para demostrar otros hechos (consecuencias). Estos nuevos 
hechos, se verificarán en cualquier caso particular de esa misma estructura. Si en el ejemplo del 
esqueleto decimos «la tibia y el peroné están unidos», no necesitaríamos confirmar de nuevo es- 
to en todas las personas, pues todas tienen la misma estructura. La idea es que una estructura 


matemática es una abstracción de propiedades comunes encontradas en diversas situaciones. 


$17.1 Magma 


Definición 17.1.— Sean un conjunto A + V yx : Ax A — Auna operación diádica en A. En tal 


caso, decimos que el par (A; x) es un magma (o sinónimamente, grupoide). 


Definición 17.2.— Sean (A; x) un magma y a € A. Decimos que a tiene potencia enésima en (A; x) 


n 


precisamente si (3x € A)(x = a x- ++ *x a). Decimos entonces que x es la potencia enésima de a en 
(A; *) y escribimos x = a”. 
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Definición 17.3.— Sean (A; 


n 


) un magma y a € A. Decimos que a tiene raíz enésima en A precisa- 


mente si (3x € A)(a = xx -- + * x). Decimos entonces que x es una raíz enésima de a en (4; x) y 


escribimos x = as (o sinónimamente, x = v/a). 


Ejemplo 372 


Sea la operación x x y = (x - y) mód 11, en el conjunto [0,1,2,...,10). ¿Cuáles 


son las potencias de 2? ¿Y las raíces de 2? 


Resolución. Se satisface: 


las potencias de 2.som:2*=:2,2%=4,1=8,2=5,P =10,2=39,22=7,2 =3, 
2 =06,2 =12 = 2, esto es, la secuencia1,2,4,8,5,10,9,7,3,6, repetida Una y 


otra vez; 


las raíces de 2 50n: 2 = 2, 4W/2,YV2=7, 4/2, 1/2, A/2,V/2=8,A4Y2, ÍW/2 =6, A47, 
Y2 =2,..., en definitiva, 9/2 = 2, 9/2 = 7, "9/2 = 8, **8/2 = 6 con n € N;el 
resto no existen. 


Ejemplo 373 


Sea N y la suma habitual. ¿Cuáles son las potencias de 2? ¿Y las raíces de 2? 


Resolución. Se satisface: 


las porencias dez som2=2.2=4, 2 =6,2=8B,P =10,2% =12,27 =14,2 = 16, 


22 =18,2 =20,2* =22,...,éstoes, 2” =2+> 1, siendo - el producto habitual entre 
naturales; 


las raíces de 2 son:/2 = 2, 1/2 =1, Ax/2 para n € N>,. 


$ 17.1.0 Elementos idempotentes y singulares 


Definición 17.4.— Sean (A; *x) un magma y a € A. Decimos que a es idempotente en A para x, p 


cisamente si a? = a. 


Definición 17.5.— Sean (A; *) un magma y s E A. Decimos que s es: 


a. 


re- 


singular (o sinónimamente, absorbente) por la izquierda en A para *, precisamente si 
(Va € A) (sx a =s); 
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b. singular (o sinónimamente, absorbente) por la derecha en A para *, precisamente si 
(Va € A) (ax*s= Ss); 


c. singular (o sinónimamente, absorbente) en A para x*, precisamente si lo es por la izquierda y por 
la derecha. 


Ejemplo 374 


o. Consideremos la interpretación (N; -): 
= constituye un modelo de magma; 
= existen dos elementos idempotentes: O y 1; 


= sólo existe un elemento absorbente: o. 


1. Las interpretaciones (N; +), (Z;+), (Z;—), (Z; -), (Q;+), (Q;—), (Q;-), (QA fo); /), 
(R; +), (R; —), (R; -), (RÁ fo]; /), (C; +), (C; —), (C; -) y (CA [(o, 0)]; /) son (modelos 


de) magmas. 


2. El par (N; —) no es un (modelo de) magma, ya que — no es una operación en N. Tampoco 
son (modelos de) magma ni (N; /) ni (Z; /) ni (Q; /) ni (R; /) ni (C; /). 


3. Cualquiera de los conjuntos N, Z, Q y R, con la operación diádica máximo, a x* b = 


máx(a, b), es un (modelo de) magma. 


4. La interpretación ([33, 77,99), *), estando * definida, Va, b € [33,77,99), por a * b = 
mecd(a, b), no es un (modelo de) magma. 


$ 17.111 Homomorfismo 


Definición 17.6.— Dados dos magmas (X; x) e (Y; o), decimos que una aplicación f : X — Y es 


un homomorfismo (o sinónimamente, morfismo), precisamente si Vx, y € X,f(xx* y) = f(x) of (y). 


Definición 17.7.— Dados dos magmas (X; x) e (Y; o), decimos que un homomorfismo f : X — Y 


es: 

a. un monomorfismo, precisamente si f es inyectiva; 
b. unepimorfismo, precisamente si f es sobreyectiva; 
c. un isomorfismo, precisamente si f es biyectiva; 

d. unendomorfismo, precisamente si X = Y y * =0; 


e. unautomorfismo, precisamente si f es endomorfismo e isomorfismo. 
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Teorema 17.0 


La composición de homomorfismos es un homomorfismo. 


Teorema 17.1 


Dados dos magmas (X;*) e (Y;o) y f : X —> Y un homomorfismo, se satisface que f(X), 
esto es, [y € Y : 31x € X, f(x) = y), es parte estable de (Y; 0). 


Definición 17.8.— Llamamos imagen homomorfa de (X; x) a la estructura algebraica (f(X); o). 


$ 17.2 Semigrupo (magma asociativo) 
Definición 17.9.— Sea (X;x*) un magma. Decimos que * es asociativa en X, precisamente si 


Vx,y zZ EX, 


(x*g)rz=x*(y*z), 


en cuyo caso decimos que (X; x) es un magma asociativo. 
Definición 17.10.— Decimos que (X; *) es un semigrupo, precisamente si es un magma asociativo. 
Ejemplo 375 


O. Las siguientes interpretaciones constituyen (modelos de) semigrupos: (N; +), (N;-), 


1. Los (modelos de) magmas (Z;—), (Q; —), (R; —) no son (modelos de) semigrupos, pues 
— noes asociativa en esos conjuntos (p. ej., —4 = (1-2) —3 4 1— (2—3) = 2). Tampoco 


son (modelos de) semigrupos los (modelos de) magmas (QA [o]; /) y (RÁ fo); /). 


2. Cualquiera de los conjuntos N, Z, Q y R, con la operación diádica máximo, a * b = 


máx(a, b), es un (modelo de) semigrupo. 


3. SeaA= ([o0,1,2) y la operación 


* O 1 

ol1 2 0 
1 o 1 
210 1 2 


entonces (4; x) es un (modelo de) semigrupo abeliano. 
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Ejemplo 376 


Sea (C; +) un semigrupo en el que se satisface (Vx, y € C(x+y=y+x=>x= 


y). Demostremos que todo c € C es idempotente, esto es, que C + C= C. 


[EFO 3.6.2019:2b]. 


Resolución. Que (C; +) sea un semigrupo significa que la ley de composición + es una 


operación asociativa en C, esto es, se satisface, Vc E C: 


c+cEc—c, (+ operación) 
c+lc+c)=(c+c)+c. (+ asociativa) (17.0) 


Tomando (17.0) (siendo x = ce y = c+ c)como el antecedente de la implicación que según el 


enunciado satisfacen los elementos de C, se tiene la igualdad buscada, a saber, c = c+c. 


Ejemplo 377 


Sea (C; +) un semigrupo abeliano. Sea R la relación diádica definida en C por 

(Vx, y EC) (xRy e x+y=y). 

o.  Estudiemos si R satisface las propiedades reflexiva, simétrica, antisimétrica, tran- 
sitiva y conexa y digamos qué tipo de relación es y por qué; 

1.  Proporcionemos un ejemplo de conjunto C y considerando R actuando en él, mos- 
tremos cuáles son las clases de equivalencia, las clases de tolerancia (vecindades) o 
dibujemos un diagrama de Hasse, dependiendo de que R sea una relación de equi- 


valencia, una relación de tolerancia o una relación de orden en C.. 


[EPF 14.5.2019:2a]. 


Resolución. 


O. Dados cualesquiera elementos x e y de C, 


I. R notiene por qué ser reflexiva pues es posible proporcionar un contraejemplo: si 
(C; +) es el semigrupo abeliano (Z*; +), entonces ningún elemento x satisface x + 


x = x, por lo que en realidad, R no sólo no es reflexiva en Z*, sino que es irreflexiva; 


II. Rtampoco tiene por qué ser simétrica, por ejemplo, consideremos el monoide abe- 
liano aditivo de los naturales, (N; +), se tiene que OR1 pues o +1 = O pero1Ro ya 


queli+o=0%+1; 
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III. R sí es antisimétrica; en efecto, sean cuales sean a,b € C, se tiene que aRb > 
a + b = bytambién que bRa > b+ a = a, por lo que, como + es conmutativa 


en C, se sigue que a = b; 


IV. R también es transitiva; así es, para cualesquiera a, b,c € C: 


aRb=a+b=b, (17.1) 
bReosb+c=c. (17.2) 
de donde: 
a+c=a+(b+c) (por (17.2)) 
=(a+b)+c (+ es asociativa) 
=b>+c (por (17.1)) 
=C, (por (17.2)) 


esto es, arc; 


V. sinembargo, R no es conexa (fuertemente completa), ya que, por ejemplo, en el se- 
migrupo abeliano (Z*;+),14+ 2 = 3 4 2y2+1= 3 + 1por lo que ni 1 está 
relacionado con 2 ni 2 está relacionado con 1. 


Observemos que R no es una relación de orden parcial estricto, pues no es irreflexiva para 
ciertos semigrupos abelianos (C; +) —aunque sílo es en (Z*; +), nolo es, por ejemplo, en 
(N; +) con + la suma habitual entre naturales, pues oRo—. Se trata pues de una relación 
diádica antisimétrica y transitiva y no necesariamente reflexiva ni irreflexiva (hasta donde 


yo sé no existe una denominación estándar para ellas). 


1. Si bien hemos demostrado que R no tiene por qué ser reflexiva mediante la provisión de 
un contraejemplo, es posible aportar un ejemplo de que sí puede serlo y por tanto que pue- 
de ser un orden: la relación de inclusión, C, en el conjunto potencia de un conjunto, es una 
relación de orden total. En efecto, consideremos un conjunto A, C = 21 y + la unión de 
conjuntos. Entonces, la relación del ejemplo queda definida por (VWX, Y € 24(XRY 
XU Y = Y), y en definitiva por (VX, Y € 22) (XRY e X C Y). Es decir, en el conjunto 
potencia de un conjunto, R coincide con la relación de inclusión. Pensemos entonces, por 
ejemplo, en que A sea un conjunto unitario, digamos A = [o], entonces C = (0, [0)) y 


su diagrama de Hasse es: 


toj 
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Recordemos, no obstante, que para poder construir el diagrama de Hasse de una rela- 
ción basta que ésta sea antisimétrica y transitiva (por ejemplo, la relación € de inclusión 


estricta de conjuntos). [E 


Teorema 17.2 


Si (X; *) es un semigrupo, entonces, el centro de X es parte estable de (X; x). 


$ 17.3 Magma alternativo 


Una propiedad menos fuerte (exige menos) que la asociatividad es la alternatividad. 


Definición 17.11 (Alternatividad).— Sea (X; x) un magma. Decimos que: 
= *xes alternativa por la izquierda en X S (Vx, y E X) ((xx*x)* y =xx* (xx* y)); 
= xes alternativa por la derechaen X= (Vx € X) (y x (xxx) = (y *x) * x); 


=  *<es alternativa en X <= * es alternativa por la izquierda y por la derecha en X. 


Teorema 17.3 


Todo semigrupo, es decir, todo magma asociativo, es un magma alternativo. 


El recíproco no es cierto. Por ejemplo, el álgebra de los octoniones? es alternativo pero no aso- 


clativo. 


$ 17.4 Monoide 


Definición 17.12.— Sean (X; x) un magma y e € X. Decimos que: 


= eeselelemento neutro (o sinónimamente, unidad o identidad) por la izquierda en X para x si, y sólo 
si, (Vx EX) (exx=x); 


e es el elemento neutro (o sinónimamente, unidad o identidad) por la derecha en X para x si, y sólo 
si, (Vx EX) (xx*e = x); 


e es el elemento neutro (o sinónimamente, unidad o identidad) en X para x si, y sólo si, lo es por la 


izquierda y por la derecha. 


Llamamos elementos no triviales de X a los elementos de X distintos del neutro. 


2 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Octonion. 
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Definición 17.13.— Decimos que (X; x) es un monoide, precisamente si es un semigrupo con iden- 
tidad. 


Observación 17.4.0.— Llamamos semigrupo unitario a un semigrupo con identidad. Análoga- 
mente, llamamos magma unitario a un magma con identidad. Un semigrupo con identidad es 
un magma asociativo y unitario. 


Teorema 17.4 


Sean (A; x) un monoide y e € Ael elemento neutro para x. Se satisface que: 


o. eesúnico:(Ve' € A)((Va € AJle'xa=axe'=a) =>e=e'); 


1. eesidempotente:exe = e. 


Ejemplo 378 


Sea C un conjunto y * una operación en C. Supongamos que existe elemento neu- 
tro para x en C y que, cualesquiera x, y,z € C satisfacen x * (y x Z) = (xx Z)x* y. 
Demostremos que (C; x) es una estructura abeliana. 


[EPF 14.5.2019:2b]. 


Resolución. Sea e E C el elemento neutro de * en C. Veamos que * es una operación 
conmutativa en C. En efecto, Vx, y € C, se tiene que: 


x*y=ex(x>*y) (por def. de neutro) 
=(exy)*x (por lo que satisface x) 
=U EX (por def. de neutro). 
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Ejemplo 379 


Sea (C; +) un monoide abeliano en el que el único elemento invertible es el neutro. 


Sea R la relación diádica definida en C por 
y El E Else = 00, 


siendo x e y elementos de C. 

o.  Estudiemos si R satisface o las propiedades: I, reflexiva; II, simétrica; III, antisimé- 
trica; IV, transitiva, y V, conexa (fuertemente completa) y VI, ¿qué tipo de relación 
es? y VIL, ¿por qué? 

1.  Proporcionemos un ejemplo de monoide abeliano (C; +) en el que el único elemen- 
to simetrizable es el neutro y considerando R actuando en él, hallemos las clases de 
tolerancia y las clases maximales de tolerancia, las clases de equivalencia o dibuje- 
mos un diagrama de Hasse, dependiendo de que R sea una relación de tolerancia, 


una relación de equivalencia o una ordenación en (C; +). 


[EFO 3.6.2019:2a], [EFE 22.6.2022:3]. 


Resolución. 
O. Dados cualesquiera elementos x e y de C y notando por o el elemento neutro de + en C, 


que existe ya que (C; +) es un monoide: 


I. Rsí es reflexiva pues para todo x € C, 


xX+O=X; 


II. R no tiene por qué ser simétrica, por ejemplo, consideremos el monoide abeliano 
aditivo de los naturales, (N; +), se tiene que 1/23 pues 1 + 2 = 3 pero 31 ya que 
(23c € N)(3+c = 1) —en realidad, la hipótesis de que el único elemento invertible 


en (C; +) es el neutro de + implica esto—; 


III. Rsíes antisimétrica; en efecto, sean cuales sean a, b € C, de 


aRb o (3c, € C)(a +c,= b) (17.3) 
y 
bRa > (3c, € C)[(b+c, = a) (17.4) 
se tiene que 
b=aw+C,; (por (17.3) 
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=(b+c,) +, (por (17.4) 
de donde por ser + asociativa, tener elemento neutro y ser una operación (aplica- 
ción), 
C> + Ci = O 


y como el único elemento invertible es el o, se tiene que 


C(1=C,=0; 


IV. R también es transitiva; así es, para cualesquiera a, b,c € C: 


aRb o (320, € Ola +c, =b), (17.5) 
bRe = (3c, € Ob +c, =C), (17.6) 
de donde: 
c=b+c, (por (17.6)) 
= (a +c;,) +C, (por (17.5)) 
= a+ (c, + C,) (+ es asociativa) 
=a+C,, (+ es operación) 


con cz E C (ya que cz = C, + C, y + es operación en C), y por tanto, aRc; 


V. sinembargo, R noes conexa (fuertemente completa), ya que, por ejemplo, el conjun- 
to C de todas las palabras finitas de un alfabeto determinado * con la operación con- 
catenación de palabras es un monoide abeliano (la palabra vacía e es el neutro) —la 
notación más habitual para este monoide (C; +) es 2* y se le conoce como monoide 
libre sobre el alfabeto “—,; pensemos, por ejemplo, en 2 = fo, 1), donde las palabras o 
y 1 no son comparables por R (no existe ninguna palabra que concatenada a O de la 
palabra 1 ni reciprocamente); 


VI. se trata de una relación de orden parcial; 


VII. Res una relación de orden parcial porque satisface las propiedades reflexiva, anti- 


simétrica y transitiva (y no es total porque no satisface la conexa). 


1. Sea, por ejemplo, > = fo); la palabra vacía e es el único elemento invertible de 2* (en 
otras palabras, la única forma de obtener e por concatenación de dos palabras es e + e = 
€). El diagrama de Hasse de R, en este caso un orden total en 2*, puede dibujarse sólo 


parcialmente, por ser infinito numerable el número total de palabras: 
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000 


Definición 17.14.— Sea (X; x) un magma unitario, con identidad e € Xy seax € X. Decimos que: 


x es simetrizable por la izquierda en X para « si, y sólo si, (3y € X) (y * x = e), y llamamos a y el 
simétrico por la izquierda de x; 


x es simetrizable por la derecha en X para x si, y sólo si, (1y € X) (xx y = e), y llamamos a a y el 
simétrico por la derecha de x); 


x es simetrizable (o sinónimamente, invertible o neutralizable) en X para x si, y sólo si, lo es a la vez 
por la izquierda y por la derecha. En este caso, si (3y € X) (x* y = y xx = e), decimos que y 


es el elemento inverso (o sinónimamente, elemento simétrico o elemento neutralizador) de x. 


Teorema 17.5 


Si (X; x) es un monoide, entonces el simétrico de cualquier elemento simetrizable es único y 
el conjunto Sim (X;x) € X, de todos los elementos simetrizables de X, es parte estable de 
(Xx). 


Teorema 17.6 


En un monoide, si un elemento idempotente es simetrizable, entonces su simétrico también 


es idempotente. 


Definición 17.15.— Sean (X; *) un monoide y z € X. Decimos que: 


z es regular (o sinónimamente, simplificable) por la izquierda en X para x si, y sólo si, (Vx, y € 
AJ(ZHI=ZRY=X= Y); 


z es regular (o sinónimamente, simplificable) por la derecha en X para * si, y sólo si, (Vx,y € 
XJXEZ=Y*zZ=>X=UY): 


z es regular (o sinónimamente, simplificable) en A para x si, y sólo si, lo es por la izquierda y por 
la derecha. 
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Teorema 17.7 


En un monoide se satisface que el elemento neutro es regular y que todo elemento simetrizable 


es regular. 


Ejemplo 380 


O. Los magmas (Z;—), (Q; —) y (R; —) tienen sólo identidad por la derecha. 


Lo (Ni+),(N; 5), (Z;+), (Z; ), (Q; +), (Q; -), (R;+), (R;-), (C; +) y (C; -) son monoides 
conmutativos, cuyos elementos neutros son O, 1, 0,1,0,1, 0,1, (0, 0) y (1, 0), respectiva- 


mente. 


2. En(N;+), el único elemento simetrizable es o. En (N; -), el único elemento simetriza- 


ble es 1. En (Z; +), (Q; +), (R; +), (QA LoJ; -), (RÁ (o; -) y (CA £(o, 0)); -), todos los 


elementos son simetrizables. En (Z; -) los únicos elementos simetrizables son —1y 1. 


3. En(N;+),(Z; +), (Q; +), (R; +), (No); -), (ZA Lo); -), (QM Lo; -) y (RA Lo); -), todo 


elemento es regular. 


4.  Dadoun conjunto X, (2%; U) tiene estructura de monoide abeliano. 


5. Sean € Ny Mo(n) el conjunto de los múltiplos no negativos de n, entonces (Mo(n); +) 


tiene estructura de monoide abeliano; el elemento neutro es el o. 


6.  (N;mcm) tiene estructura de monoide abeliano; el elemento neutro es el 1 que, además, 
es el único simetrizable. 


7. Sean X un conjunto y 2/” el conjunto de todas las relaciones diádicas en X (también no- 
tado Relx) y sea o la composición de relaciones, entonces (2/”; o) tiene estructura de mo- 
noide, siendo lx (relación de identidad en X) el elemento neutro y (la relación nula en X) 


un elemento absorbente (un cero). 


Teorema 17.8 


Si X es un conjunto, entonces (X*; 0) es un submonoide del monoide (27”; o) de las relaciones 


diádicas. 
Si X e Y son dos conjuntos, notamos el conjunto de todas las funciones de X a Y por YX, es 
decir, YX = [f : fesuna función de Xa Y). 


Definición 17.16.— En un monoide, es posible definir recursivamente la potencia enésima de un ele- 


mento: 
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NU=x xx", sin EZ, 


XxX 


Además, si x es simetrizable y x/ es su simétrico, es posible definir la potencia enésima negativa de 


un elemento x, 


=n 


xi" =0 cone z?, 


Tipos de magma 

Las estructuras unitarias que estamos estudiando en estos epígrafes, semigru- 
po, monoide y grupo, son tipos particulares de magma. Existen otras muchas (cua- 
sigrupo, bucle, etc. —cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Magma_(algebra)*Ty- 
pes_of magma—), si bien su estudio particular queda restringido a ámbitos más es- 
pecíficos. 

Ya han aparecido en nuestro estudio las estructuras de magma asociativo (semi- 
grupo), magma alternativo y magma unitario. Por motivos de nuestra exposición, men- 
cionamos en este punto sólo una más, a saber, magma con inversos. 


Definición 17.17.— Decimos que un magma (X; x) es un magma con inversos si, y sólo 


si, para todo elemento de X existe su simétrico para + en X. 


Teorema 17.9 
Sean (X; x) e (Y; o) dos magmas unitarios y con inversos y f : X => Y un homomorfismo. 
Entonces, Vx E X se satisface que: 


o. sieeselneutro en (X; x), entonces f(e) es el neutro en (Y; 0); 


1.  six'eselsimétrico de x para x en X, entonces f(x”) es el simétrico de f(x) para o en Y. 


$ 17.5 Grupo 


Definición 17.18.— Sea un conjunto G +4 / y x una ley de composición diádica definida en G. De- 


cimos que la estructura ((; x) es un grupo si, y sólo si, * satisface: 


0.2, (Wx,y E G)(xx*y E G) (x es l.c.i. en G); 
1% (1,9, 72 EGIUX*Y)ez=x*ly*ez)) (x es asociativa en G); 
2., (Je € G)(Vx€E G)(x*re=ex*x=x) (existe el elemento neutro de x en C); 
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de UN 


EG) (4y € C)(x*y=yxx=e) (todo elemento de G es simetrizable en G para x). 


Teorema 17.10 


Una estructura algebraica es un grupo si, y sólo si, dicha estructura es un monoide en el que 


todo elemento es simetrizable. 


Teorema 17.1 


El elemento neutro de un grupo es único. 


Teorema 17.12 


Todo elemento de un grupo tiene un único simétrico. Dicho único simétrico de x suele repre- 


sentarse por x”. 


Observación 17.5.0.— Si la operación fuese conmutativa, esto es, si Vx, y E G,xx y = y xx, en- 


tonces diríamos de la estructura (G; *) que es conmutativa (o sinónimamente, abeliana). En este 


caso, es frecuente representar la operación por el símbolo + (representación aditiva). En este ca- 


so, suele designarse el neutro por o y el simétrico de un elemento x por —x. El simétrico aditivo 


de un elemento suele denominarse su opuesto. Si la operación se representa por - (Ímultiplicativa- 


mente), entonces el neutro se designa por 1 y el simétrico de un elemento x por x*. El simétrico 


multiplicativo de un elemento suele denominarse su recíproco. 


Ejemplo 381 


O. (N;+)noes grupo —o es el único simetrizable—. 


1.  (N;-) noes grupo —1es el único simetrizable—. 


2.  (Z;-+)es grupo conmutativo. 


3.  (Z;-) noes grupo —1es el único simetrizable)—. 


4. ( 


Q;+)y (QA (0); -) son grupos conmutativos. 


5.  (Q;-) noes grupo —o no es simetrizable—. 


6. (R;¡+)y(RA (0); -) son grupos conmutativos. 


e -Xl 


IR; -) no es grupo —o no es simetrizable—. 


8. (C;+)y(CA [(0,0)); -) son grupos conmutativos. 


9.  (C;-)noesgrupo—(0,o0) noes simetrizable—. 
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Ejemplo 382 


Demostremos que un semigrupo (S; *x) con más de un elemento idempotente no 


puede ser un grupo. 


[EFE 25.06.2019:2b1]. 


Resolución. Reescribamos la afirmación como «Si (S; x) es un semigrupo con más de un 
elemento idempotente, entonces (S; x*) no es un grupo», esto es, en la forma P => Q. Razo- 
nemos por reducción al absurdo. Supongamos P A 0, esto es, que existen dos elementos 
distintos a y b de S idempotentes —esto es, a* a = aybxb = b—y que (S;x) es un 
grupo. Entonces, por esto último, existe el elemento neutro, digamos e y los inversos de a y b, 


digamos a” * y b”*. Entonces: 


axa=a*x*(axa) (a es idempotente) 
= 100) $0 (% es asociativa) 
=exa (def. de inverso) 


=>, 


por lo que a sería un neutro por la derecha, aunque de forma similar puede demostrarse que 


lo sería también por la izquierda y por tanto que a = e. Igual ocurre con b: 


b?xb=b"x(bxb) (b es idempotente) 
=(b”"xb)x*b (* es asociativa) 
=exb (def. de inverso) 
= b. 


Es decir, que a = ey b = ey por tanto a = b (el elemento neutro de un grupo es único), 
en contra de nuestra hipótesis de partida que eran distintos. En otras palabras, hemos llegado 


a una fórmula insatisfactible partiendo de haber supuesto P A 50. Aplicando reducción al 


absurdo concluimos lo que queríamos demostrar: P => Q. 


Ejemplo 383 


Proporcionemos un ejemplo de un semigrupo (S; (7) que no sea grupo. Razonemos 


el porqué. 


[EFE 25.06.2019:2b2]. 
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Resolución. Según el ejemplo 382 (p. 753 de esta edición), bastaría un semigrupo con más 
de un elemento idempotente, si bien un ejemplo más sencillo pudiese ser: 2* = (C; +), siendo 
Y =([o)pyC = [e,o,00,000,...). 2* es semigrupo ya que la operación concatenación de 
palabras es asociativa. Además, es monoide, siendo el elemento neutro la palabra vacía e. Pero 
no es grupo porque no existe el inverso de una palabra no vacía, esto es, si a + e, no existe una 


palabra a tal que a* + a = e (la única palabra que tiene inverso es la vacía: e + € = €). 


Ejemplo 384 


Sea Z el conjunto de los enteros y sea k un entero. Sea la ley de composición diádica 
en Z definida por: Vx, y € Z,x xx y = Xx + y + k, donde + es la suma habitual en Z. 


¿Es (Z; x,) un grupo abeliano sea cual sea el entero k? 


[AIC 10.04.2019:3]. Cfr. [140]: problema 10.15 (p. 214). 


Resolución. 
I. La ley de composición x, es una operación (una ley de composición interna) en Z, pues la 


suma habitual lo es; por tanto, (Z; *,) es un magma; 
II. Vx, y € Z, se tiene que 
X*U=X+Yy+k 


=y+x+k 


=U*Lx; 
así, de l y II se sigue que (Z; *,) es un magma abeliano (conmutativo), sea cual sea k € Z; 


MI. Vx,y,z € Z, se tiene —debido a la asociativa y conmutativa de + en Z— que 


(xx y)*ez=(x+y+K)x*kZz 
=(x+y+k)+z+k 


=x+Yy+zZ+k+k; 


por otro lado —debido igualmente a la asociativa y conmutativa de + en Z—, se tiene que 


xx (y *kZ)=xx*(y +Z+k) 
=x+(y+z+k)+k 


=xX+Yy+zZ+k+k; 


como ambos resultados son iguales, se tiene que *, es asociativa en Z; 


así, de 1, II y III se sigue que (Z; *,) es un semigrupo abeliano, sea cual sea k € Z; 
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IV. el elemento neutro es —k; por ser una estructura abeliana basta demostrarlo por un lado; 
por ejemplo, veamos que Vx E Z,x *i (—k) = x; en efecto, por ser (Z; +) un grupo 


abeliano (en Z, + es asociativa y O es el elemento neutro para +): 


xk [(—k) =x + (=k) + k 


=x + (—k + k) 
=x+0 
=X; 


así, de 1, II, III y IV se sigue que (Z; *,) es un monoide abeliano, sea cual sea k € Z; 


V. similarmente, por ser una estructura conmutativa, para encontrar el elemento simétrico 
de uno dado, basta buscarlo por un lado; sea x' el simétrico de x, entonces, debe satisfa- 
cerse que x *, x” = —k; por definición de +, esto significa que x + x' + k = —k, y de 
aquí, por ser (Z; +) un grupo abeliano, se tiene que: x” = —x — 2k; por tanto, existe el 


simétrico para cualquier x € Z; 


así, de l, II, III, IV y V se sigue que (Z; x,) es un grupo abeliano, sea cual sea k € Z. 


Ejemplo 385 


Sea el conjunto [o, 2, 4) yla operación x+sy = (x+y) mód 6 donde + es la suma 
habitual entre enteros y a mód bes el resto de la división de a por b. Demostremos que 
(Lo, 2, 4); +5) tiene estructura de grupo abeliano. 


[EFO 17.1.2022.:4], [PEP 5.4.2022:4]. 


Resolución. Tener un conjunto X estructura de grupo respecto de una ley de composi- 
ción * significa que: 1.*, *es una operación en X;2.*, x* es asociativa en X; 3.*, existe el elemento 
neutro en X respecto de x, y 4.”, todo elemento de X tiene simétrico en X respecto de x; si ade- 
más * es conmutativa en X, decimos que X tiene estructura de grupo abeliano respecto de 


*. 


Se trata de la suma módulo 6 que vistos los números como clases de equivalencia se define 
por [x](s) +s [y)(s) = [x + yl(s) y en general, para un módulo m, [x](m) +m [Y)(m) = (Xx + Y) (m)- 


La tabla CAYLEY de esta ley es 


+10 2 4 
OJO 2 4 
2.4 O 
4/14 0 2 
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Llamemos Aal conjunto [o, 2, 4); entonces: 


I. como todos los resultados están en A, se trata de una ley de composición interna —una 


operación— en A, por lo que (A, +5) es un magma; 


IT. como la tabla es simétrica, dicha operación es conmutativa; por satisfacerse (0.% y (1.9), 


(A, +5) es un magma abeliano; 


III. demostramos que +4 es asociativa de dos formas: 


= primeraforma: 


por serlo la suma módulo 6 y, en general, módulo m, y ésta por serlo la suma de en- 


teros, en efecto, 


(Dela) Hm [9] (m)) Em [2] cm) == 


= segunda forma: 


x+ Yl(m) Em [2] cm) 


(x+ y) + 2Zl(m) 
+) 


Xion Em ly dd Zi 


[definición de +] 


[definición de + ,,] 
[asociativa de + en Z] 


[definición de +,,] 


X](m) +m (ly) (m) Em [2] ¿m)) [definición de +ml; 


por un lado, silos tres términos intervinientes en la asociativa son iguales o si alguno 


es O, su verificación es trivial; por otro, por ser +5 conmutativa en A, se reduce el 


número de casos no triviales a sólo tres, cuyas verificaciones son: 


(2 +6 2) 


(2 +6 4) 


64=4+64=2 


(64 =0T+564=4 


=2>5+60 


=25+62 


2 


2 


6 (2 


6 (4 


64), 


64); 


por satisfacerse (0.9, (1.9) y (2.9), (A, +5) es un semigrupo abeliano; 


IV. existe el elemento neutro de +¿en Ayes 0; en efecto, 0O+¿0=0,0+¿2=2+¿0= 2 


YO+54 = 4 +50 = 4; por satisfacerse (0.9, (1.9), (2.9) y (3.9, (A, +5) es un monoide 


abeliano; 


V. todo elemento de A tiene simétrico en A respecto de +6; en efecto, 0” = 0,2! = 4 [como 


4 +52 = O, lo es por la izquierda y como 2 +5 4 = O, lo es por la derecha] y 4” = 2 [como 


2. +54 = O, lo es por la izquierda y como 4 +52 = O,lo es por la derecha]; por satisfacerse 
(0.9, (1.9), (2.9, 63.9 y (4.9), (A, +5) es un grupo abeliano. 
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Observación 17.5.1.— En referencia a la asociativa, pudiésemos tener en cuenta la prueba de aso- 


ciatividad de LIGHT! y la prueba de asociatividad de ABDALI para operaciones conmutativas?. 
Ejemplo 386 


En el conjunto Q de los números racionales, consideremos la ley de composición 
diádica: Vx, y E Q,xx*y =x+y-— Xx - y, siendo +, — y : la suma, la diferencia y el 
producto habituales en Q. 

o.  Estudiemos la estructura algebraica (Q; x). 
1.  Encontremos un subconjunto propio A de Q tal que (A; *) sea grupo abeliano, cons- 


truyamos su tabla de CAYLEY y demostremos que (4; x) es un grupo abeliano. 


[PEP 10.4.2019:3], [EFE 28.6.2023:4]. 


Resolución. 
O. I. Esuna operación (una ley de composición interna) en Q, pues la suma y el producto 
habitual lo son y se trata de una suma de tres sumandos, uno de ellos un producto; 


por tanto, (Q; *) es un magma. 


II. Vx, y € Q, se tiene que 


X*Y=X+Y=X:y [definición de x] 
=Yy+Xx-xXx:'y [conmutativa de + en Q] 
=Yy+x-y:x [conmutativa de - en Q] 
=U*X, [definición de x] 


por lo que (Q; x) es un magma abeliano (conmutativo). 


III. Vx, y,z € Q, se tiene, por un lado que 


(x*y)*z=(x+y=xX:y)*z [definición de x] 


=xX+HYy=Xx:Yy+zZ-(x+y=Xx:y):Z [definición de x] 


=X+HY=X:Yy+Z=x:Z-=y:Z+X-:y:Z, [distributiva de - en + en Q] 
y por otro, que 


x*(yx*z)=xx*(y+Zz-y:Z) [definición de x] 
=x+(y+z-y:Z2)-x:(y+z-y:Z) [definición de x] 


=xXHY+Z=Yy:Z=X:Yy—=xX:z+x:y:Z. [distributiva de - en + en Q] 


"Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Light%278s_associativity_test. 
2 Vid. https: //www.jstor.org/stable/3613856. 
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De ser conmutativa + en Q se sigue que son iguales y, por lo tanto, que (Q; x) es un 
semigrupo abeliano. 


IV. El elemento neutro es el o; por ser una estructura abeliana basta demostrarlo por un 


lado; por ejemplo, veamos que Vx € Q, xx 0 = x; en efecto, 


xXkO=X+0O0+x:0 [definición de x] 
=(x+0)+x:0 [asociativa de + en Q] 
=x+x:0 [o neutro de + en Q] 
=x+0 [o absorbente de - en Q] 
= x [o neutro de + en Q] 


y, por lo tanto, (Q; *) es un monoide abeliano. 


V. Por ser una estructura conmutativa, para encontrar el elemento simétrico de uno 
dado, basta buscarlo por un lado: 


x' eselsimétricodex <= o xx*x!=0 [definición de simétrico] 
Sox+x'—x-.x"=0 [definición de x] 


ex+(1-x):"x"=0 [distributiva de - en + en Q] 


> (1-=x):x=-=x [monotonía de + en Q] 
So (x—-1).xX=x [monotonía de - en Q] 
Xx ¿ 
ex = > [monotonía de - (con x + Den Q] 
X = 


de donde existe el simétrico de todos salvo del 1 (anula el denominador) y por tanto, 
(Q; x) no es grupo —(QM [1]; x) sí lo es—. 


1. Cualquiera de los grupos finitos estudiados serviría de ejemplo. Fijémonos, por ejemplo 
en los de orden 1 y 2: 


o.  Elúnico grupo de orden 1 es C,, el grupo cíclico, 


* e 

eye 
que en nuestro caso es 

*|0 

oyo 


1.  Elúnico grupo de orden 2 es C,, el grupo cíclico, 
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*|O a 
ojo a 
aja O 


del que un modelo, en nuestro caso es (4; *), con A = [o, 2); su tabla de CAYLEY, por 


definición de x, es 


x* 10 2 
ojo 2 
2|2 O 


La elección de 2 proviene de exigir que cada elemento sea su propio simétrico: x = 


,¿estoes, x(x —2) =0, es decir, x=00Xx=2. 


Respecto de la estructura de (4; x), observemos que: como todos los elementos de 
la tabla son de A, (4; *) es un magma; por serlo en Q, * es conmutativa, por lo que 
(A; x) es un magma abeliano; por serlo en Q, x es asociativa en A, por lo que (4; x) es 
un semigrupo abeliano; el elemento neutro de x en Q, o, está en A, por lo que (4; x) 


es un monoide abeliano, y por ser distintos de 1, todo elemento de A tiene simétrico: 


y AE o > E 2 Ea 
o) Oy 2 Da 
o—1 2-1 


Ejemplo 387 


Sean (G; *x) un grupo abeliano y c un elemento de G distinto del neutro. Se define 


una segunda ley de composición diádica y en G de la forma 
(Vx, y E) (x8yYy=xXxyx*c). 
Demostremos que (G; Y) es un grupo abeliano. 


[EFO 4.6.2021:4]. Cfr. [140]: problema 10.14 (p. 213). 


Resolución. Para demostrar que (G; H) es un grupo abeliano, debemos demostrar que Y 
es una ley de composición interna en G que satisface las propiedades conmutativa, asociativa, 
que existe el elemento neutro en G respecto de Y y que es tal que todo elemento de G tiene 


simétrico en C;. 


I. Hesunaley de composición interna en G por serlo x. Enefecto, Vx, y € G,como (x*y) € G 
y c € G, entonces (x * y) * c € Gy como * es asociativaen (,xxyx*c € (. 
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II. 8%) es conmutativa en G. En efecto, Vx, y € G, 


XDY=X*Y*C (por definición de 8) 
= (Xy EE (por ser * asociativa en C;) 
= (RX *C (por ser * conmutativa en C;) 
=UEXRO (por ser * asociativa en C;) 
=Xx0Yy (por definición de 8) 


III. Bes asociativa en G. En efecto, Vx, y, z € GC, 


(x8y)8z=(x*yxc)0Zz (por definición de 9) 
=(X*Y*CIRg*C (por definición de 6) 
=XH(YEZECIRO (por ser * asociativa en C;) 
=x0(y*z*cCc) (por definición de 9) 
=x0 (y 02) (por definición de 6) 


IV. Existe el elemento neutro es de Y en G. Veamos que 
Ca =C, (17.7) 


donde c' es el elemento simétrico de c en G respecto de x (que existe porque c + e,). Por 
ser € conmutativa en G, basta demostrar que c' es un neutro lateral; veamos que c' es el 


neutro por la derecha; en efecto, Vx E GC, 


xBD9=X*C98*C (por definición de 8) 
=xx*C0xcC (por 17.7) 
A . . 
=XÉlC RE) (por ser * asociativa en G) 
=xXx, (por definición de simétrico —e, es el neutro de x en G—) 
= Xx (por ser e, el neutro de x en () 


V. Todo elemento x de G tiene simétrico x”* en G respecto de €). Veamos que 
de o o (17.8) 


donde x” es el elemento simétrico de x y c' el de c, respecto de x, en G (recordemos que 
c es un elemento «fijo» de C). Por ser €) conmutativa en G, basta demostrar que x tiene 
un simétrico lateral; veamos que x' x c' * c' es el simétrico por la derecha de x; en efecto, 
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Vx € (, 
x0x*=xx*x"xc (por definición de 8) 

AE O (por (17.8)) 
= (EXE E (ERE) (por ser x* asociativa en () 
=e,x*Cxe, (por definición de simétrico) 
= 0 (por definición de elemento neutro) 
= €g (por (17.7)) 

Ejemplo 388 


En el conjunto 2Z de los números enteros pares se define, V2m,2n € 2Z, la ley 
de composición, 2m x*2n = 2m + 2n + 2mn, siendo la suma y la multiplicación las 
habituales entre enteros (observemos que cualquier número de 2.Z, por ser par, puede 
escribirse como 2k, para un cierto entero k —p. ej., escribimos 2 - 5 € 2Z en vez de 
10 € 22—). Demostremos que: 

o.  (2Z;x*) es un monoide abeliano; 


1.  (2Z;x)noesun grupo. 


[EFE 7.7.2021:4]. Cfr. [140] Máximo ANZOLA GONZÁLEZ y José Ramón CARUNCHO CASTRO. Problemas de 
álgebra. Tomo 1: Conjuntos - Grupos. Los autores, Madrid, Comunidad de Madrid (ES-M), España, 3.* ed., 
1981. OTDR. Problema 10.24 (p. 221). 


Resolución. 

O. Para demostrar que (2Z; *) es un monoide abeliano, debemos demostrar que x es una ley 
de composición interna en 27 que satisface las propiedades conmutativa, asociativa y que 
existe el elemento neutro en 2Z respecto de +. 


Sabemos que (Z; +, -) es un dominio de integridad, esto es, un anillo (unitario) abeliano 
sin divisores de cero. En particular, en Z, por una parte, + es una ley de composición in- 
terna, conmutativa, asociativa, con elemento neutro o y tal que todo entero n tiene simé- 
trico (su opuesto, —1); por la otra parte, - es una ley de composición interna, conmutativa, 


asociativa, con elemento neutro 1 y distributiva respecto de +. 


I. xes una ley de composición interna en 27, por serlo la suma y producto ordinarios en Z. 


En efecto, para cualesquiera 21m y 2n de 27, 


2mx2n =2m->+2n +2mn (por definición de x) 


= (2m+n) +2mn (por asociativa de + en Z) 
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=2(m + n) + 2mn (por distributiva de - respecto de + en Z) 
=2((m-+ mn) +mn) (por distributiva de - respecto de + en Z) 
=2(m+n>23mn) (por asociativa de + en Z) 


€ 22. (por definición de 22 —2m * 2n es par—) 


II. x*es conmutativa en 2.Z,. En efecto, para cualesquiera 21m y 2n de 27, 


2mx2n =2m->+2n +2mn (por definición de x) 
= (2m +2n) + 2mn (por asociativa de + en Z) 
= (2n +2m) + 2mn (por conmutativa de + en Z) 
= (2n + 2m) + 2(mn) (por asociativa de - en Z) 
= (2n +2m) + 2(nm) (por conmutativa de - en Z) 
=2n + 2m + 2nm (por asociativa de + y - en Z) 
=2N x2m (por definición de x) 


III. xes asociativa en 2.7. En efecto, para cualesquiera 21m, 2n, 2% de 27, 


(2m*<2n)* 2% = (2m +2n + 2mn) * 2% (por definición de x) 
=2(m+mn+mn) x 2% (por distributiva de - resp. de + en Z) 
=2(m+n+mn) +2% +2(m +n+mn)% (por definición de x) 
= (2m+2n +2mn) +2% + (2mí + 2nñ + 2mn%) (por distributiva de - resp. de + en Z) 
=2m +2n +2mn + 2% + 2mú + 2ní + 2mnñí (por asociativa de + en Z) 
=2m+2n +2% 42% +2mn + 2mú + 2mn% (por asociativa y conmutativa de + en Z) 
=2m + (2n +2% +20) + (2mn + 2mí + 2mnñ) (por asociativa de + en Z) 
=2m>+2(n +4 +n%) +2m(n +% + nñ) (por distributiva de - resp. de + en Z) 
=2m>x*x2(n +% + nñ) (por definición de x) 
=2m *x (2n + 2% + 2nñ) (por distributiva de - resp. de + en Z) 
=2m *x (2n x 2%) (por definición de x) 


IV. Existe el elemento neutro e, de x en 2. Veamos que 
8y4=0=2-D, (17.9) 


donde o es el elemento neutro de + en Z. Por ser x conmutativa en 27, basta demos- 
trar que o es un neutro lateral; veamos que o es el neutro por la derecha; en efecto, 
V2m € 2Z, 


2Mx€,=2Mx2-:0 (por 17.9) 
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=2M>+2-0+2:m-0 (por definición de x) 


=2mM+0+0 (por ser o absorbente para - en Z) 


= 2mM (por ser o el neutro de + en Z) 


Por un teorema, sabemos que en un monoide el elemento neutro es único, luego, en efecto, 


o es el neutro de x en 2Z. 


1. Visto lo demostrado en el apartado anterior, para demostrar que (27; x*) no es un grupo 
abeliano, debemos demostrar que x es tal que no todo elemento de 2.7 tiene simétrico en 


2.7, respecto de x. 


En efecto, de existir el simétrico (2m)* de 2m en 2Z respecto de x, sería de la forma 2k 
con k entero (por tener que pertenecer a 27); por otro lado, por ser * conmutativa en 27, 
bastaría demostrar que 21m tiene un simétrico lateral; buscándolo por la derecha, V2m € 
27,, como por definición de x, 2m * 2k = 2m + 2k + 2mk, nos interesa encontrar un k 
entero tal que 

2m+2k+2mk=0 


esto ocurre si, y sólo si, 


2m-+(2k +2mk) =0 (por asociativa de + en Z) 


> 2m>+(2+2m)k =0 (por distributiva de - resp. de + en Z) 


mid ( (Q;+,-) ) 
> k = = or ser (Q; +, -) un cuerpo 
2 +2m p ? p 
m nó 
> k == (simplificando en el cuerpo (Q; +, -)) 
1+m 
; . LÍO . 1 

de donde, por ejemplo, 2 = 2 - 1 no tiene simétrico en 2Z, pues sim = 1, k = E pero, 
entonces, 2k = —1, el obligado candidato a simétrico de 2, no pertenece a 2Z (—1 no es 


par). 


Observación 17.5.2.— En O.IV, caso de no haber intuido que e, = O, podríamos haber planteado 


resolver la ecuación 2m x e, = 2m, siendo 2m € 27, de donde, 


21M * € =2M +£> 2mM + 2€y + 2M8, = 2M (por definición de x) 
> (-2m +2m) + 2€, + 2mMg4, = —2mM + 2m (por ley de cancelación de + en Z 


y por asociativa de + en Z) 


> 0+2€s, + 2Mg8, =0 (por ser —2m el simétrico de 2m en Z) 

> 2€x + 2M€, =0 (por ser o el neutro de +. en Z) 

> (24+2m)e, =0 (por distributiva de - resp. de + en Z) 

> es =0 (2 42m +4 o y (Z;-) no tiene divisores de cero) 
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DE oa m ñ z a 
Observación 17.5.3.— Respecto a1., la ecuación k = $ tiene, de hecho, sólo dos soluciones 
m 
en Z, asaber, (k, m) = (0,0) y (k, m) = (—2, —2), de donde 2k = 0 y 2(—2) = —4, respectivamente y, 
por tanto, únicamente dos elementos de 2Z tienen simétrico respecto de x, O y —4, cuyos simétricos 
son o! =0y (-4) * = —4, respectivamente. 
Ejemplo 389 


Sea C un conjunto, 2 su conjunto potencia y A designa la diferencia simétrica de 
conjuntos. Demostremos que (2; A) tiene estructura de grupo abeliano. Indicación: el 
ejemplo 261 (p. 489 de esta edición) es de ayuda. 


[SEP 12..5.2022:4]. 


Resolución. Para demostrar que (2; A) es un grupo abeliano, debemos demostrar que 
A es una ley de composición interna en 2 que satisface las propiedades conmutativa, asocia- 
tiva, que existe el elemento neutro en 2” respecto de A y que es tal que todo elemento de 2 


tiene simétrico en 26, 


Dados dos conjuntos X e Y, se define la diferencia simétrica a partir de la diferencial y 
de la unión U entre conjuntos, XA Y = (XA Y) U(YA X), lo que, por definición de 1, resulta 
seriguala (Xn Y U(XÉN Y). 


También usaremos el resultado provisto por el ejemplo 261 (p. 489 de esta edición): 
XAY*=eHArnruitnyS (17.10) 


o. A esuna ley de composición interna en 2 por serlo U y N. En efecto, XA Y =(Xn YB) U 
(xn Y) y como, por definición de intersección, el primero está incluido en X y el segundo 
en Y, y tanto X como Y son subconjuntos de C (y su unión también lo es, por definición 
de unión), por tanto, VX, Y € 2%, X A Y es subconjunto de C, es decir, XA Y € 2. 


1. A esconmutativaen 2. En efecto, VX, Y € 2, 


XAAY= XA N YI) (por definición de A) 
=(YAX)U(XA Y) (por ser U conmutativa en 2) 
=YAX (por definición de A) 


2. Desasociativa en 2. Enefecto, VX, Y,Z € 26, 


CAMAZ 
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AYJAZ)U(ZA CA Y) 

Anazbhu(zn(xA Y) 
Arurvonziurndaanuotnry 
xnvMbu(iranxbyazbuiza(annun Y) 
xarxa uiznEn YO) 


( 
( 
=l 
( 
( 


ZAS. as 


=(axnrazpuantazbyuirnzbaxbu (zar) nxt) 
=axn(roaduYazbnuiirnzbhuiza roya?) 
=(XN(YAZ BD U(YADZNAÍ) 


= AN(YAZ)U(YAZ AX) 
=XA(YAZ). 


3. Existe el elemento neutro en de A en 2%. Veamos que 


en =4, 


(por definición de A) 
(por definición de |) 
(por def. de A y 17.10) 
(por definición de V) 
(por distributiva de N 
respecto de U) 

(por conmutativa y 
asociativa de U y M) 
(por distributiva de N 
respecto de U) 

(por 17.10 y def. de A) 
(por definición de M) 
(por definición de A) 


(17.11) 


donde ( es el conjunto vacío. Por ser A conmutativa en 2%, basta demostrar que / es un 


neutro lateral; veamos que / es el neutro por la derecha; en efecto, VX € 26, 


XAer=(Xlen)U (en x) (por definición de A) 


= (XX) U(BN X) (por 17.11) 
= (xn) u(anx”)  (pordef. de) 
= nu)u(1n xXx”) (por defs. de V y U) 


=(Xnu)Uug (por ley de dominación) 
=XU00 (por ley de identidad) 
=X, (por ley de identidad) 


4.  Todoelemento X de 2” tiene simétrico X* en 2” respecto de A. Veamos que 


AX 


(17.12) 


esto es, todo elemento es su propio simétrico. Por ser A conmutativa en 2%, basta demos- 


trar que X tiene un simétrico lateral; veamos que X es el simétrico por la derecha de X; 
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en efecto, VX € 2£, 
ABR = (ANA CTUASN A) (por definición de A) 


= (ANA) LAN A) (por (17.12)) 
=(xnxBu(xnx”) (por definición de |) 


=YUY (por ley de complemento) 
= (por ley de identidad) 
= en (por (17.11) 


Teorema 17.13 (Algunas propiedades) 


Sean (G; x) un grupo. Entonces, Vx, y € ( se satisface: 


A 


A 


2.2, xes regular. 


$17.5.0 Subgrupo 


Definición 17.19.— Sean (G;x) un grupo y S C CG. Decimos que (S; x) es un subgrupo del grupo 


(G; x), precisamente si (S; x) es un grupo. 


Teorema 17.14 (Caracterización de subgrupo) 
Sean (G; x) un grupo y S € G,S 4 4. Entonces, (S; x) es subgrupo de (G; x), precisamente 
si 


(Vx, y € Slxx* y € S),y 


(Wx € SN E S), 


esto es, si, y sólo si, 
(Vx, y E Síxx*y!' ES). 


Definición 17.20.— Dado un grupo (G; x), llamamos subgrupos impropios a (G; *) y ([e); x) y sub- 
grupo propio a cualquier otro. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


767 17. Lógica de estructuras 


Teorema 17.15 


Los subgrupos de un grupo forman un retículo con (fe); x) el mínimo y (G; *) el máximo, 


pudiendo representarse mediante un diagrama de Hasse. 


Teorema 17.16 


El centro de un grupo es un subgrupo suyo. 


Teorema 17.17 

Se satisface: 

O. sienun grupo todos sus elementos son idempotentes, entonces dicho grupo es abeliano; 
1.  si((G;x*)esun grupo, entonces es abeliano si, y sólo si, (Vx, y € G)((x * y)? = x? x y?); 


2.  siungrupo es abeliano, entonces todos sus subgrupos son abelianos. 


Teorema 17.18 

Se satisface: 

O. la intersección de subgrupos de un mismo grupo es un subgrupo de dicho grupo; 
1. — la unión de subgrupos no es en general ni siquiera un grupo. 


$17.5.1 Subgrupo normal 


Definición 17.21.— Sean (G; x) un grupo, (S; *) un subgrupo suyo y x € G. Llamamos clase de G a 


la izquierda módulo S al conjunto 
xS=fy € G:(Vs€ Sly =xx*s)) 
y clase de G a la derecha módulo S al conjunto 


Sx=1[y € G: (Vs € S)y =sS*x)). 


Definición 17.22.— Sean (G; *) un grupo y (S; x*) un subgrupo suyo. Decimos que (S; x) es un sub- 


grupo normal o invariante precisamente si 


(Vx € G)NxS = Sx). 


$ 17.5.2 Homomorfismo de grupos 


Definición 17.23.— Sean (Go; *) y (G,;o) dos grupos y f : G, —> G, una aplicación. Decimos 


que f es un homomorfismo de grupos, precisamente si lo es como homomorfismo de magmas, esto es, 
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precisamente si Va, b € G, se satisface 


f(ax b)=f(a) o f(b). 


Definición 17.24.— Sean (Go;*) y (G,; o) dos gruposyf : Gy —> G, un homomorfismo de grupos. 
Llamamos núcleo de f, y lo designamos por ker f, al conjunto 


kerf =1x € Go: f(x) =€eoh. 


Teorema 17.19 


Sean (Go; *x) y (G,; 0) dos grupos y f : G¿ —> G, un homomorfismo de grupos. Entonces, 


Va € G, se satisface que: 

o. sieeselneutro de (Go; x), entonces f(e) es el neutro de (G;; o); 
si x' es el simétrico de x para x, entonces f(x”) es el simétrico de f(x) para o; 
(f(G¿); 0) es grupo; 
ker f es un subgrupo normal de (G.,; +); 


f es monomorfismo si, y sólo si, ker f = [e]. 


Definición 17.25 (Grupo cociente módulo un subgrupo normal).— Sean (G; *) un grupo y (S; x) 
un subgrupo normal suyo. Sea C = [aS : a € G) el conjunto de las clases de G módulo S, que es 
una partición de G. Llamamos grupo cociente de G módulo S y lo designamos por G/Sal grupo (C; -), 
donde - se define, VaS,bS € C,poraS-bS=(a-b)S. 


Teorema 17.20 (Descomposición canónica de un homomorfismo de grupos) 
Sean (Go; *) y (G,; 0) dos grupos y f : G¿ —> G, un homomorfismo de grupos. Entonces, la 
descomposición canónica de fesf = no gy oi, estoes, 

Go —L>5 C, 


bo 4 


a —= Gs) 


donde: 

n es el epimorfismo definido por n(x) = x ker f; 

g es el isomorfismo definido por g(x ker f) = f(x), e 
¡es el monomorfismo definido por i(x) = x. 
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$ 17.5.3 Grupo finito 


Definición 17.26.— Llamamos grupo finito a cualquier grupo que conste de un número finito de ele- 
mentos. 


Definición 17.27.— Llamamos orden de un grupo al número de elementos del grupo. 


Definición 17.28.— Sean (G; x) un grupo y x € CG. Llamamos orden (finito) del elemento x al menor 
n E N tal que 


x” = e, 


donde x” = xx ---x* x. Caso de que no exista tal n € N para x € G, decimos que x tiene orden 


infinito. 


Definición 17.29.— Sean (G;x*)ungrupoyx € G. Decimos que x es un elemento de torsión del grupo 


precisamente si x tiene orden finito. 


Definición 17.30.— Decimos que un grupo (G; x) es un grupo de torsión precisamente si todos sus 
elementos son elementos de torsión. Caso de que el único elemento de torsión sea el elemento neutro 


decimos de (G; x) que es un grupo libre de torsión. 


Teorema 17.21 (Teorema de Lagrange) 


El orden de un grupo finito es múltiplo del orden de cualquier subgrupo suyo. 


Definición 17.31.— Sean (G; *) un grupo finito y (S; x*) un subgrupo suyo. Llamamos índicede S a: 


Observación 17.5.4.—  Notemos que debido al teorema de Lagrange, el índice de cualquier sub- 


grupo es un número natural. 


Teorema 17.22 


Sean (G; x) un grupo finito y (S; *) un subgrupo suyo. Se satisface que 


si i(S) = 2, entonces (S; *) es un subgrupo normal de (G; x). 
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$ 17.5.4 Grupo cíclico 


Definición 17.32.— Sean (G; *) un grupo y S un subconjunto finito de G. Decimos que (G; x*) esun 
grupo finitamente generado por S precisamente si todo elemento de — puede obtenerse como resultado 
de la operación diádica sobre elementos de S o sobre elementos ya generados. Si S es de cardinal uno, 


decimos que (G; x*) es un grupo monógeno. 


Observación 17.5.5.— Si (G;x*) es un grupo finitamente generado por S, entonces (G; x) es el me- 


nor grupo que contiene a S. 


Definición 17.33.— Decimos que (G; x) es un grupo cíclico precisamente si es un grupo monógeno y 
finito. 


Teorema 17.23 


Todo grupo cíclico es conmutativo. 


Ejemplo 390 


Sean la figura plana V y el conjunto de rotaciones R = (Ro, Rx/2, Rx, Rsn/, | en el 
plano euclideo E,. 


Las rotaciones son en sentido anti-horario, el estándar en matemáticas; además, 
consideramos que el eje de rotación pasa por el centroide de la figura plana. 


Estas rotaciones son un caso particular de transformaciones del plano euclideo, es- 
to es, de aplicaciones KR : E, —> E,. Estas rotaciones, aplicadas a la figura V, originan 
las siguientes transformaciones isométricas por rotación de la misma que muestra la 
columna o; en las siguientes columnas mostramos las rotaciones sobre rotaciones (com- 


posición de rotaciones): 


MI A 
RISAS 
e AA 
> YA ES 
E A 


Consideremos el conjunto R = [Ro, Ry/2, Ry, Rsx/2 y y la ley de composición diá- 
dica o, la composición de rotaciones en R, que es una operación en R. Se tiene que (|; o) 


es un grupo cíclico de orden cuatro que únicamente tiene un subgrupo propio. 
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Resolución. En efecto, tiene 4 elementos, luego, de ser grupo, es finito y ése es su orden. 


Veamos que es grupo. He aquí la tabla de CAYLEY de la ley de composición o en R: 


o Ro |Ras | Rar Rin 

Ro Ro |Raz | Ra Ria 
Raja | Raja | Rar |Rsrjo| Ro 

Rs Ra |R3n/2 | Ro | Ra 
Rsx/2 |R3nja | Ro | Ras | Ra 


Se satisface: 


IL. laley de composición o es una operación en R pues todos los resultados son elementos de 
R; 


II. la operación o es asociativa en R, ya que las rotaciones son aplicaciones y la composición 


de aplicaciones es asociativa (o también podríamos comprobar todas las tríadas); 


Más adelante, expresaremos la composición de rotaciones como producto 


de matrices, por lo que podremos razonar también cómo la composición de rota- 
ciones es asociativa por serlo el producto de matrices. 


III. la operación o es conmutativa en R, puesto que la tabla es simétrica respecto de la diago- 
nal principal; 


IV. el elemento neutro para o en R es Ro, ya que, por un lado, R, es neutro por la izquierda 
pues la fila cero es copia de la fila de cabecera y, por otro, [R, es neutro por la derecha pues 
la columna cero es copia de la columna de cabecera; 


V. todo elemento de R es simetrizable por o —en la tabla, para una rotación determinada, 
sólo hay que buscar qué otra rotación compuesta con ella da el neutro (p. ej., el simétrico 


de KR. /e8 Ki porque Rs 0 Ria = Ria? Rua = Ri= 


Además, es un grupo monógeno, esto es, generado por uno de sus elementos; concreta- 
mente tanto R,,/, como R;,/, son capaces de generar todo el grupo. Por ejemplo: 


Rs /2 O Rs /2 — Rs 
Ra /2 0 Ra = Rss 2 
Rs /2 0 Rsn/2 = Ro 


Como es finito, es un grupo cíclico de orden 4 y, por tanto, como veremos en la siguiente 


sección, isomorfo al grupo cíclico C,, esto es, una instancia suya. 
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Las estructuras (R = [Ro, Ra/2, Ra, Rsr/2 ) 30) y [Ro] ; 0) son subgrupos impropios. El 
único subgrupo propio es (S = [Ro, Rx] ; 0) (no hay más subgrupos propios porque de con- 
tener cualquier subgrupo (S”, o) a Rs, o a R3,/,, al ser éstos generadores de (R, o), todas las 


rotaciones de R estarían en S”. 


Que (S, 0) sea un subgrupo de (R, o) se deduce del teorema de caracterización de sub- 
grupos (teorema 17.14 [p. 766 de esta edición]), ya que es cierto que (Vx, y € S)(xx* y' € S), 
pues S sólo tiene dos elementos, R, y Rs, siendo ambas sus propios simétricos, RE = Ro y 
R.= Rs, así que: 


xy Y xx* y 
Ro Ra Re ReoR;=R; 
Re Ro Ro RroRo=Rs 


El diagrama de Hasse del retículo de sus subgrupos es 


[Ro, Ra/2, Ra, Rsr/2) 
| 
(Ro, Ra) 


| 
[Ro.) 


Actividad 17.0 

Consideremos como figura el trípode —tres segmentos a 90, 210 y 330 grados (71 /2, 717 /6 y 
1/6 radianes, respectivamente)—, el conjunto de rotaciones R = [Ro, UR 1) (esto es, 
de 0, 120 y 240 grados) y, representando por F,—ax+» la reflexión de eje la recta y = ax + b, el 
conjunto de reflexiones F = [ o all (esto es, el conjunto de reflexiones según 
sus tres segmentos). Consideremos la operación diádica o, composición de transformaciones 
(rotaciones o reflexiones) sobre R U F. Demostremos (cfr. supra ejemplo 17.5.4 [p. 770 de esta 
edición]) que (R U F; 0) es un grupo y estudiémoslo. Observemos, por ejemplo, que el trípode 
presenta simetría axial (especular) para cada uno de sus segmentos considerados como ejes de 


simetría: 


Imagen Espejo Trípode 
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$ 17.5.5 Residuos 


El conjunto de enteros Z, = [0,1,2,...,m — 1) recibe el nombre de el menor sistema de residuos 
módulo m. Definiendo las operaciones, Vx, y € Zn, 


X Em Y =(x + y) mód m, 
Xx “m Y =(x- y) mód m, 
se satisface que: 
=  (Zm;+m) tiene estructura de grupo abeliano; 
=  (Zp;'m) tiene estructura de monoide abeliano; 
=  (ZmX [O]; *m) tiene estructura de grupo abeliano. 


Las tablas de CAYLEY de estas operaciones son las siguientes. 


+m o 1 2 m>=-3 m-2 m-—1 
O O 1 2 m-=-3 m-2 m-—1 
1 1 2 3 m=-2 m-—1 O 
2 2 3 4 m-—1 o) 1 
m=-3|m-3 mM-2 M-1 ... M-6 M-5 M-4 
m=-2|m-2 m-—1 O cc. M-5 M-4 M-3 
m=-1|m-—1 O 1 .. M-4 M-3 M-2 
2 O 1 2 m=3 m-2 m-—1 
o) o) O o) O 0) O 
1 O 1 2 m=3 m-2 m-—1 
2 o 2, 4 m=—6 m-4 m-—2 
m-—3 0 m-3 m-—6 ... 12 6 3 
m-—-2 0 M-2 M->-4 ... 6 4 2 
m=1|o m-—1 m-2 ... 3 2 1 
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$ 17.5.6 Grupo de permutaciones. Grupo simétrico 


Teorema 17.24 (Grupo de permutaciones de un conjunto) 


Sea X un conjunto no vacío, Py el conjunto de todas las biyecciones de X en X y o la operación 


composición de aplicaciones. Entonces, (Px, 0) tiene estructura de grupo no conmutativo. Lo 
llamamos grupo de permutaciones de X. 


Definición 17.34.— Sin € Z*,X = [nj*, entonces llamamos a Px grupo simétrico de orden n o 


grupo de las permutaciones de orden n o grupo de las sustituciones de orden n y lo notamos S,,. 


Observación 17.5.6.— Enelcaso finito, una k-permutación (o k-sustitución) ordinaria de n objetos 
no es más que una disposición ordenada de k objetos de los n. Caso de considerar un conjunto 


ordenado de objetos y ser k = n, se trata de una reordenación del conjunto. 


Teorema 17.25 
El número de permutaciones de un conjunto de n elementos es el producto n(n—1)(n—2)-+-3- 
2 - 1 (que se abrevia por n! —«n factorial»—). Dicho número es el mismo que el número de 


diferentes ordenaciones existentes de esos n elementos. Lo designamos por P,,. 


Teorema 17.26 


Precisamente P,, es el número total de aplicaciones biyectivas entre dos conjuntos de n ele- 


mentos. 


Representamos la permutación O € S, por la disposición matricial 
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Permutaciones y programación lineal entera 

Creo que hemos aprendido ya que dependiendo del contexto y del interés 
computacional, la representación del conocimiento es diversa. En el caso de las per- 
mutaciones, observemos una representación alternativa, de interés en programación 
lineal entera (cfr. v. gr. PARDO, FELIPE y PARDO [191] [p. 55]): por ejemplo, si las filas co- 
rresponden por orden a las entidades a, b y c, y las columnas, también por orden, a 


las posiciones en la permutación, entonces la matriz 


representa la permutación c, a, b. 


Ejemplo 391 


S,, el grupo de las permutaciones de A = [1, 2, 3), tiene 6 elementos. 


Resolución. En efecto, las 3! = 6 permutaciones de tres elementos —biyecciones de 
[1,2,3) a [1,2,3)—son: 


12 3 12 3 12 3 
d= , 01 = , Ma 
12 3 2 3 1 31 2 
12 3 12.3 12 3 
4 =- ) T, = ) Tr = 
13 2 32 1 2 1 3 


Ejemplo 392 


Demostremos que T, y T, conforman un ejemplo de que o no satisface la conmuta- 
maes: 


Resolución. En efecto, 


T¿O T, = Tal T,) = T; => 0»; 
32 1 31 2 
112 3 11.2 3 
T, O T¿ = T,(T,) = T, 5 01 
2 1 3 2 3 1 
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Teorema 17.27 


Sea Ud E S,. La relación diádica E, definida por (Vx, y € [n]JPMxEsy = (3n € Z)l(y = 


0” (x))) es una relación de equivalencia en [n]*. 


Definición 17.35.— Dados x € [n]*, ou € S, y la equivalencia E,, se denomina órbita de x respecto 


de g, y se nota orb,(x), a la clase de equivalencia a la que pertenece x. 


Teorema 17.28 


Dados x € [nJ* yu € S,, orby(x) = [a (x), a*(x),..., a*(x)p, donde t es el menor entero 


positivo tal que 0*(x) = x. 


Ejemplo 393 


Hallemos las órbitas de la permutación 
A A 
E O 


Resolución. Las órbitas son: 

orby(0) = [a(0), a*(0)) = (9, 0) 
orby(1) = [0(1), 0”(1), 0*(1)) =(4,3,1) 
orby(2) = [0(2), 0*(2)) = (6, 2) 
orby(3) = (0(3), 0*(3), 0*(3)) = (1,43) 
orb,(4) = [0(4), 0*(4), 0*(4)) = (3,1,4) 
orby(5) = (0 (5), 0*(5), 0*(5)) = 18,7, 5) 
orby(6) = [0(6), 0*(6)) = [2, 6) 

orby(7) = [a(7), 0*(7), 0*(7)) = (5, 8,7) 
orby(8) = [0(8), 0*(8), 0*(8)) = (7,5, 8) 
orby(9) = [0(9), 0”(9)) = (o, 9) 
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Ciclos 


Definición 17.36.— Sea u € S,. Decimos que d es un ciclo de longitud k (o k-ciclo) precisamente si 


o intercambia cíclicamente k elementos, manteniendo fijos el resto. Esto es, precisamente si existen 


A, (,,..., 0% E [n]* tales que: 
di si x=a¡Ai€ [k-—1]? 
o(x)= di Si x=Q0k 
x si xHfajMNiclk]* 
Notamos un ciclo por (a, a, ... ax), indicando que O (a) = Ap+,. 


Definición 17.37.—  Sik = n, decimos que O es una permutación cíclica (o sinónimamente, permuta- 


ción circular). 


Ejemplo 394 


Representemos las permutaciones de S, como ciclos. 


Resolución. Las permutaciones de S, son: 


id = =1, m= =(123), .= =(132), 
112 3 2 3 1 31 2 
123 28 1% 3 
1 = = (2 3), T, = = (13), = = (12) 
e E 321 2 1.3 


Teorema 17.29 


Sea y = (a, a, ... ax) € S, un ciclo de longitud k. Entonces: 


O. 0) =Vv (da: 


1.  Oo(y)= k (el orden de y es k); 

A a E SS || q 
lx) si xHfa¡Aic€lk]* 

UE aa YA YY RI Y 


== 


Observación 17.5.7.— 0. Seay= (a, a, ... ax) € S, un ciclo de longitud k. El conjunto cociente 
de la relación de equivalencia E, asociada a y consta de n—k +1 clases de equivalencia, una de 
cardinal k y el resto unitarias —el total de clases del tipo orb,(x) = [x], con x € S,,x + 01,1 € 
[kJ*—. 
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1  Esposible expresar un ciclo de longitud k de k formas distintas. Por ejemplo, es posible expre- 


sar el ciclo (1 2 3) de tres formas, a saber: (12 3), (2 3 1) y (312). 


Definición 17.38.— Decimos que y = (a, a, ... ax) E SjyT = [(b, b, ... b) € S, 
son ciclos disjuntos, precisamente si sus órbitas no unitarias son disjuntas, es decir, si, y sólo si, 
ra O Da Mp 


Teorema 17.30 
Dos ciclos disjuntos cualesquiera, conmutan. Esto es, si y € S, y T E S, son dos ciclos 


disjuntos, entonces (Vx € [nJ*)(yt(x) = ty(x)). 


Teorema 17.31 (Factorización de una permutación) 
Toda permutación O € S,,, 0 + 1y no ciclo, se puede expresar de forma única, salvo el orden 
de los factores, como producto de ciclos disjuntos. Concretamente, siendo v € S,, 0 + 1yno 


ciclo, entonces: 


o. seax € [n]* tal que 0(x) + xy orby(x) = [o(x),0?*(x),... o*(x)) —con t > 1, 


ya que la órbita no es unitaria—, entonces, si asociamos a dicha órbita el ciclo y 
(ooo o) setiene que orbe) = 01D, (00); 
siorbs(a;),orby(a;,),...,orbs(a;,) son las distintas órbitas no unitarias y Y,, Ya, . -. 
sus ciclos asociados, entonces O = y, Y, :** Y. 


Ejemplo 395 


Escribamos la siguiente permutación o como producto de ciclos disjuntos: 


O E E 
E O E IN AS) 


Resolución. Consideremos las órbitas disjuntas orby(i): 
orby(1) = (0(1), 0*(1), 0*(1)) =(4,3,1); 

orby(2) = [o(2), 0*(2)) = (6,2); 

orby(5) = [0 (5), 0*(5), 0*(5)) = 18,7, 54; 

orb,(9) = fa(9), 0?*(9)) = fo, 9). 

Consideremos los siguientes ciclos, asociados a estas órbitas: 


y =(0(1) 0*(1) 0*(1)) = (43 1); 
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y, = (0(2) 0*(2)) = (6 2); 
Ys = (0(5) 0*(5) 0*(5)) = (8 7 5); 
Ys = (a(9) a*(9)) = (o 9). 


Por el teorema anterior, 
O = Y1V2 Ys Yo, 
es decir, 
01234567809 
94613892570 


= (43 1)(6 2)(8 7 5)(0 9). 


Teorema 17.32 

Un método práctico para escribir una permutación como producto de ciclos disjuntos es el 

siguiente: 

0.”, El primer elemento del primer ciclo es cualquier elemento; el segundo es la imagen del 
primero; el tercero, la del segundo. .., y así sucesivamente, hasta que el primero sea la 
imagen del último. Decimos que se ha completado un ciclo. 


El primer elemento del segundo ciclo es cualquier elemento que no aparezca en el primer 


ciclo; el segundo, la imagen del primero, el tercero, la del segundo, así hasta que el primero 


sea la imagen del último. 
Repetimos este proceso hasta que todos los elementos aparezcan en algún ciclo. Podría- 
mos no considerar los ciclos unitarios puesto que se corresponden con la permutación 


identidad. 


Ejemplo 396 


Siguiendo este método, escribamos la permutación g del último ejemplo como pro- 


ducto de ciclos disjuntos. 


Resolución. Según este método y además siguiendo un recorrido secuencial de búsque- 


da de elementos que no aparezcan en ciclos anteriores, 


01234567809 
9461382570 


= (0 9)(1 4 3)(2 6)(5 8 7). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


17.5. Grupo 780 


Ejemplo 397 


Seao : [2n]* => [2m]* definida por o(n) = n + (-1)”*. Escribámosla como 


producto de ciclos disjuntos. 


.. 4 2 12.3.4 6: 2nN—1 2n 
Resolución. Según su definición, dv = . Y como 
2.1143 cc 2n 2n-1 


producto de ciclos disjuntos, siguiendo el método expuesto: 


O =(12)(3 4)---(2n—12n). 


Teorema 17.33 


Sic € S, es un producto de ciclos disjuntos, entonces su orden es el mínimo común múltiplo 


de los órdenes de los ciclos. 


Transposiciones 


Definición 17.39.— Llamamos transposición a todo ciclo de longitud 2. Notamos por (i ¡), indicando 


que los elementos ¡ y ¡ son los que se intercambian, permaneciendo el resto igual. 


Teorema 17.34 
Todo ciclo de longitud k puede ser expresado como producto de k — 1 transposiciones, por 


ejemplosasis(a. 0) ..002)=> (020. a a (a, al 


Teorema 17.35 


o. Es posible escribir toda permutación, de forma no única, como producto de transposi- 


ciones. 
Invarianza de la paridad: Dada una permutación, el número de transposiciones necesario 
para escribirla es par o impar, dependiendo únicamente de la permutación y no de las 


transposiciones intervinientes. 


Ejemplo 398 


Expresemos las permutaciones de S, como producto de transposiciones. 
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Resolución. Para conseguirlo, vamos a partir de su representación como ciclos (vid. supra 
ejemplo 17.5.6 (p. 777 de esta edición) y a utilizar la estrategia mencionada en el teorema 17.34 


(p. 780 de esta edición): 


10. =1 4=(1231= 8021) a=(132)=(110010, 


E=123), =0131 n=l21 


Observación 17.5.8.— La representación no es única. En el ejemplo anterior: 0, = (1 2)(2 3), 0, = 


(12) 3) = (12). 2)( 3). 


Signatura de una permutación 


Definición 17.40.— Llamamos signatura de una permutación d € S,,, y designamos por e(0), al signo 
de la paridad correspondiente al número de transposiciones necesario para escribirla (+1 si par y —1 


sl impar). 


Definición 17.41.— Sea O € S,. Decimos que [i, ¡) € [n]* es una inversión para a si se satisface 
a(i) — al) 


- < O. El número de inversiones para O € S,, lo notamos por vs. 
L=] 


que 


Teorema 17.36 


Sea Ud € S,,. La signatura de o es el signo correspondiente a la paridad del número de inver- 


siones de la misma, es decir, e(0) = (-1)%. 


Ejemplo 399 


Hallemos la signatura de 


Resolución. Delos pares ordenados posibles, 
(1,2), (1,3), (1, 4). (1. 5), (2,3), (2, 4), (2,5). (3, 4). (3. 5). (4. 5), 
presentan inversión los pares 


(131.15), .3), 125), 14,5), 
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luego, 


Ejemplo 400 


¿Cuáles son las signaturas de las permutaciones de cuatro elementos? 


Resolución. 
Permutación, O | N. inversiones, V¿ | Paridad Signatura, e(0) 
1234 o) par +1 
1243 Hd impar =1 
4321 6 par pl 


Teorema 17.37 


La signatura de una transposición es —1. 


Teorema 17.38 


La signatura de un producto de permutaciones es igual al producto de signaturas. 


Teorema 17.39 


Sigo € S, es un ciclo de longitud k, y = (a, a ar) , entonces e(0) = (—)", ya 


que todo ciclo de longitud k se puede expresar como producto de k — 1 transposiciones (vid. 
supra teorema 17.34 [p. 780]). 


Ejemplo 401 


Hallemos, según este último resultado, la signatura de la permutación 
12.03 45'6.7.8.9 “19 11 
A IS IS 


O = 


Resolución. Expresada como producto de ciclos disjuntos: 


o=(1359)(2467)(10 11). 
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Su signatura es el producto de las tres signaturas: 


$ 17.6 Inicio de la lista de grupos finitos 


$17.6.0 Orden 1 


Sólo existe un grupo de orden 1 salvo isomorfismos, cuya tabla de composición es 


e 


eje 


Este grupo es abeliano —observamos que la tabla es simétrica respecto de la diagonal 


principal— y cíclico, pues sus elementos son e, e? = e. Se conoce como el grupo cíclico C,. 
El grupo C, no tiene subgrupos propios. 


Ejemplo 402 


Los grupos (Z.,; +,) y Sim([Xf, con |X| = 1son modelos para C,. 


Resolución. En efecto, 


o. un modelo para C, es (Z,; +,), cuyo elemento es O +, O = O y cuya tabla de composición 


es 
Ho. 
o lo” 

1. otro ejemplo de modelo para C, es Sim[XP, con X = ([x], el grupo simétrico de X 
—en particular, S,—, siendo la permutación la identidad, id; la tabla de composición de 
Sim(X) es 

o id 
id id 
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$ 17.6.1 Orden 2 


Sólo existe un grupo de orden 2 salvo isomorfismos, cuya tabla de composición es 


e (a 
eje (Cd 
aja e 


Observación 17.6.0.— Si ocurriese que a? = a, entonces a no tendría simétrico, por lo que nece- 


sariamente a? = e. 


Este grupo es abeliano —observamos que la tabla es simétrica respecto de la diagonal 


principal—y cíclico, pues sus elementos son a, a? = e. Se conoce como el grupo cíclico C,. 
El grupo C, no tiene subgrupos propios. 


Ejemplo 403 
Los grupos (Z,; +,) y Sim([XY, con |X] = 2 son modelos para C,. 


Resolución. En efecto, 


o. unmodelo para C, es (Z,; +,), cuyos elementos son 1,1 +, 1 = O y cuya tabla de compo- 


sición es 


1.  otroejemplo de modelo para C, es Sim([XP, con X = [x, y), el grupo simétrico de X —en 
particular, S,—, siendo las dos permutaciones, notémoslas, 0,, 0, 0 0, = id; la tabla de 


composición de Sim[X) es 


x y 


donde 0, = 


o EX 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


785 17. Lógica de estructuras 


$ 17.6.2 Orden 3 


Sólo existe un grupo de orden 3 salvo isomorfismos, cuya tabla de composición es 


e a b 
ee a b 
ala b e 


bib e a 


Este grupo es abeliano —observamos que la tabla es simétrica respecto de la diagonal 
principal— y cíclico, pues sus elementos son a, a? = b,a? = e. Se conoce como el grupo cíclico 
Cs 


El grupo C, no tiene subgrupos propios. 


Ejemplo 404 


El grupo (Z;; +3) es un modelo para C,. 


Resolución. En efecto, un modelo para C, es (Z,; +), cuyos elementos son 1,1 +31 = 


2,1+,1+,1= 0y cuya tabla es 


+30 1 2 
6 10-12 
13 o) 
2 12:01 


Actividad 17.1 
Demostremos que otro ejemplo de modelo para C, es el grupo de las isometrías que dejan in- 


variante el trisquel en el plano euclideo. 


Observación 17.6.1.— Una vez hecha la actividad anterior, podremos comprobar que la tabla de 
composición de dicho grupo es la subtabla correspondiente a [id, 0;, 0,) de la tabla de composición 
de 5,* 


$ 17.6.3 Orden 4 


Sólo existen dos grupos de orden 4 no isomorfos, 


= elgrupocíclico C,, 


3 Vid. infra $ 17.6.5 (pág. 790 de esta edición). 
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= el grupo de Klein K, —grupo cuadrático o del rectángulo, también denotado V, (Vierergrupe de 
Klein)—. 


El grupo cíclico C, 
La tabla de composición del grupo cíclico C, es 


e a b c 


e e a b c 


Este grupo es abeliano —observamos que la tabla es simétrica respecto de la diagonal 


principal— y cíclico, pues sus elementos son a, a? = b,a? =c,at=e. 


El único subgrupo propio de C, es el de conjunto soporte [e, by, isomorfo a C,. El diagrama de 
Hasse del retículo de los subgrupos de C, es 


fe, a, b,c) 
En 
| 
[e) 
Ejemplo 405 


El grupo (Z,; +4) es un modelo para C,. 


Resolución. En efecto, un modelo para C, es (Z¿; +4), cuyos elementos son 1,1 +, 1 = 


2,1+41+41=3,1+41+41+41= 0 y cuya tabla de composición es 


+¿|0 1 2 3 
ojo 1 2 3 
9 e A 
212361 
32130 12 


Observación 17.6.2.— Otro modelo para C, es el grupo que hemos estudiado en el ejemplo 17.5.4 


(p. 770 de esta edición). 
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El grupo de Klein K, 
La tabla de composición de grupo K, es 


e a bc 


e e a bc 
aca e c b 


bbocema 


que no es cíclico, aunque sí abeliano. 


Los subgrupos propios de K, son los de conjuntos soporte fe, aj, [e, bh y [e, c), todos isomor- 


fos a C,. El diagrama de Hasse del retículo de los subgrupos de K, es 


fe, a, b,c) 
O SS 
le, a) le, bj le, c) 
A te) e 


Definición 17.42.— El producto directo de dos magmas (G; x) y (H; o) es el magma (G x H;-), 
donde - se define, V(9o, ho), (91, h,) € Gx H, por (9o, ho) - (91, hi) = (90 * 91 ho o h,). 


Teorema 17.40 


El producto directo C, x C, es isomorfo a K,; su tabla de composición es 


( 
( 
( 
( 
( 


Ejemplo 406 


El grupo (Z, x Z,;+,,,) es un modelo para K,. 


Resolución. Se sigue del teorema anterior. 
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Teorema 17.41 (Teorema de CAYLEY) 


Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de su grupo de permutaciones Sg (aplicaciones bi- 


yectivas de Gi en G y la operación o). Si|G| = n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de 
o 


Actividad 17.2 
Demostremos que otro ejemplo de modelo para K, es el grupo de las isometrías que dejan in- 


variante el rectángulo no cuadrado en el plano euclideo. 


Ejemplo 407 


El grupo de Klein K, es isomorfo a un subgrupo del grupo de permutaciones S, de 


un conjunto de 4 elementos. 


Resolución. K, es isomorfo a (P; 0), subgrupo de S,, con P = [Pja, Pas Pbs Pe) Y Pia = 
(1), Pa = (12) G34), po = (13) (24), pc = (14) (23). 


$ 17.6.4 Orden 5 


Sólo existe un grupo de orden 5 salvo isomorfismos, cuya tabla de composición es 


C 

C 
alta b c d e 

e 


bib c d 


Este grupo es abeliano —observamos que la tabla es simétrica respecto de la diagonal 
principal— y cíclico, pues sus elementos son a, a? = b,a? = c,at = d,a? = e. Se conoce 


como el grupo cíclico Cs. 
El grupo C; no tiene subgrupos propios. 


Ejemplo 408 


El grupo (Z;; +5) es un modelo para Cs. 
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Resolución. En efecto, un modelo para Cs es (Z;; +5), cuyos elementos son 1,1 +51 = 


2,1451+51=3,1+51+51451=4,1+51+51+51+51=0y cuya tabla de composición es 


+50 1.2.3 4 
O 123 4 
1112340 
2.234 O 1 
ME 
E 


$ 17.6.5 Orden 6 


Sólo existen dos grupos de orden 6 no isomorfos, 


=  elgrupocíclico C¿, abeliano, 


= el grupo simétrico S,, no abeliano. 


Observación 17.6.3.— En este acercamiento elemental a los grupos finitos prefiero destacar a Sy, 


y no al producto semidirecto Cz x C, del cual, en realidad, es un modelo. 


El grupo cíclico C;, 


La tabla de composición del grupo cíclico C¿ es 


e a beodtf 
e ea becdstf 
ala b c d f e 
bib cdf e a 
c cdf e a b 
did f e a b c 
ff e a bc d 


que, en efecto, es cíclico, pues sus elementos son a, a? = b, a? = c,at= d, a =f, a? = e.C¿es 


un grupo abeliano —observamos que su tabla es simétrica—. 


Los subgrupos propios de C¿ son los de conjunto soporte [e, cj) —isomorfo a C,—y fe, b, dy 


—isomorfo a C¿—. El diagrama de Hasse del retículo de los subgrupos de C¿ es 
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fe,a,b,c,d,f) 


q 
fe,cj  (fe,b,d) 
NS. 


te) 


Ejemplo 409 


El grupo (Z¿; +5) es un modelo para C4. 


Resolución. En efecto, un modelo para C¿ es (Zo; +6), cuyos elementos son 1,1 +51 = 
2,14+61+461=3,1+61+61+61=4,1+61+61+61+61=5,1 +61 +61 +614+61+61= Oy 
cuya tabla de composición es 


+6 12.345 
e) 12345 
11123450 
212.3 4-5 0 1 
3134 50 1 2 
4|4 50 1 2 3 
51|15012_3_4 


El grupo simétrico S, 


El grupo simétrico S, de las permutaciones de tres elementos no es abeliano ni cíclico; su tabla de 


composición es 


GlT TT 06.01 


donde, como vimos en el ejemplo 391 (p. 775 de esta edición), las 3! = 6 permutaciones de 3 elementos 
—biyecciones de (1, 2,3) a [1,2,3)—son: 


] 1.2 3 11.2 3 1 2 
ld. = ó,= d= 

1.2 3 2 3 1 3 1 2 

12 3 12 3 1.2.3 
T = T, = Tz= 

1.3 2 3 2 1 2 1 3 
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Como hemos dicho, S, no es abeliano*. De hecho, S; es el grupo no abeliano más pequeño. 


Los subgrupos propios de S, son los de conjunto soporte [id, 7,), [id, T,) y [id, 7,) —todos iso- 
morfos a C,—y [id, 0,, 0,) —isomorfo a C¿—. El diagrama de Hasse del retículo de los subgrupos de 
S; es 


(d,01,0, 0: B| 
O 
lid, ti) (id,  fid,7,) (id, o,, 0,) 


N eS 
Para n > 3, el grupo S,, no es abeliano. 


Ejemplo 410 


El grupo diédrico D, de las isometrías que dejan invariante el triángulo equilátero en 


el plano euclideo (también es conocido como el grupo del triángulo) es isomorfo a S,. 


Resolución. Dichas isometrías son las rotaciones de 120” (277 /3 rad), 240” (417 /3 rad) y 
360” (617 /3 rad), que abreviaremos, respectivamente, por r, r* (es la inversa de r) e id (la rota- 
ción de 360” es la identidad), y simetrías axiales (reflexiones) de ejes las mediatrices de ángulos 
de inclinación 30” (3/6 rad), 150? (577/6 rad) y 2707 (9,7 /6 rad), que abreviaremos, respectiva- 
mente, por S;, S, Y So. 


a lid -F FS: Er 8, 


ld (1d. E F% Ss 3 Ss 


La comparación de sus tablas de composición nos permite comprobar que D, es isomorfo 


a Sy; la biyección es:id —> id, 0, > r, 0, => 5", T, > So, Ta > Sy, Ta >> S». 


$17.6.6 Orden 7 


Sólo existe un grupo de orden 7 salvo isomorfismos, el grupo cíclico C,, que no tiene subgrupos 
propios. 


* Cfr. supra ejemplo ?? (p. ?? de esta edición). 
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$ 17.6.7 Orden 8 


Existen cinco grupos de orden 8 no isomorfos, tres son abelianos, 
= elgrupocíclico C¿—que tiene dos subgrupos propios, isomorfos a C, y C¿—, 


= el grupoproducto directo C, x C, —que tiene seis subgrupos propios: tres isomorfos a C,, dos 


a C, y uno a K¿—, 


= elgrupo producto directo C, x C, x C, —que tiene catorce subgrupos propios: siete isomorfos 


a C, y siete isomorfos a K¿—, 
y dos son no abelianos, 


=  elgrupodiédrico D, —que tiene siete subgrupos propios: cinco isomorfos a C,, uno isomorfo a 
C, y dos isomorfos a K,—, 


= el grupo Qs de cuaterniones (vid. v. gr. https://en wikipedia.org/wiki/Quaternion) —que tiene 


cuatro subgrupos propios: uno isomorfo a C, y tres isomorfos a C¿—. 


El grupo diédrico D, 


El grupo diédrico D, es el de las isometrías que dejan invariante el cuadrado en el plano euclideo. 


Se le conoce como grupo del cuadrado. 


Dichas isometrías son las rotaciones de 90” (17 /2 rad), 180” (277 /2 rad), 270? (337 /2 rad) y 360" 
(437/2 rad), que abreviaremos, respectivamente, por rr, r._, r¡ eid (la rotación de 360” es laidentidad), 
y simetrías axiales (reflexiones) de ejes OX, OY y las diagonales, que notaremos p_, P), P-Y PM 
respectivamente. 

o | id Fr re r p pr p- 
id [id ri re ri p pr p- 
fro ro ri id px pp p- 
Fo fo 5 ido or p- px PP 


PLL PP ps dado foro r 
PELPA PPP E Td dj re 
PP PP Pr fe ri dido r 
PIN PL PY Pz fio ore Fr id 


Los subgrupos propios de D, son los de conjunto soporte fid, p +), [id, pr), fid, r.], [id, pp) 
y fid, pp) —todos isomorfos a C,—y [id, r., pp y, pa.) —isomorfo a K¿—, [id, ry, r._, r,) —isomorfo 
a C¿—y fid, r.-, p¡, p—) —isomorfo a K¿—. El diagrama de Hasse del retículo de los subgrupos de D, 


es 
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lid, roy ppp Pe A 


az | TE 
lid.ro.pry pad lid rro r,)  tid,ro, pp) 
A A: A O A 
lid, py) _(id aj fidr.j) (id, p-) _ tid pj) 
E 
(id) 


El grupo diédrico D, es finitamente generado. Sus generadores son r; y p¡. En efecto, los ele- 
mentos de D, son p, 0 Pp, = 1d, 1,1 =5e,5i =F], PP 91 = PP 95 = PAP or i= px. 
Su tabla de composición expresada genéricamente en función de sus dos generadores renombrados 


respectivamente como a y b es 


e a a q b ba ba? ba? 

e e a a. a b ba ba? ba? 

a a at q? e bah b ba ba? 
ala a e a ba? bah b ba 
a? | a? e a A ba ba ba? b 
b b ba ba? ba? e a a a 
balba ba? ba? b a? e a a? 


2 


barlba? bah b ba a? a? e a 


balbah b ba ba? a a 


Para saber más, vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/List_of small_groups. 


$ 17.6.8 El teorema enorme 


El teorema de clasificación de los grupos simples finitos —grupos que no contienen subgrupos norma- 


les propios— es conocido como el teorema enorme. 


Para saber más, vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of finite_sim- 


ple_groups. 


$17.6.9 Cuadrado latino. Cuasigrupo 


Definición 17.43.— Un cuadrado latino es una malla cuadrada de celdas que contiene exactamente 


un símbolo en cada fila y cada columna. 


Definición 17.44.— Decimos que un magma (X'; x) satisface la propiedad del cuadrado latino precisa- 


mente si para todo x, y € X, existen dos únicos elementos z, t € X tales quex* z =y,txx= y. 


Definición 17.45.— Un cuasigrupo es un magma que satisface la propiedad del cuadrado latino. 
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Teorema 17.42 


Las tablas de CAYLEY de un cuasigrupo y de un grupo, finitos, son cuadrados latinos. 


Ejemplo 411 


Tenemos dos redes de sistemas informáticos, la red A y la red B, compuestas en 
concreto cada una por tres sistemas, A,, A, y A, y Bo, B, y B,, respectivamente. Queremos 
programar la interconexión de las nueve parejas interredes (4;, B;). Disponemos de tres 
fechas t,, t, y t,, en las que ejecutar dichas interconexiones. El requisito de tener que 


interconectar todas las parejas no debe generar ninguna colisión entre las fechas. 


Resolución. El grupo cíclico C¿ nos permite resolver esta cuestión. Observemos el cua- 
drado latino de su tabla de CAYLEY modificada renombrando los elementos de sus filas y co- 


lumnas, 
Bo. By Ba 
Alte $ 8 
Alt t, to 
Alt, to t 


Teorema 17.43 


No todo cuadrado latino es la tabla de CAYLEY de un grupo. 


Ejemplo 412 
En el supuesto del ejemplo anterior, nuestra meta es ahora la resolución conjunta 


interred de tres problemas P,, P, y P,, con el requisito de que cada sistema trabaje en 


un problema distinto con un sistema de la otra red. 


Resolución. El siguiente cuadrado latino —que no es un grupo— nos proporciona un 


camino, 
Bo. B, B, 
E E 
ANP Pes Pe 
Aa AP Pa Ps 
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Ejemplo 413 Ortogonalidad 


¿Podríamos programar conjuntamente las fechas de interconexión y la resolución 
de problemas? es decir, ¿podríamos interconectar todas las parejas sin generar ninguna 
colisión entre las fechas, a la vez que cada sistema trabaja en un problema distinto con 


un sistema de la otra red? 


Resolución. Sí, de acuerdo al cuadrado latino producto 


Bo B, B, 
Ao (to, Po) Ca P,) Cha Po) 
A, (La E de e) Ce 0 


Aldao Als 


Cuando dos cuadrados latinos pueden combinarse en esa forma, decimos que son (Ímutuamen- 


te) ortogonales. 


Para saber más, vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Mutually_orthogonal_Latin_squares 


$ 17.7 Semianillo 


Definición 17.46.— SeanA + V y € y 8 dos operaciones diádicas en A. Decimos que Q es: 


a) distributiva por la izquierda respecto de €, precisamente si (Va,b,c € AJ(a8 (bc) = (a 8 
b)e (a 8 c)); 


b) distributiva por la derecha respecto de O, precisamente si (Va,b,c € A(aSb)J8c=(a8 Cc) 
(b 8 c)); 


c) distributiva, precisamente si es distributiva por la izquierda y por la derecha. 


Observación 17.7.0.— También suele decirse que «8 se distribuye (por la izqda./por la dcha.) en 
O». 


Definición 17.47.— Sean A + Uy O y 9 dos operaciones diádicas en A. Decimos que (4; 0, 9) 
tiene estructura de semianillo, precisamente si (4; 9) es monoide abeliano, (4; 89) es semigrupo y Y 


es distributiva respecto a O. 


Definición 17.48.— Decimos que un semianillo (4; €, 9), es un semianillo abeliano o conmutativo, 


precisamente si $ es conmutativa, es decir, si, y sólo si, 


(Va,b,cE€A]l(a8b=b8 a). 
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Definición 17.49.— Decimos que un semianillo (4; 9, 9) es un semianillo unitario precisamente si 
(A; 8) es monoide. 


Ejemplo 414 


O.  Dadoun conjunto C, (P(C); U, N) es un semianillo conmutativo y unitario. 


1. Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos, (N; +, -), (Z;+,-), 


(Q;+, ), (R;+, -) y (C; +, -) son semianillos conmutativos y unitarios. 


$ 17.8 Anillo 


Definición 17.50.— Decimos que un semianillo (4; 9, 9) es un anillo, precisamente si (4; 0) es 
grupo abeliano. 


Dicho de otro modo, si Aes un conjunto no vacío y O y O dos operaciones diádicas en A, decimos 


que la terna (4; O, 9) es un anillo si, y sólo si, se satisface: 
o.”, (4; 6) es grupo abeliano; 
1.2, (4;8) es un semigrupo; 


2.”, 8 se distribuye en O, estoes, Vx,y,Z € A: 


x0 (y 92) =(x9 y) 9 (x 0 z) 
A 
x0y)97=(x02)0 (y 9 2). 


Definición 17.51.— Decimos que un anillo (4; €, 8), es un anillo abeliano (o sinónimamente, anillo 


conmutativo), precisamente si 8 es conmutativa, es decir, si, y sólo si, 


(Va,b,ceA/[(a8b=b98 a). 


Definición 17.52.—  Enun anillo (4; €, 9), puede definirse una nueva operación diádica, la sustrac- 
ción (o sinónimamente, diferencia), que notamos O, como 


aeb=a8(-b), 


donde —b es el elemento opuesto de b. 
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Definición 17.53.— Sean (4; O, 9) un anillo y a € A. Decimos que a es nilpotente precisamente si 


n 


(2n E€N'(a8 ---9 a=€4). 


n 


Observación 17.8.0.— Con la notación (4; +, -), x es nilpotente si, y sólo si, Jn € N*, a - --a4=0, 


esto es, usando la notación habitual de potencias, si, y sólo si, In € N*, a” =0. 


Definición 17.54.— Sea (A; O, 9) un anillo; el elemento a de Aes idempotente si, y sólosi,ag a = a. 


Ejemplo 415 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  enlosanillos abelianos (Z; +, -), (Q; +, -) y (R; +, -), sólo o y 1 son idempotentes. 


$ 17.8.0 Anillo unitario 


Definición 17.55.— Decimos que un anillo (4; €, 89) es un anillo unitario, precisamente si (4; 9) es 


un monoide. 


Teorema 17.44 
Sea (4; O, 89) un anillo; se satisface: 
Va € A, €4 9 A = 19 €a = €g [esto es, el elemento neutro de 9 en A es un elemento 


singular o absorbente para 8 en A); 
Va,be A,(-a)8b=a8(—b)=-—(a8 b); 
Va,b,ceA,a8(bec)=(a8b)Oe(a98 cd). 


Observación 17.8.1.— O. En un anillo, el elemento neutro aditivo eg suele notarse por o y si se 


trata de un anillo unitario, el elemento neutro multiplicativo eg suele notarse por 1. 


1. De hecho, la notación habitual para un anillo es (4; +, -), esto es, simplemente + para la ley 
aditiva O y - para la multiplicativa Y —y simplemente — para la diferencia S—. Así, por ejemplo, 
(17.44.a) quedaría: Va € A,0-a = a- 0 = 0. Muchas veces incluso se suprime -; por ejemplo, 
(17.44.c) quedaría: Va, b,c € A, a(b—c) =ab-— ac. 


Definición 17.56.— Si (4;0, 8) es un anillo unitario, entonces puede que existan elementos que 
tengan inversos multiplicativos, esto es, elementos a € A para los que exista un b € A tal que 
a8b=b0a=1. Llamamos unidades del anillo a estos elementos del anillo que tienen simétrico 


multiplicativo. 
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Ejemplo 416 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (Z;+,),(Q;+, +), (R;+, -) y (C; +, -) son anillos conmutativos y unitarios; 


=  en(Z;+,-)sólo hay una unidad, el 1; 


= en(Q;+,-), (R;+,-) y (C; +, -), todos los elementos no nulos son unidades del anillo. 


Definición 17.57.— Sea (A; O, 9) un anillo unitario; decimos que es un anillo de característica p € N+ 


19) 


si p es el menor natural tal que es O --- O €g = €g. Si no existe tal p decimos que el anillo tiene 


característica O. 


Ejemplo 417 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (Z;+,-),(Q;+,-) y (R; +, -) son anillos de característica O, pues para ninguno de ellos es 
12) 


posible encontrar un p € N* talque1+---+1=0. 


$ 17.8.1 Subanillo 


Definición 17.58.— Sean (4; 0, 8) un anillo y S € A. Decimos que (S; €, 9) es un subanillo del 
anillo (4; €, 9) precisamente si (S; €, 9) es anillo. 


Teorema 17.45 (Caracterización de subanillo) 
Sean (4;0, 89) un anillo y S € A, S +4. (S; O, 9) es subanillo de (4; 9, 8) si, y sólo si, 


(Vx, y € S)(x8 (=y) € S) 
A 
(Vx, y E S(x89y ES). 


Ejemplo 418 
Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (Z;+,-) es subanillo de (Q; +, -); 


=  (Z;+,-) es subanillo de (IR; +, -); 


=  (Q;+,-) es subanillo de (R; +, -). 
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$ 17.8.2 Ideal 


Definición 17.59.— Sea (A; O, 9) un anillo. Decimos que un subgrupo (/; 9) de (4; 9) es un: 
a) ideal por la izquierda de (4; E) si, y sólo si, Vx € /,Va € A,d48QxE l; 
b) ideal por la derecha de (A; O) si, y sólo si, Vx € |, Va € A,xQ a € l; 


c) ideal sí, y sólo si, es un ideal por la izquierda y por la derecha. 


Definición 17.60.— Decimos que el ideal / es un ideal propio precisamente si! + [oe / 4H A. 


$ 17.8.3 Homomorfismo de anillos 


Definición 17.61.— Sean (4.; O, 9) y (4,; E, XI) dos anillos y f : A, —> A, una aplicación. Decimos 


que f es un homomorfismo de anillos precisamente si Va, b € A, se satisfacen: 


f(a9b)=f(a) 8 f(b), 
f(a 8 b)=f(a) E £(b). 


Teorema 17.46 


Sean (4.; 0, 9) y (4,; 5, XI) dos anillos y £ : A, —> A, un homomorfismo de anillos. Se 


satisface que toda imagen (resp., contraimagen) de un subanillo de A, (resp., 4,) es un subanillo 
de A, (resp., As). 


Definición 17.62.— Sean (4.; 0, 9) y (4,; H, XI) dos anillos y £ : A, —> A, un homomorfismo de 
anillos. 


O. Llamamos núcleo de f y lo designamos por ker f, al subconjunto de A.: 


kerf =1x € A, : f(x) = en) . 


1. Llamamos imagen de f y lo designamos por im f (o por f(4,)) al subconjunto de A;: 


imf=[y € A, : 3x € Aj f(x) = y). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


17.8. Anillo 800 


Teorema 17.47 


Sean (4,; 6, 9) y (4,;8,1X) dos anillos y f : A, —> A, un homomorfismo de anillos. Se 


satisface: 
o. kerf es un ideal de (4,; O, 8); 
1.  imfesunsubanillo de (4,; 5, Xx). 


Teorema 17.48 
Sean (4; €, 9) y (4,; E, X) dos anillos. Se satisface: 
O. f: A, —> A, es monomorfismo si, y sólo si, ker f = [eg]; 


1.  f: A, —> A, es epimorfismo si, y sólo si,im f = A,. 


Definición 17.63 (Anillo cociente módulo un ideal).— Sean (4; €, 89) un anillo e (/; €, 9) un ideal 
suyo. Sea C = [a +1: a € Aj el conjunto de las clases de A módulo /. Llamamos anillo cociente de A 


módulo / y lo designamos por A/!, al anillo (4; +, -), donde: 
=  laoperación aditiva, +,se define, Va +1,b+1€A,por(a+/+(b+I)=(a+b)+1l,y 


=  laoperación multiplicativa, -, se define, Va+1,b+1€ A, por(a+I)-(b+1/)=(a-b)+1. 


Teorema 17.49 (Descomposición canónica de un homomorfismo de anillos) 
Sean (4; O, 9) y (4,; B, X) dos anillos yf : A, —> A, un homomorfismo de anillos. Entonces, 
la descomposición canónica de fesf =nogoi,estoes, 

A, — 5 A, 


poa 


Aa Ala) 


donde; 

n es el epimorfismo definido por n(x) = x + ker f; 

g es el isomorfismo definido por g(x + ker f) = f(x), e 
¡es el monomorfismo definido por ¡(x) = x. 
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$ 17.8.4 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 419 


Sea D un subconjunto no vacío de R. Sea F(D, R) el conjunto de todas las funciones reales de 


variable real con dominio D. Sean las operaciones (f + g)(x) = f(x) + g(), (f - gx) = 


fx) - 960 y (af(x) = a - f(x), para cualesquiera f, y € F(D,R) y a € R. Entonces: 


o. (F(D,R),+)esun grupo abeliano, el grupo de las funciones reales de variable real definidas en 


D (el elemento neutro es la función constante cero, z(x) = 0); 


1.  (F(D,R),-)es un monoide abeliano, el monoide de las funciones reales de variable real defini- 


das en D (el elemento neutro es la función constante uno, u(x) = D; 


2. (F(D,R);+, -) es un anillo conmutativo y unitario, el anillo de las funciones reales de variable 
real definidas en D; 


3. (F(D,R);+,-,R) es un espacio vectorial real, el espacio vectorial de las funciones reales de 


variable real definidas en D. 


Ejemplo 420 


Sea el intervalo abierto de números reales (a, b). SeaC((a, b), R) el conjunto de todas las fun- 


ciones reales de variable real continuas en (a, b). Entonces: 


o. (C((a,b),R), +) es un grupo abeliano, el grupo de las funciones reales de variable real conti- 


nuas en (a, b); 


1.  (C((a,b),R), -) es un monoide abeliano, el monoide de las funciones reales de variable real 


continuas en (a, b); 


2. (C((a, b),R); +, -) es un anillo conmutativo y unitario, el anillo de las funciones reales de 


variable real continuas en (a, b); 


3.  (C((a,b),R);+,-, R) es un espacio vectorial real, el espacio vectorial de las funciones reales 


de variable real continuas en (a, b). 


Ejemplo 421 


Sea el intervalo abierto de números reales (a, b). Sea D((a, b), R) el conjunto de todas las 


funciones reales de variable real derivables en (a, b). Entonces: 


o. (D((a,b),R),+) es un grupo abeliano, el grupo de las funciones reales de variable real deriva- 


blesen (a, b); 
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1.  (D((a,b),R),-) es un monoide abeliano, el monoide de las funciones reales de variable real 


derivables en (a, b); 


2. (D((a,b),R);+,-) es un anillo conmutativo y unitario, el anillo de las funciones reales de 


variable real derivables en (a, b); 


3.  (D((a,b),R);+,-,R) es un espacio vectorial real, el espacio vectorial de las funciones reales 


de variable real derivables en (a, b). 


Ejemplo 422 


(R[x]; ==, +) com (da, Gus. 0,0/ <<.) E (DorDirs 5 Dg O Or 20.) =. (do + Da 0 + 
Dis 0 AED 0/04, ),donder < Mix(p, 9); (Wo Uy 0 Oy Do Dis DO 
(04 + 0Xx +09 +... + 0pXP) + Da + (0.4 04 + 09H... + 09XP) bx + (0. + 01Xx+ 
UTE EOS DO e E O OA A e OO AS O == (0 Dis iz) 


(polinomio cero, neutro de la suma) y 1 = (1,0,0,...) (polinomio uno, neutro del producto), 


es un anillo conmutativo y unitario, el anillo de los polinomios con coeficientes reales. 


Ejemplo 423 


Sean SAD, SAVO, SCD, SLOO y So(X) los conjuntos de sucesiones, sucesiones acotadas, 
de Cauchy, convergentes y nulas en X. Recordemos que S.(R) € S¿(R) = Sc(R) € SA(R) € 
S(R) y que S0(Q) € S,(Q) € Se(Q) € SA(Q) € S(Q). Se satisface que: 


o. (S(R),+,-) (SA(R), +, -), (SL(R), +, -), (So(R), +, -) son anillos conmutativos; 


AS 


1.  (So(R), +, -) es un ideal de (Sa(R), +, -); 


2. (S(R),+,R)(SA(R), +, RI, (SL(R), +, +, R)IY (SAR), +, -, R) son espacios vectoria- 


$ 17.9 Anillo íntegro 


Definición 17.64.— Sean (4; €, 89) un semianillo y x € A. Decimos que: 
O. x.es divisor de cero por la izquierda si, y sólo si, ly 4 0,x 8 y =0; 
1.  x.es divisor de cero por la derecha si, y sólo si, ly 4 0,y 8 x =0; 


2.  x.es divisor de cero si, y sólo si, es divisor de cero por la izquierda y por la derecha. 


Definición 17.65.— Decimos que un semianillo (resp., anillo) (4;6,68) es un semianillo integro 


(resp., anillo íntegro) (o sinónimamente, subanillo/anillo de integridad), precisamente si no tiene divi- 
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sores de cero, esto es, si, y sólo si, 
(Vx, y EAM(X90Y=0=>x=0Vy=0)). 
Ejemplo 424 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (N;+,-)esun semianillo conmutativo, unitario e íntegro; 


=  (Z;+,-),(Q;+,-) y (R;+, -) son anillos conmutativos, unitarios e íntegros. 


$17.10 Dominio de integridad 


Definición 17.66.— Decimos que un anillo de integridad (4; O, 9) es un dominio de integridad, pre- 
cisamente si (A; 8) es monoide abeliano, esto es, si, y sólo si, es un anillo conmutativo, unitario y sin 
divisores de cero. 

Ejemplo 425 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (Z;+,-),(Q;+,-) y (R;+, -) son dominios de integridad —esto es, lo que habíamos di- 
cho en el ejemplo 17.9 (p. 803 de esta edición), que son anillos conmutativos, unitarios e 


integros—. 


Observación 17.10.0.— En algunos textos, se entiende por dominio de integridad un anillo con- 


mutativo e íntegro, esto es, no se exige ser unitario. 


$ 17.11 Anillo de Boole 


Un anillo de Boole es un anillo abeliano, unitario e idempotente. 


$ 17.12 Cuerpo 


Definición 17.67.— Decimos que un anillo unitario (4;0,8) es un cuerpo precisamente si 
(AX [o]; 9) es grupo. 


Dicho de otro modo, si A es un conjunto no vacío y O y 8 dos operaciones en A, decimos que la 


terna (A; O, 9) es un cuerpo si, y sólo si, se satisface: 
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o.”, (A; 0) es un grupo abeliano con elemento neutro o; 
1.2, (Al fo); 8) es un grupo; 
2., EG se distribuyeenO:Vx,y, 7 EA XO0(yO0Z)=(x80y)09(x082). 
Decir que un cuerpo es abeliano (o conmutativo) equivale a decir que 9 satisface la conmutativa. 
Campo suele ser sinónimo de cuerpo abeliano. 
Ejemplo 426 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (Qi+,-), (R;¡+,-:) y (C; +, -) son cuerpos conmutativos. 


Observación 17.12.0.— En algunos textos, un cuerpo no conmutativo se denomina cuerpo obli- 


cuo (o sinónimamente, hemicuerpo). 


Teorema 17.50 


Todo dominio de integridad finito es un cuerpo. 


Teorema 17.51 


l es un ideal maximal del anillo A si, y sólo si, A/1 —el anillo cociente de A módulo /— es un 


cuerpo. 


Debemos observar que, en realidad, podríamos demostrar que (Q; +, -) es el menor cuerpo que 
extiende al anillo (Z; +, -), estando determinado únicamente salvo isomorfismo. De manera similar, 


puede completarse cualquier anillo de integridad generando su cuerpo de cocientes”. Una relación 


totalmente análoga existe entre el anillo de los polinomios (R[x]; +, -) y el cuerpo de las razones al- 


gebraicas (cuerpo que se construye de manera similar a como se construye Q a partir de Z). 


Ejemplo 427 


Sabemos que en (R[x]; +, -) la solución de la ecuación ff” = 1 definitoria del inverso f' de 


un polinomio f obliga a que 0f + Of” = 0 (0 designa el grado) por lo que sólo existen los 


inversos de los polinomios de grado cero. Se construye un cuerpo que contiene a R[x] y en el 


que todo polinomio tiene inverso. Para la construcción se define la relación de equivalencia 


f pe 
entre fracciones algebraicas, El o a si, y sólo si, fg' = gf', donde f € Rlx]yg € RÍA 


f f 
[o) y la clase de equivalencia de 4 se designa por A y el conjunto cociente por R(x). Así, 


3 Vid. infra $ 17.12.2 (p. 806 de esta edición). 
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f f fg+f f f fF 
Rd; +, -) con | | + | | = | =s ul al, | | : | | = [5] 2] (razón cero, neutro 
g g g9 yg g g9 g 


de la suma) y [| (razón uno, neutro del producto), es un cuerpo conmutativo, el cuerpo de las 


Za 


razones algebraicas. 


Teorema 17.52 


Se satisface: 


o. Todo cuerpo es un dominio de integridad. 


1. Todo dominio de integridad es un anillo conmutativo. 
2. Todo dominio de integridad es un anillo unitario. 


Teorema 17.53 


Todo anillo unitario contenido en un cuerpo es un dominio de integridad. 


$ 17.12.0 Subcuerpo 


Definición 17.68.— Sean (K; €, 9) un cuerpo y S C K. Decimos que (S; €, 8) es un subcuerpo del 
cuerpo (K; H, 89) precisamente si (S; €, 9) es cuerpo. 


Teorema 17.54 (Caracterización de subcuerpo) 
Sean (K; 6, 9) un cuerpo y S C K,S 4 4. Entonces (S; €, 9) es subcuerpo de (K; €, 9) 


precisamente si 


(Vx, y €S]x 0 (=y) € S) 
A 
(v1x,y ESA (0H (x80y*ESA o]. 


$ 17.12.1 Característica de un cuerpo 


Definición 17.69.— Decimos que (K; O, 9) es un cuerpo de característica p € N si p es el menor 


p % ; » % ns 
natural tal que1 € --- 6 1= 0. Si no existe tal p, decimos que el cuerpo tiene característica O. 


Ejemplo 428 


Siendo + y - la suma y producto habituales en estos conjuntos: 


=  (Q;¡+,-) y (R;+,-) son cuerpos de característica O. 
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$ 17.12.2 Cuerpo de cocientes de un dominio de integridad 


Cualquier dominio de integridad puede ser encajado en un cuerpo, vía la estructura del cuerpo 


de cocientes, que precisamente resulta ser el cuerpo más pequeño que lo embebe. 


Sea (A; 6, 8) un dominio de integridad. Consideremos en A x A? la relación 
(Wa, b),(c,d) E Ax ABM((a, b)Elc,d) > a:d=b-c), 


que es de equivalencia. 


Suele designarse por Q(A) el conjunto cociente, esto es, 
Q(4)=4x AE, 


y por a la clase de equivalencia [(a, b)). 


Las operaciones diádicas en Q(A) se definen en función de las del dominio de integridad 
(4;0,8), así, V[(a, b)), [(c, d) € Q(A), 


(a, DB [c,d)=((aA98deb8c,b8 d)] 
(a, b)] 8 Kc, d)] = [(a 8 c, b 8 d)] 


Podríamos demostrar que (Q(4); HH, XI) tiene estructura de cuerpo. 


$ 17.12.3 Homomorfismo de cuerpos 


Definición 17.70.— Sean (K,; €, 8) y (K;; BB, XI) dos cuerpos y f : K, —> K; una aplicación. Deci- 


mos que f es un homomorfismo de cuerpos precisamente si lo es como homomorfismo de anillos. 


$ 17.13 Estructuras ordenadas 


$ 17.13.0 Isotonía 


Definición 17.71.— Sea (A; *) un magma y R una relación diádica en A. Decimos que: 


o.  Resisótona (o sinónimamente, compatible o monótona) por la izquierda con + si, y sólo si, 


(Va,b,c E A J(aRb => (cxa)R(cxb)); 


1.  Resisótona (o sinónimamente, compatible o monótona) por la derecha con + si, y sólo si, 


(Va,b,c E A)J(AaRb=> (axc)R(bx*c)); 
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2.  Resisótona (o sinónimamente, compatible o monótona) con x (o simplemente que R y x son com- 
patibles) si, y sólo si, 


(Va,b,c,d € A)J(ARbACRd > (axc)R(b x*d)). 


Teorema 17.55 


Sea (A; x) un magma y R una relación diádica en A. Entonces se satisface que: 


o. si Resisótona y reflexiva, entonces es isótona por la izquierda y por la derecha; 


1. si Resisótona por la izquierda y por la derecha y es transitiva, entonces es isótona. 


Observación 17.13.0.—  Notemos que si una relación diádica R es reflexiva y transitiva (en particu- 
lar, si R es de equivalencia o de orden), entonces ser R isótona equivale a ser R isótona a la vez por 


la izquierda y por la derecha. 


Teorema 17.56 
Sea (A; x) un magma y R una relación diádica de equivalencia en A, isótona con x. La ley de 
composición diádica * definida en el conjunto cociente A/R por, V[a], [b] € A/R 


[a]J+[b] = [a + b), 


es una operación en AIR. 


Definición 17.72.— La ley x se conoce como la ley cociente de * según R. 


Teorema 17.57 

Sea (A; *) un magma y R una relación diádica de equivalencia en A, isótona con x. Se satisface: 
O. sixesconmutativa en A, entonces x es conmutativa en A / R; 

1. sixesasociativa en A, entonces x es asociativa en AIR; 


2.  sieeselelemento neutro de x en A, entonces [e] es el elemento neutro de x en AIR; 


si a, es el simétrico de a respecto de + en A, entonces [a] es el simétrico de [a] respecto 
dex en A / Re 


Ejemplo 429 


La relación 


xRy < x — y es múltiplo de n, 
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es una relación de equivalencia en Z. El conjunto cociente es 


Z/r = (lol), Do), 2), ---.[n— 11m) 


que se designa por Z (m)> L ] yz, o, con mucha frecuencia, simplemente por Z,,; las clases 
también se designan fin los subíndices si no hay lugar a error. Esta relación y la operación 
producto de números enteros son isótonas, por lo que es posible definir la ley cociente de la 
operación producto de números enteros - según la relación R anterior —la operación producto 


:, en 2/7 —por, Vx], [y] € 2/nZ, 
lx] -n ly] = [xy] =1f2 € Z:x: y — z es múltiplo de n). 


A modo de ejemplo, para el caso concreto de n = 7, [3] -, [5] = [3-5] = [is] =1fz € Z: 
15 — zes múltiplo de 7) =([...,—20,—13,—6,1,8,15,22,...) = [1]. La tabla de composición 


de (Z,; -,) es la siguiente, en la que destacamos que [3] -, [5] = [1]. 


y |0 1.2 3 4 [5 6 
010 4-0.0 0 0 9 
1101234 5 6 
2|0 246 1 3 5 
310362504 
4|0 4 15 2 6 3 
5|0 53164 2 
610.65 4 3 2% 1 


$ 17.13.1 Grupo ordenado 


Definición 17.73.— Llamamos magma ordenado (resp., semigrupo ordenado, monoide ordenado, grupo 
ordenado) a la terna (4; *; 3), en la que < es una relación diádica de orden en A y (4; x) es un magma 


(resp., semigrupo, monoide o grupo) con < isótona con x. 
Ejemplo 430 


Siendo +, - y < la suma, el producto y el orden habituales en estos conjuntos, se satisface: 


=  (N;+;<)y(N;-;<) son monoides conmutativos totalmente ordenados (vid. supra teorema 15.11 


[p. 703 de esta edición]); 


=  (Z;+;<),(Q;+;<) y (R; +; <) son grupos conmutativos totalmente ordenados. 


Observación 17.13.1.— Para ciertos magmas, la propiedad de isotonía se relaja en cierta forma, 


aunque procurando siempre conservar esta idea de compatibilidad entre la relación de orden y la 
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ley de composición interna. Es el caso, por ejemplo, de los magmas multiplicativos (Z; -), (Q; -) y 
(R; -), en el que dicha compatibilidad queda reflejada por la exigencia, para el orden habitual <, de 
que Va, b,c € A, se satisfaga: a <bhAc>o>(c-a<c:b)A(a.c<b:-c). 

Sin embargo, puede que no se pueda, por ejemplo, para la diferencia en los naturales la situación 
es distinta, ocurre que si a < b, entonces a—=c<b-—c(sic<ajyc— a < c— b (si b < c); suele 


decirse que la sustracción es parcialmente isótona. 
Ejemplo 431 
Dicho lo anterior y siendo - y < el producto y el orden habituales en estos conjuntos: 


=  (Z;-;<)esun monoide conmutativo totalmente ordenado; 


= (QMío);-;<) es un grupo conmutativo totalmente ordenado; 


”n 
NS 


RLo]; -; <) es un grupo conmutativo totalmente ordenado. 


Teorema 17.58 
Sean (G; x; 3) un grupo totalmente ordenado y a, b, c, d € G. Se satisface: 
(G; +; 3) (aditivo) (G; -; 3) (multiplicativo) 


afo=>o0<aa 
axbrnc>o> (a 


(a =b)A(c xd) > acx< bd 
asbobTsxa” 


Yo an “Map 


PL 
3. 
4. 
S. 
6. 
7 
8. 
9. 


Definición 17.74 (Monoide ordenado arquimediano).— Decimos que un monoide ordenado 


(M; x; <) satisface la propiedad arquimediana (o simplemente, que es arquimediano) si, y sólo si, 
(vq € M)(Vp € Mtal que e, < p)(3n € Z9Y (q < np), 
dondenp 3 px-"-*p. 
Definición 17.75 (Grupo ordenado arquimediano).— Decimos que un grupo ordenado (G; +; <) 


satisface la propiedad arquimediana (o simplemente, que es arquimediano) precisamente si la satisfa- 


ce como monoide ordenado, esto es, si, y sólo si, 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


17.13. Estructuras ordenadas 810 


(vq € G)(Vp € G tal que e, < p)(3n € Z%) (q < np), 


donde np <= px---*p. 


Ejemplo 432 
Siendo +, - y < la suma, el producto y el orden habituales en estos conjuntos, se satisface: 


= (N;+;<)es un monoide conmutativo totalmente ordenado arquimediano, esto es, se satisface 
que (VWg € N)](Vp € N*)(án € ZA (q < np); 


= (N;-;<) es un monoide conmutativo totalmente ordenado arquimediano, esto es, se satisface 
que (Vg € N)(Vp € N*)(án € ZA (q < p”); 


=  (Z;+;¡<)esungrupoconmutativo totalmente ordenado arquimediano, esto es, se satisface que 
(Vq € Z)(Wp € ZH) (En € ZP) (q < np); 


=  (Z;-;<) es un monoide conmutativo totalmente ordenado arquimediano, esto es, se satisface 


que (Vq € Z)(Wp € ZFM (1P) (En € ZA) (q <p”); 


=  (Q;+;<)y(R;+;<) son grupos conmutativos totalmente ordenados arquimedianos. 


= (QUo);-;<) y (RAfo); -; <) son grupos conmutativos totalmente ordenados arquimedianos. 


$ 17.13.2 Anillo ordenado 


Definición 17.76 (Primera definición de anillo ordenado).— Llamamos anillo ordenado a la cuaterna 
(4; 0, 9; 3), donde (4; €, 9) es anillo, < es una relación diádica de orden total en A y (4; 0d; 3) es 
grupo ordenado, significando esto la isotonía de < respecto de O, es decir, 


(Vx,y ZE MXS3Y>x0OZ2XyYO0Z). 


Observación 17.13.2.— En la definición de anillo ordenado, suele exigirse además que x sea ¡só- 
tona respecto de $, esto es, 

(Vx, y ZE MX XYNO>Z)>(x80Z2Xy02), 
y que € sea conmutativa. 


Una definición alternativa de anillo ordenado es la siguiente. Notemos que en esta forma la re- 


lación 3 no viene «impuesta» sino que también se define. 


Definición 17.77 (Segunda definición de anillo ordenado).— Sea (4; €, 89) un anillo. (4; €, 8; 3) 
es un anillo ordenado precisamente si JA? C Atal que se satisfacen: 
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o, OÉA?, 

1.2, (VacAJla ce AFVa=o0V-aecar?), 

2, (va, be AMlasbeArFAa8beEar?). 

La relación < que aparece en la cuaterna, se define, Va,b € A: 

= a<b=Sbe(-a)EA*,yselee «a precede a b»; 

= axb=Sa=<bva=b,yselee «a precede o es igual a b». 


Observación 17.13.3.— Frecuentemente se escribe a > b en vez de b < a y se lee «a sucede a b», 


y a 7 ben vez de b < a y se lee «a sucede o es igual a b». 


Definición 17.78.— Sean (A; O, 9; X<) un anillo ordenado y a € A. Decimos que: 
= (es positivo precisamentesia € A*; 
= ('esnegativo precisamente sia 4oy—a E A?. 
El conjunto de los elementos negativos de un anillo ordenado (4; €, 9; 3) lo designamos por 


A”. No obstante, en la literatura también aparecen los signos más y menos como subíndices: A, y A_ 
en vez de A* y A”, respectivamente. 


Teorema 17.59 


A=A7UfOJUA?. 


Teorema 17.60 (Propiedades) 
Sean (4; 0, 9; 3) un anillo ordenado y a, b, c, d € A. Se satisface: 
0. a=<xbAb<c>asxc; 
1. aFfo0>a8g0<a; 
a<b=>aBeCc<xbec; 
a<bres<d>oaBec<be d; 
(o) =< dle 
a<bAc>0>a8c<b8cC; 
a<bAcs<o>b8c=<agc. 


Definición 17.79 (Anillo ordenado arquimediano).— Decimos que un anillo ordenado (4; O, 9; 3 
) satisface la propiedad arquimediana (o simplemente, que es arquimediano) precisamente si el grupo 


abeliano ordenado (4; O; 3) la satisface, esto es, si, y sólo si, 
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(Vq € AWp € ABMEBnNEZA(q<ne p). 


Observación 17.13.4 (Semianillo ordenado arquimediano).— Decimos que un semianillo orde- 
nado (4; €, O; 3) es arquimediano precisamente si el monoide abeliano ordenado (4; O; <) satis- 
face la propiedad arquimediana?. 
Ejemplo 433 
Siendo +, - y <, la suma, el producto y el orden habituales en estos conjuntos, se satisface: 


=  (N;+,-;<)es un semianillo conmutativo, totalmente ordenado, unitario, íntegro y ar- 
quimediano; 


n  (Zi+,:5<),(Q;+,-3<) y (R;+, -; <) son anillos conmutativos, totalmente ordenados, 
unitarios, íntegros y arquimedianos. 


Valor absoluto 


Definición 17.80.— Sean (A; €, 9; X<) un anillo ordenado y a € A. Definimos el valor absoluto del 
elemento a por 


=a si a=<o 
[a] = E 
a si o<a 


Observación 17.13.5.— Asimismo podría definirse el valor absoluto a partir del máximo”: 
la] = máx ((a,—a),A) 


(aunque también viceversa, el máximo en función del valor absoluto). 


é Vid. supra definición 17.74 (p. 809 de esta edición). 
7 Vid. infra definición 11.62 (p. 576 de esta edición). 
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Teorema 17.61 (Propiedades del valor absoluto, I) 

Sea (4;0, 9; 3) un anillo ordenado. Entonces, Vn € Z*,Va,b,c,do.,01,...,dn E A, se 
satisface: 

o. la| o 


Pa 


la|=0=>a=0; 

a < la|; 

a=b => a|=|bl; 

a ten: 

aEElal 

la] =|= al; 

la 8 b| =|a| 8 |b|; 

la, S 4,8 --- 8 a,| =]a.| 8 Ja; | 9 --- 8 la,l; 


sl 


Le 
> 
4. 
S. 
6. 
EA 
8. 
9. 


la] = ap; 
la e b| < la| e |b|; (desigualdad triangular) 
la 8 b| < a? 8 b?; 


la] 9 16] < lla S ]61| < Ja O 6] < lal e bl. 


Teorema 17.62 (Propiedades del valor absoluto, 1!) 

Sea (4; 6, 89; 3) un anillo ordenado. Entonces, Vn € Z*,Va,b,c € A,cono < b,c, se 

satisface: 

13. la 3 bo (=bx 

14. bx]lal| > > 

15. Ñ 9 b|=< (18 

16. cX|ao 9 (a 
> (- Ae (a <=b6c); 
(a e (=b6 cx a). 


Lido “ 9 bl 3 
18. e 


Ejemplo 434 


Dado b € Z,cono < b, ¿cuál es el conjunto de números enteros que satisface 
Ix] < b? 


Resolución. Según la primera propiedad de la lista de este último teorema, es el conjun- 
to (x € Z: —b< x< bj], es decir, el intervalo cerrado entero de extremos —b y b, esto es, 
[—b,b] nz. 
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Actividad 17.3 


Sean a, b, c, d € R. Exprese en función de intervalos de números reales, la desigualdad |a — 
b| < |c — dl. 
Elementos destacados 


Teorema 17.63 (Caracterización de ínfimo) 
Sean (4; O, 9; <) un anillo ordenado, B C Ae í € A. Entonces: 


i E cinf(B, A) 
¡=mf(BA) 23 A 
(Ve € AM EBbeE Blix<b<ige). 


Teorema 17.64 (Caracterización de supremo) 


Sean (4; 0, 9; <) un anillo ordenado, B C Ays E A. Entonces: 


s E csup(B, A) 
s=sup(BA)>2x A 
(Ve € ABV(Eb € BlsOE=<bx<s). 


$ 17.13.3 Cuerpo ordenado 


Definición 17.81 (Primera definición de cuerpo ordenado).— Un cuerpo ordenado es todo cuerpo que 
como anillo es ordenado, esto es, siendo (K; €, 8) un cuerpo y < una relación de orden total en K', 
decimos que (K; €, 9; <) es un cuerpo ordenado, precisamente si Vx, y, z € K se satisface: 


0, XX3Y >X0Z=Xy02Z(< monótona para O); 
1%, (xxX3yAzEK?*) > (x8 z < y 9 2) (< monótona para 8). 


Observación 17.13.6.— Todo cuerpo ordenado es un anillo ordenado. Precisamente por esto, todo 


lo visto anteriormente para anillos ordenados es válido para cuerpos ordenados. 


Definición 17.82 (Segunda definición de cuerpo ordenado).— Siendo (K; 9, 8) un cuerpo, defini- 
mos la estructura de cuerpo ordenado (K'; H, 9; X<) en la forma alternativa anteriormente descrita 


para anillo ordenado*. 


8 Vid. supra definición 17.77 (p. 810 de esta edición). 
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Teorema 17.65 (Propiedades) 


Sean (K; O, 9; 3) un cuerpo ordenado y a, b € K. Se satisface: 


o. aEKt>a"tekt; 
1. Oo<a<b=>o0=<xb"*=<a”,; 
Za UU AD<O—>D" <a. =<0o. 


Definición 17.83 (Cuerpo ordenado arquimediano).— Decimos que un cuerpo ordenado 
(K; 0, 9; <) satisface la propiedad arquimediana (o simplemente, que es arquimediano) precisamente 


si como anillo ordenado satisface dicha propiedad”. 


Definición 17.84 (Cuerpo ordenado completo). — Decimos que un cuerpo ordenado (K; €, 9; 3) 


es completo precisamente si como conjunto ordenado lo es'*. 


Ejemplo 435 
Siendo +, - y <, la suma, el producto y el orden habituales en estos conjuntos, se satisface: 


=  (Q;¡+,-;<)es cuerpo totalmente ordenado, conmutativo y arquimediano; 


=  (R;+,-;<)es cuerpo totalmente ordenado, conmutativo, arquimediano y completo. 


Teorema 17.66 


Todo cuerpo ordenado es un cuerpo de característica O. 


Ejemplo 436 


Siendo +, - y <, la suma, el producto y el orden habituales en estos conjuntos, 


=  (Qi+,:<)y(R;+, -; <) son cuerpos de característica O (vid. supra ejemplo 428 [p. 805 de 


esta edición)). 


? Vid. supra definición 17.79 (p. 811 de esta edición). 
19 Vid. supra definición 11.68 (p. 578 de esta edición). 
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Valor absoluto en un cuerpo ordenado 


Teorema 17.67 (Propiedades) 

Sea (K; 9, 9; 3) un cuerpo ordenado. Entonces, Va € K,Vb € KX [0], se satisface: 
cl 

La eibar; 

Mo a = 


Teorema 17.68 (Desigualdad triangular) 
Sea (K; €, 9; 3) un cuerpo ordenado. Entonces, Yn € Z*,Vi € [n],Va;, b; € K, se satisface 
(vid. supra apartado k del teorema 17.61 [p. 813 de esta edición]) 


Teorema 17.69 (Desigualdad de CAUCHY-SCHWARTZ) 


Sea (R; +, +; <) con +, : y <, la suma, el producto y el orden habituales. Entonces, Vn € Z*, 


Vi E [n], Va;, b; € R, se satisface: 


n 2 n n 
2 abi < |) lab] [2 1bd 
í=1 (1 == 


La igualdad se satisface precisamente si: 


Teorema 17.70 (Desigualdad de HOLDER) 


Sea (R; +, -; <) con +, - y <, la suma, el producto y el orden habituales. Entonces, Vn € Z*, 
Vi € [n],Va;, b; € R,Vp, q € (1, +00), tal que Yp + q = 1, se satisface: 


n n 
> ls > CA 
í=1 (Ll 


La igualdad se satisface precisamente si: 


1/p 


[a O a [0 [10% 


Sip = q =2,setiene la desigualdad de CAUCHY-SCHWARTZ. 
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$ 17.13.4 Retículos 


Definición 17.85.— Sean S un conjunto no vacío y x* una operación en S. Decimos que (S; x) es 
un semirretículo precisamente si es un semigrupo abeliano e idempotente, esto es, si, y sólo si, * es 


asociativa, conmutativa e idempotente en S, es decir, si, y sólo si, 


(xx*y)xz=xx(y*z) (asociativa) 
XRU=U*X (conmutativa) 


XkX=X (idempotente) 


En todo semirretículo (S; x) es posible definir dos relaciones duales de orden parcial en S: 


XSY>OxX*y=X, 


X2Y 9 xX*y=Y, 


y recíprocamente, dadas dos relaciones duales de orden parcial en S, es posible definir dos operacio- 
nes en $: 


xMy=x*=xS<yYy, 


xuUy=y*=x>y. 


Es por esto por lo que se distinguen dos tipos duales de semirretículos, denominados semirre- 
tículo inferior (S; M) y semirretículo superior (S; M). A estas operaciones M y U se les conoce como 


ínfimo y supremo, respectivamente. 


Observación 17.13.7.— Lo expuesto puede igualmente comenzarse desde la teoría del orden: 
(L,U) es un semirretículo inferior precisamente si es un conjunto parcialmente ordenado en el 
que existe un ínfimo para todo subconjunto no vacío finito y (L, M) es un semirretículo superior 
precisamente si es un conjunto parcialmente ordenado en el que existe un supremo para todo 


subconjunto no vacío finito. 


Ejemplo 437 


Todo árbol enraizado es un semirretículo inferior. 


Definición 17.86.— Sean un conjunto l + MyM,U: Lx L —> L dos operaciones diádicas defini- 
das en L. Decimos que (L; M, LI) es un retículo precisamente si —cfr. BIRKHOFF [192]; GRATZER [193] — 
(L; TM) es un semigrupo abeliano, (L; LU) es un semigrupo abeliano y se satisfacen las leyes de absor- 
ción (a veces llamadas también de simplificación), esto es, si, y sólo si, las operaciones NM (meet) y U 
(join) satisfacen: 
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o, xnMy)Az=xM(ynz)y(xUy)Uz=xuU (y Uz) (asociativas), 
12, xMy=yMWxyxUy= yu x (conmutativas), 


22, xM(xUy)=xyxU(xM y) = x (leyes de absorción). 


Precisamente son estas dos últimas, las identidades de absorción, las que muestran la interac- 
ción de los dos semirretículos (L;M) y (L; LU) en una entidad mayor, el retículo. Observemos que en 
la definición de retículo no se exigen las idempotencias de Ny U en L y esto se debe a que se deducen 


de las demás exigencias. 


Observación 17.13.8.— Jean DESANTI [194] —via Jesús IBÁÑEZ (coord.) [195] (p. 96) — apunta el uso 
de otras denominaciones en la literatura: rejilla, enrejado (treillis), estructuras (Mystein ORE y Va- 
lery lvanovich GLIVENKO) y Systeme von Dingen (Karl MENGER). También, aunque antes con mayor 


frecuencia, aparece traducido como «laticia» (del inglés lattice) o retícula. 


Teorema 17.71 


Si (£; M, U) es un retículo, entonces (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado, donde x < 


y=xMy=x. 


Teorema 17.72 
Si (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado y se definen xM y <S ínf[x, y|yxUy < 


sup[x, y], entonces, el magma (L; M, LU) es un retículo. 


De estos dos últimos teoremas se sigue de inmediato el siguiente. 


Teorema 17.73 


Un conjunto ordenado parcialmente (L, <) es un retículo precisamente si todo subconjunto 


formado por dos elementos tiene ínfimo y supremo en L. 


Observación 17.13.9.— En algunos textos aparece como definición de retículo lo afirmado por el 
teorema anterior (o, si acaso, en vez de dos elementos, un número finito de elementos), por ejemplo 
así: Decimos que un conjunto ordenado (L, <) es un retículo si, y sólo si, todo subconjunto de dos 


elementos de L tiene supremo e ínfimo. 
Ejemplo 438 


Sea un conjunto L H (; se tiene que (21; C) es un retículo. 
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Resolución. En efecto, cualquier subconjunto de dos elementos (4, B) tiene ínfimo y 
supremo, ANByAU B, respectivamente. Notemos que esto equivale a definir las operaciones 
h=nyu=U. 


Actividad 17.4 
Demostremos que (N; |) es un retículo (| denota la relación de divisibilidad). (Indicación: de- 


finamos x M y = med(x, y) yx U y = mem(x, y)). 


Teorema 17.74 (De inducción de reticulado) 


Dados (4, <) un retículo y (B, C) un conjunto ordenado, se satisface que si f : A—> Bes un 


isomorfismo entre conjuntos ordenados, entonces (B, C) es un retículo. 


$ 17.13.5 Álgebra de Boole 


Ya estudiamos en $ 3.7 (p. 319 de esta edición) la estructura de álgebra de Boole y mostramos allí 


y alo largo de los epígrafes siguientes varios ejemplos. 


Ejemplo 439 


o. (([F, V],V, A, 7) es el álgebra de Boole de la lógica de juntores. 


1. El álgebra de conmutación ([o, 1); +, -' ) del análisis de circuitos electrónicos es un álgebra 
de Boole. 


2. El álgebra de Boole de los conjuntos: dado un conjunto referencial finito U, la cuaterna 


(2%; u, n,*) tiene estructura de álgebra de Boole. 


Ahora, tras estudiar los retículos, proporcionamos una nueva definición de álgebra de Boole. 


Definición 17.87.— Un álgebra de Boole (o retículo de Boole) es todo retículo distributivo y complemen- 
tado. 


Definición 17.88.— Sean (X;U,M,) y (Y; A, V,+) dos álgebras de Boole y f : X —> Y una apli- 
cación. Decimos que f es un homomorfismo de álgebras de Boole precisamente si para cualesquiera ele- 


mentos x, y de X se satisface: 
0, AXUg =PJAR y), 
1. AA) = POT), 


2.2, F(Ox) =0y, 
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3, F(1x) = ly. 


Teorema 17.75 


Sean (X;11,M,/) y (Y; A, v, +) dos álgebras de Boole y f : X —> Y un homomorfismo entre 


ellas. Se satisface que Vx € X, f(x”) =f(0?. 


$ 17.14 Otras estructuras de interés 


$17.14.0 Álgebra de conjuntos 


Un álgebra sobre un conjunto X es un conjunto no vacío C de subconjuntos de X, tal que el con- 
junto vacío es elemento de C y éste es cerrado con respecto a las operaciones unión finita, intersección 
y complemento relativo a X, o lo que es equivalente, si, y sólo si, C es un subconjunto de 2% tal que 


o.”, V € C (oequivalentemente, X € C), 
1.2, CASEC, paratodoS EC, 
2, SUT EC, paratodoS,T EC. 


Llamamos álgebra de conjuntos al par ordenado (X, C) (también se conoce como álgebra de Boole 


concreta). 


Si una álgebra sobre un conjunto X es cerrada para la unión infinita numerable (y por tanto para 
la intersección infinita numerable), decimos que es una sigma álgebra sobre X. La álgebra de conjuntos 
asociada se denomina espacio medible. Un espacio de medida es una tripleta (X, C, 1), donde (X, C) es 
un espacio medible y 1 es una medida definida en él. Si yr es una medida de probabilidad, decimos que 


el espacio medible subyacente es un espacio muestral. 
Ejemplo 440 
Si X es un conjunto, entonces: 
o. elconjunto (4, X) es la que se denomina 0-álgebra minimal o trivial sobre X; 
1. el conjunto potencia de X es la que se conoce como la d-álgebra discreta sobre X; 
2. el conjunto (9, A, A*, X) es la 0-álgebra sobre X generada por A más simple; 


3. el conjunto de subconjuntos vacíos, finitos o numerables o cuyos complementos son va- 
cíos, finitos o numerables (que es distinto del conjunto potencia de X si, y sólo si, X es 
infinito no numerable) es una 0-álgebra (la generada por los subconjuntos unitarios de 
X; 
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4. dada una partición finita o numerable P de X, el conjunto de todas las uniones de ele- 
mentos de P es una 0-álgebra sobre X. 


Teorema 17.76 


Toda álgebra de conjuntos es un álgebra de Boole, pero no toda álgebra de Boole es un álgebra 


de conjuntos. 


$ 17.14.1 Anillo de Boole 


Definición 17.89.— Un anillo de Boole es un anillo unitario (X; BB, XX) tal que todos sus elementos son 


idempotentes, esto es, tal que Vx E X,xXlx = x. 


Es posible definir un anillo de Boole a partir de un álgebra de Boole. 


Teorema 17.77 
Si (X; n, 1”) es un álgebra de Boole, entonces X con las operaciones E y XX definidas, para 
todo x, y de X, por 


a 
MU MY, 


tiene estructura de anillo de Boole, siendo el neutro multiplicativo el 1 del álgebra de Boole. 
Decimos que (X; E, lX) es el anillo de Boole asociado al álgebra de Boole (X; MN, UL). 


Recíprocamente, puede definirse un álgebra de Boole a partir de un anillo de Boole. 


Teorema 17.78 
Si (X; B, XI) es un anillo de Boole, entonces X con las operaciones M, U y ' definidas, para todo 
x, y de X, por 


Mi > E 
A a 


== BE 


tiene estructura de álgebra de Boole. Decimos que (X; N, LU”) es el álgebra de Boole asociada al 
anillo de Boole (X; H, Xx). 
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$ 17.14.2 Espacio vectorial 


Definición 17.90.— Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto V junto a una ley de com- 
posición interna (suma) y una ley de composición externa (producto por un escalar del cuerpo), tales 
que (V; +) es grupo abeliano y la ley de composición externa K x VW — V, (A, v) > Av, es tal que 
AMu+v) =Au +Av), (A+ p)v = Av + uv, Av) = (Ap) v y 1v = v para cualesquiera u, v € V y 
Ap.pEK. 


Definición 17.91.— Un subespacio vectorial es un subconjunto U de un espacio vectorial V que es es- 


pacio vectorial con las restricciones a U de las leyes de composición de V 


Teorema 17.79 


U es subespacio vectorial si, y sólo si, U 4 My Vu, v € U,VA,p € K,Au + pv € UL. 


Teorema 17.80 
La unión de subespacios vectoriales es subespacio vectorial mientras que la intersección no 


tiene por qué serlo. 


Ejemplo 441 


A modo de ejemplo, (€([a, b]); +, -), el espacio vectorial de las funciones escalonadas definidas en 
[a, b] respecto de una misma partición [[xo, x,], (Xx, X2],..... , (Xn-1, XnJ) de [a, b] (siendo x, = 
a y Xx” = b), donde + es la suma habitual de elementos de €([a, b]) y - el producto de un 


elemento de £([a, bj) por un número real. 


Las funciones escalonadas son interesantes porque, por un lado, tratan de lo discreto, son 
constantes a trozos, siendo cierto, por ejemplo, que toda función continua puede aproximarse 
por funciones escalonadas y, por otro, porque intervienen en hechos cotidianos como en los 


procesos recaudatorios, sean impuestos o voluntarios por donación. 


$ 17.15 Acerca de algunas cuestiones y conjeturas famosas 

Sobre algunas cuestiones abiertas y algunas afirmaciones o negaciones aún no demostradas ni 
refutadas. 
e  Conjetura Kóthe (1930) (cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6the_conjecture). 


e  GConjetura divisor de cero de Kaplansky (cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Ka- 


plansky%27s_conjecturestGroup_rings). 
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e  Conjeturaidempotente de Kaplansky (cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Kaplansky%27s_con- 


jectures+Group_rings). 
e  Conjetura unidad de Kaplansky (cfr. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Kaplansky%27s_conjec- 
tures*Group_rings). 


$17.16 Algunas conjeturas que se han convertido en teoremas 


Teorema 17.81 (Teorema de Frobenius) 


Cfr. v. gr. https://en wikipedia.org/wiki/Frobenius%27s_theorem_(group_theory). 


$ 17.17 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 442 


Sea XX la ley de composición diádica definida en A = ([1,3,5,7,9) por (Vx, y € 
A)J(x X y = u), donde u es la cifra de las unidades del producto habitual x x y entre 
números naturales —por ejemplo, 3 XI 9 =7—. 

O.  Hallemos razonadamente la tabla de CAYLEY de Xen A. 
1.  Estudiemos si (4;|X) tiene estructura de: I, magma; II, semigrupo; III, monoide; 

IV, grupo. 

2.  Hallemos razonadamente un subconjunto S de A tal que (S; XI) sea un grupo de 
orden cuatro. 


3. ¿A cuáles isomorfo (S;|X), al grupo cíclico C, o al grupo de Klein K,? ¿Por qué? 


A Para responder a los apartados Il, III y IV, es aceptable razonar con la tabla hallada en I. 
[EFE 22.6.2022:4], [EFE 19.1.2023:4], [EFO 24.5.2023:4]. Cfr. [140]: problema 10.20 (p. 216). 


Resolución. 


O. Deacuerdo a la definición de la ley de composición (X y a la construcción 


alo. j 
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la tabla de CAYLEY de Xlen A es 


X[(1.3 57 9 
111 3 5 7 9 
31395157 
51555 5 5 
7|7 15 9 3 
9.197 5 3 1 


Observemos que la tabla es en realidad la del producto habitual de números naturales, 
sólo que hemos ocultado las cifras de las decenas: 


R(1. 3 5 7 9 
111 3 5 7 9 
313 9 15 21 27 
5 |5 15 25 35 45 
7 17 21 35 49 63 
9 |9 27 45 63 81 
Je I. (4; Dx) tiene estructura de magma. En efecto, la ley de composición XX es una operación 


en A ya que, como puede verse en la tabla de CAYLEY, todos los resultados son ele- 
mentos de A. Además, el hecho de ser la tabla de CAYLEY simétrica demuestra que lX 
es conmutativa en A—de hecho, lo es por serlo el producto de números naturales—. 


En otras palabras, (4; XI) es un magma abeliano. 


II. (4;|Xx) tiene estructura de semigrupo, en realidad de semigrupo abeliano al ser X con- 
mutativa en A. Como hemos demostrado ya que tiene estructura de magma, sólo 
necesitamos demostrar que lX es asociativa en A. En efecto, así es, por serlo el pro- 
ducto de números naturales. 


III. (4;Lx) tiene estructura de monoide, en realidad de monoide abeliano al ser X conmuta- 
tiva en A. Como hemos demostrado ya que tiene estructura de semigrupo, sólo nece- 
sitamos demostrar que existe el elemento neutro en A para XX. En efecto, el elemento 
neutro de Xlen A es 1 por ser éste el neutro del producto de números naturales. Alter- 
nativamente, podríamos observar la tabla de CAYLEY: la primera fila es copia literal 
de la fila de cabecera, esto es, (Vy € A)(1IX y = y), es decir, 1 es el neutro por la iz- 
quierda de lX en A; análogamente, la primera columna es copia literal de la columna 
de cabecera, esto es, (Vx € A)(x |X11 = x), es decir, 1 es el neutro por la derecha de 
X en A. Al ser 1 el neutro por la izquierda y por la derecha de [X en A, es el neutro de 


Xx en A (si bien por ser X conmutativa en A bastaba demostrarlo por un lado). 
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IV. (4;/X) no tiene estructura de grupo por no ser todos sus elementos simetrizables. En 
efecto, existe un elemento no simetrizable en (4; XX), a saber, 5, lo que se demuestra 
con la tabla de CAYLEY al no aparecer el neutro en la fila correspondiente a 5, por lo 
que no existe y € Atal que 5% y = 1, esto es, no existe simétrico por la derecha de 5 
en A;análogamente, no existe x € Atal que xlXl5 = 1,es decir, no existe simétrico por 
la izquierda de 5 en A. Con la tabla de CAYLEY se demuestra que el resto de elementos 


de A sí son simetrizables respecto de X en A: 


1M1=1=1”* 


= 1, 
3X7=7X3=1>7*=23, 


1 


7X3=3X7=1>3*=7, 


9xX9=1>9*=09. 


Conclusión.— De 1, II y III se sigue que (4; XX) tiene estructura de monoide abeliano y de 


IV, que no es grupo. 


2. Como hemos demostrado anteriormente, el único elemento no simetrizable es 5, de este 
modo, el subconjunto de A, S = ([1,3,7, 9) es un grupo con la operación Lx; la tabla de 
CAYLEY de Xlen S es 


[1 3 7 9 
1|1 3 7 9 
3|39 1 7 
7|7 1 9 3 
9|9 7 3 1 


El orden de un grupo finito es su número de elementos, luego (S; XI) es de orden 4. 


3. Únicamente existen dos grupos no isomorfos de orden 4, el cíclico C, —siendo un ejemplo 
de modelo suyo el grupo (Z.,; +,)—y el de Klein K, —siendo un ejemplo de modelo suyo el 
grupo, con la operación composición, de las isometrías planas que dejan fijo el rectángulo 


no cuadrado—. 


cic ea b cicba e 


Como (S; XI) es de orden 4, o bien es isomorfo a C, o bien es isomorfo a K;. 
Veamos ahora a cuál. Estudiémoslo de dos formas alternativas. 


De una. 
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Observamos que todos los elementos de K, tienen orden 2, esto es, todos los elementos 
son su propio simétrico —los grupos que satisfacen ésto se denominan grupos booleanos 
(https://en wikipedia.org/wiki/Elementary_abelian_group)—. Resulta que como esto no 


sucede en (S; XI), no queda más posibilidad que (S; Xx) sea isomorfo a C,. 
De otra. 


Reescribiendo la tabla de (S; Xx), vemos que es isomorfo al grupo cíclico de orden cuatro, 


Ca. 
e a bc 1.397 
eje a b c 111.3:9 7 
Ci= ala b e (5NK]=3|38 97 1 
bib c e a 919 7 1 3 
cc e a b TF? 1 3.08 


Observación 17.17.0.— Particularmente, C, está engendrado por a, esto es, sus ele- 


mentos son a, a? = b, a? = c, a* = e. Por su parte, (S; XI) está engendrado por 3; en 


efecto, sus elementos son 3, 3? = 9,3% =7,3*=1 


$ 17.18 Propuesta de actividades 


Actividad 17.5 
Sea (G; x*) un grupo y a, b € G. Calculemos el inverso de a + b. 


[EFE Coincidencias 25.6.2019:2b1]. 


Actividad 17.6 
Demuestre que si en un grupo, cualquier elemento es su propio inverso, entonces el grupo debe 


ser abeliano. 


[EFE Coincidencias 25.6.2019:2b2]. 


Actividad 17.7 
Sea C un conjunto. Consideremos la diferencia simétrica de conjuntos definida en su conjunto 
potencia, 2: 

VA,Be2*, ABB=(A1B)U(BMA). 


Demostremos que (2%; 9) es un grupo abeliano. 
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Cfr. [140]: problema 10.29 (p. 225). 


Actividad 17.8 

En el conjunto A = [o, 1, 2), seala ley de composición diádica: Vx, y € A,xx*y =X+Yy=—X-Y, 
siendo +, — y : la suma, la diferencia y el producto habituales en N. 

O. ¿Es(4;x) un semigrupo abeliano? 

1.  ¿Es(4;x) un grupo abeliano? 


[AIC-W 10.4.2018:3]. 


Actividad 17.9 

En el conjunto A = [o, —1, —2), sea la ley de composición diádica: Vx, y € A,x*y =X+y+ 
x - y, siendo + y : la suma y el producto habituales en N. 

o. ¿Es(4;x) un semigrupo abeliano? 


1.  ¿Es(4;x) un grupo abeliano? 


[AIC-G 10.4.2018:3]. 


Actividad 17.10 


En el conjunto A = [o,2, 4, 6,8), considere las leyes de composición diádicas definidas por: 


Vx, y € A,x HB y = u siendo u la cifra de las unidades de la suma habitual x + y entre 


números naturales (por ejemplo, 6 H 8 = 4) yx X y = u siendo u la cifra de las unidades del 


producto habitual x x y entre números naturales (por ejemplo, 6 X 8 = 8). 


o.  Hallemos las tablas de CAYLEY de E y Xen A. 


1. ¿Es (4;4,XX) un cuerpo conmutativo? (Es aceptable razonar utilizando las tablas de las 


operaciones en A). 


Cfr. [196]: problema 4.4 (p. 83). 


Actividad 17.11 

Sea el conjunto A = [o, 1) de los dos únicos valores de verdad en la lógica bivalente de enun- 
ciados. Consideremos los juntores =, A, V, Y (disyuntor exclusivo), > y +. Estudiemos las 
siguientes estructuras algebraicas: (A; 2), (4; A), (4; V), (4,4), (4; >), (4, 9) y (4;Y, S). 


Actividad 17.12 

En un triángulo equilátero, el baricentro, el circuncentro, el incentro y el ortocentro coinci- 
den en un mismo punto O y las medianas, las mediatrices, las bisectrices y las alturas, tam- 
bién son las mismas. Sea M el conjunto de los movimientos del plano que dejan invariable 


al triángulo equilátero (dejan invariable su «forma» pero pueden reorganizar sus vértices): la 
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identidad /, el giro G, de centro O y ángulo 120”, el giro G, de centro O y ángulo 240” y las si- 
metrías axiales, S,, S, y S,, de ejes respectivos cada una de las bisectrices. Demostremos que 
(M; I, G,, G,, S,, S,, S¿) es un grupo no abeliano. 


Cfr. [140]: problema 10.43 (p. 235). 


Actividad 17.13 

Sean las operaciones O y O definidas en Z x Z por, W(x, y) (u,v)EZxZ, 
(y) 0 (u, v) = (x+u, y +v), 
(x, y) 9 (u, v) = (xu, xv + yu). 

o. Demostremos que (Z x Z; O, 9) es un anillo conmutativo unitario. 

1.  ¿Es(ZxZ;0,08) un dominio de integridad? 


[PEP 14.4.2023:4]. Cfr. [196]: problema 1.32 (p. 26). 
Actividad 17.14 


Sea (4; €, 9; <1) un anillo ordenado y (B; E, X) un anillo; sea f : (B;B,X) — (4;0,8) un 


homomorfismo de anillos. Se define en B la siguiente ley de composición diádica: 
Vx, y EB, x 4 y eo f(x) < f(y). 


O. Demostremos que « no es en general una relación de orden en B. 
1. O.a. ¿Qué debe satisfacer f para que « sea una relación de orden en B? 
1.b. Siendo por lo descubierto en el apartado 1.a., f tal que « es una relación de orden en 
B, ¿es (B; EE, XI; «) un anillo ordenado? 


Cfr. [140]: problema 5.22 (p. 107). 


$ 17.19 Muestra de ejemplos finales 
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Ejemplo 443 


Sea B el conjunto de todos los octetos. Sean + y - la suma y el producto habitual 


en Z. En B se consideran las operaciones El y 1, definidas, Vx,x,..Xg, YiY2--Ya E B, 


por x,X,..Xg EH YiY2.-Yg es el octeto cuyos bits son (x, + y,) mód 2, (x, + yz) mód 2, 


.., (xs + Ys) mód 2 (x mód y designa el resto de la división euclidea de x por y) (por 


ejemplo, 10110111 E 11011101 = O11O1010), y Xx,X,..Xg El Y,y»..Yg es el octeto cuyos bits son 


ey) mod2106-y,) mod 2.0120) mod 2 (por e¡emplo 191011 2 nono = 


10010101). 


Demostrando cada una de las propiedades que correspondan, averigúemos todo lo 


que podamos sobre la estructura algebraica de: o, (B; B); 1, (B; 0), y 2, (B; BH, 01). 


[EFE 14.7.2020:1b (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Podríamos trabajar directamente con dicho conjunto 


B = [o0000000, 00000001, 00000010, ..., 11111111) 


—en base 10, es el conjunto [0,1,2,...,255)—y las operaciones H y 1, tal como vienen defi- 


nidas en el enunciado pero en lo primero que caemos en la cuenta es que Vx, y E [o, 1), 


(x+y)mód2>xVy, 


(x-y)mód2>xAy, 


esto es, Hy E] son, respectivamente, las operaciones XOR bita bit —<cfr. v. gr. https://es.wikipe- 


dia.org/wiki/Operador_a_nivel_de_bits*XOR— y AND bit a bit —cfr. v. gr. https://es.wikipe- 


dia.org/wiki/Operador_a_nivel_de_bits*AND—. De hecho, el enunciado da por hecho que E y 


E] son operaciones en B, como en efecto lo son, por serlo Vy A en [o, 1) y además conocemos, 


por haberlas estudiado, sus propiedades básicas —cfr. supra ejemplo 17.11 (p. 827 de esta edi- 


ción) —. Estas operaciones 


dados uy = UYU; ... UY V = 


ud 


u 


o.  Estudiemos la estructura algebraica de (B; 


V¿V, . . . V,, los OCtetos U 


v=(u Y v)(u 


Qv=(u,Av)(u, Av).. 


E). 


H 


y [EJ —XOR bit a bit y AND bit a bit, respectivamente— definen, 


vyu 


[] v, por 


Juse (Uy Lvl; 


(17.13) 


. (Us A Yg). 
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Í. 


IT. 


III. 


IV. 


¿Satisface El la propiedad conmutativa en B? 


uE v= (us Y vo)(u, Y 1)... (u, Y v,) 


so (Ya Lu MY) (Lt) 
Y 


Eu 


(9) Por satisfacer Y la propiedad conmutativa en [o,1) —cfr. supra ejemplo 17.11 (p. 


827 de esta edición)—. 


¿Satisface E la propiedad asociativa en [B? 


uB(vEBw)=uE 


(0 Por satisfacer Y la propiedad asociativa en [o, 1) —cfr. supra ejemplo 17.11 (p. 827 
de esta edición)—. 


¿Tiene El elemento neutro en BB? 


Esto es, ¿existe e = e/e;...e, E B tal que para todo u = uu; ...uy E B, 


Uollzos ¿Us = 6481: 87 E0 UpUlys Us = Ugly 0 885 Bu? 


Por ser EH conmutativa en [B, buscamos sólo por un lado. 


Uu¿U; ... Uy = €/€,...€, BH UUu;... Uy 


= (e, Y uo)l(e, Yu)... (e, Y u,) 


>u=e¡Yu 
>e¡=0 
por lo que o = 00000000 es el elemento neutro de Hen B. 


(2) Por ser o el elemento neutro de Y en [o, 1) —cfr. supra ejemplo 17.11 (p. 827 de esta 


edición)—. 


¿Existe el elemento simétrico por E] de cualquier elemento de B? 


Esto es, ¿para todo u = u¿u,...u, E B, existe u” = uu...u E B tal que 


7 


ER , , Je A , , , 
ese; ... €, = UU; ...U, EH UY... Uy = Uy... 47 E UU... Lies 
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Por ser EH conmutativa en [B, buscamos sólo por un lado. 


€/¿l;¡...0,=00...0 


= UU cast, Us le 
= (0, 0) (UL )e. (0 La) 


>0=uV Uu 


., 
Su =U 


por lo que cada elemento de B es su propio simétrico por HB. 


(3) Por definición de Y. 


Por todo ello, (B; 4) es un grupo abeliano. 


1.  Estudiemos la estructura algebraica de (B; 13). 


¿n 


+ 


(Con un estudio similar al hecho para (B; EH) demostraríamos que (B; 3) es un monoide 


abeliano, siendo 11111111 el elemento neutro). 


¿£n 


+ + 


2.  Estudiemos la estructura algebraica de (B; BH, EJ). 
> » 


(Con un estudio similar al hecho para (B; EH) demostraríamos que [ es distributiva res- 


pecto de HB, y por tanto que (1B; EH, EJ) es un anillo abeliano unitario. No es dominio de 
integridad, ya que, por ejemplo, 01010101 E] 10101010 = 00000000, y, por tanto, tampoco 


es cuerpo). 


“e ee 


Observación 17.19.0.—  Alternativamente, podríamos estudiar esta cuestión en el ámbito de los 
conjuntos. Y esto es así porque Y y A corresponden en el ámbito de los conjuntos a las operaciones 


diferencia simétrica (A) e intersección (N), respectivamente. Siendo ahora un conjunto C cual- 


quiera de 8 elementos, existe una aplicación biyectiva entre el conjunto BB de octetos y el conjunto 
C 


potencia 2 —cada octeto es una codificación de un subconjunto de C de acuerdo a la pertenen- 
cia de los elementos de C al subconjunto; por ejemplo, si C = [a, b, c, d, e, f, g, hy, el subconjunto 
([b, d, g, h) corresponde biyectivamente al octeto o1o10011—. Todo consistiría, pues, en estudiar las 


estructuras algebraicas de (26; A), (26; 1) y (26; A, N), para un conjunto arbitrario C de 8 elementos. 
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$17.20 Bibliografía 


” Estructuras. 
. Teoría. 


[145] José GARCÍA GARCÍA y Manuel LÓPEZ PELLICER. Álgebra lineal y geometría: curso teórico- 
práctico. Marfil, Alcoy, Hoya de Alcoy, Alicante (ES-A), España, 8.* ed., 1992. 


[146] Armando Óscar Rojo. Álgebra I. El Ateneo, Buenos Aires (AR-C), Argentina, 1986. 
OTDR. 


[197] Alexei Ivanovich KosTRIKIN. Introducción al álgebra. McGraw-Hill, Madrid, Comunidad 
de Madrid (ES-M), España, 2..* ed., 1992. OTDR. 


. Práctica. 


[140] Máximo ANZOLA GONZÁLEZ y José Ramón CARUNCHO CASTRO. Problemas de álgebra. 
Tomo 1: Conjuntos - Grupos. Los autores, Madrid, Comunidad de Madrid (ES-M), Espa- 
ña, 3.* ed., 1981. OTDR. 


[144] Agustín de la VILLA CUENCA. Problemas de Álgebra (con esquemas teóricos). CLAGSA, 
Madrid, Comunidad de Madrid (ES-M), España, 4.* ed., 2010. OTDR. 


[196] Máximo ANZOLA GONZÁLEZ y José Ramón CARUNCHO CASTRO. Problemas de álgebra. 
Tomo 2: Anillos - Polinomios - Ecuaciones. Los autores, Madrid, Comunidad de Madrid 
(ES-M), España, 3.? ed., 1982. OTDR. 


[198] Alain BIGARD, Maurice CRESTEY y Jacques GRAPPY. Problemas de álgebra moderna. Re- 
verté, Barcelona, Cataluña (ES-CT), España, 1975. OTDR. 


= Específicamente acerca de Teoría de Grupos en SageMath y GAP. 


Desconozco si quien lee en este momento se dedica o dedicará profesionalmente o simplemente 
le atrae o atraerá algún campo de estudio que tenga relación con la teoría de grupos (como po- 
dría ser, por ejemplo, la codificación de la información”). De todos modos, estimo interesante 
que conozca que para la investigación básica en teoría de grupos, destaco GAP, si bien en una 
primera aproximación podríamos utilizar SageMath (que ya sabemos que admite los lengua- 
jes Sage, Gap, GP, HTML, Macaulay2, Maxima, Octave, Python, R y Singular) —cfr. supra $ 9 (p. 


Ixxxii de esta edición)—. 


+ Así, para SageMath, pudiese ser recomendable: 


X Cfr. v. gr. Carlos MUNUERA GÓMEZ y Juan Gabriel TENA AYUSO [199]. 
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[200JIhomas William JuDSON y Robert Arnold BEEZER. Abstract Algebra: Theory and Applica- 
tions. Autoedición, Nacogdoches, Condado de Nacogdoches, Texas (US-TX), Estados 
Unidos de América, 2022. http://abstract.ups.edu/sage-aata.html. OGFDL. 


(o bien https://doc.sagemath.org/html/en/thematic_tutorials/group_theory.html; de paso, 
ambas incluyendo indicaciones sobre cuestiones básicas de los números enteros, de nues- 


tro interés para el estudio de la teoría de números). 


El lenguaje Gap que interpreta SageMath es propio de GAP (Groups, Algorithms, Program- 
ming)”, un sistema algebraico computacional dedicado a la teoría de grupos; consultemos, 


por ejemplo: 


[201]GAP SUPPORT GROUP. GAP Documentation, 2024. https://www.gap-system.org/Doc/- 
doc.html (accedido el 26.1.2024). Ogratis OA. 


[202JAlexander HULPKE. Using GAP, 2000. https://www.math.colostate.edu/-hulpke/pa- 
per/gapa4tut.pdf (accedido el 26.1.2024). Ogratis OA. 


Si instalamos GAP podrían sernos de utilidad bibliotecas de terceras personas, por ejemplo, 
GroupExplorer'** de Nathan CARTER. 


De hecho, en la sección Teaching'* de la documentación de GAP, encontramos dos materiales 


en español que se muestran muy interesantes para andar los primeros pasos en GAP: 
o  Unaintroducción al álgebra con GAP, 2016, de Leandro VENDRAMIN, y 
o  dePedro A. García Sánchez”: 
o primeros pasos en GAP (https://www.ugr.es/-pedro/gap/primeros-pasos.pdf); 


o álgebra y estructuras discretas (https://www.ugr.es/-pedro/gap/practicas-GAP- 
AE.pdf); 


o matemáticas discretas (https://www.ugr.es/-pedro/gap/practicas-GAP- 
MD.pdf); 


o álgebra básica (https://www.ugr.es/-pedro/gap/practicas-GAP-AB.pdf); 


o bloque de GAP de la asignatura Software Matemáticas (https://git- 
hub.com/pedritomelenas/Software-Matematicas-GAP/). 


2 Cfr. v. gr. https://www.gap-system.org/index.html y https://es.wikipedia.org/wiki/GAP (sistema_algebrai- 


co_computacional). 


3 Vid. https://nathancarter.github.io/gap-pkg-groupexplorer/doc/chapo.html. 
14 Vid. https://www.gap-system.org/Doc/Teaching/teaching.html. 
15 Vid. https://algebra.ugr.es/pages/personal/fichas_profesores/pedro. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


17.20. Bibliografía 834 


El juego de la vida (CONwAY). Autómatas celulares (vvn NEUMANN y ULAM). Un nue- 
vo tipo de ciencia (WoLFRAM). El computador de Tinkertoy y otras maquinaciones 
(DEWDNEY) 

Lógica, clases, relaciones, estructuras, todas ellas presentes en el juego de la vi- 
da (vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Juego_de la_vida), 1970, de John Horton 
CONWAY, que es, quizás, el autómata celular más conocido —si bien los orígenes de 
estos últimos estén en John von NEUMANN y Stanislaw ULAM—. Nada más que nos 
informemos un poco, podremos comprobar que las aplicaciones de los autómatas ce- 
lulares son variadas en múltiples campos (vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/- 
Cellular_automaton*Applications). 

Si disponemos de tiempo y deseamos saber más de ellos, una buena opción es 
el libro A New Kind of Science, de Stephen WoLrRAM —el creador de Wolfram|Alpha 
y del lenguaje Mathematica—, cuya versión en línea es enteramente accesible (vid. 
https://www.wolframscience.com/nks/), libro, que bien está decirlo, como todo en es- 
te mundo, cuenta con sus partidarios y detractores (cfr. v. gr. https://es.wikipedia.or- 
g/wiki/Un_nuevo_tipo_de ciencia, sin embargo, A New Kind of Science es un libro que 
puede proporcionarnos multitud de ideas en variados campos; si tenemos tiempo e 
inquietudes, echémosle un buen ojo. 

Y, hablando de ideas, también cuando tengamos tiempo, es recomendable el li- 
bro The Tinkertoy Computer and other machinations (vid. v. gr. https://archive.org/detail- 
s/tinkertoycomputeroodewd/mode/2up), de Alexander Keewatin DEWDNEY (Tinker- 
toy es un juego de construcción parecido a Lego). Echemos un vistazo al índice de 
este libro, casi seguro que nos sorprenderá —este ejemplar procede de la Bell Book 
Collection (vid. https://archive.org/details/thecomputermuseumarchive?tab=collec- 
tion), en el Archivo de Internet (vid. https://es.wikipedia.org/wiki/Internet_Archi- 


ve)J—. 
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Teoría de números elemental 


Dedicamos esta parte a un estudio introductorio de la teoría de números elemental. En ella 
usaremos estrategias aritméticas, geometría, álgebra y cálculo de un nivel básico. Un 
estudio más profundo nos llevaría a la teoría algebraica de números y a la teoría analítica 
de números, en las que, llegado el caso, usaríamos estrategias de álgebra avanzada y de 
análisis matemático avanzado, respectivamente. No obstante, no se trata de una división 
nítida; en ciertos casos es necesario utilizar combinaciones de estrategias de diferentes 


campos. 


La 


CAPITULO 


Teoría de números 


Cada día que amanece, el número de los tontos crece. 


(Refrán). 


¿Por qué nos cuesta imaginar un universo donde los números primos sean otros? Por- 


que, por ejemplo, sí que concebimos geometrías no euclideas. 


18.0 Divisibilidad en el anillo de los enteros .......... 


18.1 Sistemas de numeración ................. 


18.2 Primos y el teorema fundamental de la aritmética 


18.3. Máximo común divisor y mínimo común múltiplo 


18.4 Funciones aritMétiCas ................. +. 
18.5 Congruencias en el anillo de losenteros . ......... 
18.6 Aritmética modular .................... 
18.7 Resolución de congruencias,l ................. 
18.8 Sistemas de residuos ................... 
18.9 Elteorema de EULER-FERMAT +... ........... 
18.10 Resolución de congruencias, Il .............. 
18.11 Elteorema pequeño de FERMAT ..... o... ..... 
18.12 Congruencias (polinómicas) módulo primo ........ 
18.13 Congruencias lineales simultáneas ............ 
18.14 Criterios de divisibilidad ................. 


18.15 Ecuaciones diOfáNtICaS . ................. 


18.16 Acerca de algunas cuestiones y conjeturas famosas 


18.17 Dos conjeturas que se han convertido en teoremas 


18.18 Números y lingitística natural humana .......... 


E 839 
y 844 
e 846 
e 853 
O 867 
as 873 
a 882 
2 aja dE 892 
lo 893 
ii de 895 
o 896 
oi 902 
a 902 
aca 906 
DI 913 
e 924 
a 940 
ia 946 
o 946 


18.19 Fundamentos lógicos y numéricos de la programación de computado- 


A E 


a 947 
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18.20 Muestra de ejemplos ..............«..... .... 948 
18.21 Propuesta de actividades . ................ ... ... 972 
18.22 Muestra de ejemplos finales . ....... o... o... .... 978 
18-13 BiblOB Mao AAA a e 989 


$ 18.0 Divisibilidad en el anillo de los enteros 


En realidad, (Z; +, -) es un dominio de integridad ya que es un anillo abeliano, unitario e íntegro. 


$ 18.0.0 Conceptos y primeras propiedades 


Definición 18.0.— Dados d, n € Z, decimos que d divide a n (hecho que designamos por d| n) si, y 
sólo si, dc € Z, tal que n = cd. Sinónimamente, decimos que d es divisor de n, dl es un factor de n, dl 


es un submúltiplo de n, n es divisible por d o que n es múltiplo de dl. 


Si d no divide a n, lo notamos df n. 


Observación 18.0.0.—  d divide a n si, y sólo si, |d| divide a |n| (designando |x| el valor absoluto de 


x). 


Definición 18.1.— Los divisores triviales de n son —1,1, —n yn. 


Definición 18.2.— Llamamos parte alícuota) (o sinónimamente, divisor propio), de n a todo divisor 


positivo de n distinto de n. 


Notamos por D(n) el conjunto finito de los divisores positivos de n, por M(n) el conjunto infinito de los 


multiplos positivos de n y por Mo(n) el conjunto infinito de los multiplos no negativos de n. 


Teorema 18.0 (La relación de divisibilidad es un preorden parcial en Z) 
Vd,m,n€eZ: 


o. nin; (reflexiva) 


1. dimAmin= din. (transitiva) 


Por esto decimos que (Z,, +, -) es un dominio de integridad (unitario) preordenado parcialmente 


por |. 
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Teorema 18.1 (Otras propiedades) 

Vd neZ: 
—n|n; 
din=>=—d|n*=>d|-n<o-—d|—n; 
—1|ny1|n; (=1y 1 son divisores universales) 
d|1si, y sólo si, d =—10d = 1; (1 sólo es múltiplo de —1 y de 1) 
sid|nyn|d, entonces d =—nod = nm; 
dlo; (o es múltiplo de todo entero) 
sio|n, entonces n =0. (o sólo divide a o) 


Teorema 18.2 (Propiedades algebraicas) 

Va,b,d,m,neZ: 

9. sid|myb|n,entonces db|mn; 

10. sid|myd|n,entonces: 

d|(m-+m); (aditiva) 
d|am; (producto por escalar entero) 
d|bn; (producto por escalar entero) 
d|(am + bn). (linealidad entera) 


Teorema 18.3 (Propiedades de multiplicación y simplificación) 

Va,d,neZz: 

1. sid|n,entonces ad|an; (multiplicación) 
12. siad|anya + o, entonces d | n. (cancelación/simplificación) 


Teorema 18.4 (Propiedades de orden) 
VdneZ: 


13. sid|nyn HF o,entonces |d| < |n|; (comparación) 


14. sid|inyd,n€Z*,entoncesd< n. 


Teorema 18.5 (No antisimetría de | en Z) 

Vd,neZ: 

15. sid|nyn|d, entonces |d| = |n|; (| no es antisimétrica en Z) 
Dos números enteros d y n tales que d|n y n|d y d F n se llaman asociados. 


Observación 18.0.1.— En realidad, se define el concepto de elementos asociados en un dominio 


de integridad. Sea (D; +, -) un dominio de integridad; x e y son elementos asociados en D si, y sólo 
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si, ambos son divisores el uno del otro, esto es, si, y sólo si, x| y e y|x. Ser x e y asociados equivale a 
que exista una unidad u de (D, +, -) tal que u - x = y (y, por tanto, tal que x = uy? - y), y también a 


que (x) = (y), donde (x) e (y) designan los ideales generados por x e y, respectivamente. 


Teorema 18.6 (Antisimetría de de | en N y en An) 
VdneZ: 


16. sid|n,n|dyd,n € N, entonces d = n. (antisimétrica en N) 


(que también se satisface si d, n € Z*) 


Por el teorema 18.0 (p. 839 de esta edición) y el teorema 18.6 (p. 841 de esta edición), | es una 
relación de orden parcial en N y en Z*. Decimos que el semianillo abeliano y unitario (Z*, +, -) y el 


anilloide (ringoid) asociativo (Z*, +, -) están ordenados parcialmente por |. 


Teorema 18.7 (Propiedad del divisor conjugado) 
Vd,neZ,cond+ o: 
17. sid|n,entonces (n/d)|n; (el número n/d se llama divisor conjugado de dl —respecto de 


n—>. 


$ 18.0.1 Algoritmo de la división (euclidea) 


Teorema 18.8 (Algoritmo de la división (euclidea)) 


Dados D € Zy d E Z*, existen dos únicos enteros q y r tales que D = dq +ryo< r< ldl; 


D, d, q y r se denominan dividendo, divisor, cociente y resto, respectivamente. 


SiD=dq +ryo<r*< |d|, notamos Ddivd =qyD mód d=r. 
Observación 18.0.2.— Con respecto al teorema 18.8 (p. 841 de esta edición), 


18. d|Dsi, y sólo si, existe un único entero q tal que D = dq, en otras palabras, si, y sólo si, r = 0; 
19. sid =o0,entonces r = D pero q no es único; 


20. dado un divisor d, sólo hay |d| restos posibles, a saber, 0, 1,..., |d| — 1. 
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Teorema 18.9 (Sumas y potencias de pares e impares) 


Se satisface: 


21. la suma de un número par y un número impar es un número impar; 


22. toda suma de números pares es par; 

23. toda suma de un número par de números impares es par; 
24. toda potencia positiva de un número par es par; 

25. toda potencia no negativa de un número impar es impar. 


Demostración. 


24. Seanm € Zyn € Z*, entonces 


esto es, Jk E Z tal que (2m)"” = 2k, siendo k precisamente 2"* . m”, que es entero por serlo m 


yn. 


25. Seanm € Zyn € N, entonces por inducción débil: (21m +1)? = 1,impar; si (2m +1)'esimpar, 
entonces (2m +1) = (2m +1) (2m +1) = 2m(2m + 1)' + (2m + 1), esto es, la suma de un 


par y un impar, que es impar. 


Teorema 18.10 (Suma impar de enteros consecutivos) 


Se satisface: 


26. si nesimpar, la suma de n números enteros consecutivos es múltiplo de n. 


Demostración. Seax EZ, 


(+FDH(ATR82)+ 0H (x+NM=nx+(1+2+-:-+n) 


1 
dt n(n +1) 


2 
=n pr), 
2 


y como n es impar, 2|(n +1), por lo que x + (n + 1)/2 es un número entero y, por lo tanto, la suma 
(x+1) + (x +2) +-+- + (x + nm) es múltiplo de n. 
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Ejemplo 444 


Demostremos que Vn € Z,n(n+1)(2n +1)/6 € Z. 
Indicación. — Sea p = n(n + 1)(2n + 1); usemos el algoritmo de la división para 


D =nyd = 6, para demostrar después que el resto de la división de p por 6 es cero. 


[EFE 7.7.2017:3b], [EFO 20.5.2022:5]. 


Resolución. Por el algoritmo de la división, existen dos únicos enteros q y r tales que 
n=6q +ryo<r< 6.Entonces, 


p=n(n+DQGn+1=2n +30 +mnm 


=2(6q +r)+3(6q +r)+6q +r 


6729 + 2491 +4qr* +189 +6qr+q)+207+31?+r, 


luego Jk € Z tal que p = 6k + 21? + 31? + r,cono< r< 6. 
Para conseguir el objetivo nos interesa demostrar que parao < r < 6,6] (21? +31? +r). 


Aventurémonos en una demostración por casos; ¿conseguiremos demostrar que para to- 
dos los valores válidos de r, 6 divide a p? 


Pues sí, en efecto, 


r=0>p=6k->6|p, 


r=1>p=6k+2.' +3: +1=6k+6=6k+6-1=6-(k+1) > 6]p, 


r=2>p=6k+2:2+4+3:-22+2=6k+30=6k+6-5=6-:(k+5) > 6]p, 
r=3>p=6k+2:3 43-33 +3=6k+84=6k+6-14=6-(k +14) > 6]p, 


r=4>p=6k+2:4+3-4 


4 =6k +180 =6k +6-30=6-(k +30) > 6]p, 


r=5>p=6k+2:5+3:5+5=6k+330=6k +6-55=6-: (k +55) > 6]p. 


Actividad 18.0 


Demostremos que si n es un número entero, entonces n(n + 1)(n + 2)/6 también lo es. 


Cuando estudiemos el capítulo Razonamiento Combinatorio nos daremos cuenta de que 
n(n+1)(n+2)/6 = C(n+2, 3) esto es, el número de combinaciones de tres elementos de un 
conjunto de n + 2 elementos, siendo una posible interpretación el número de subconjuntos 
de tres elementos de dicho conjunto, siempre que 3 < n + 2. Caso contrario, sin +2 < 3, 
es decir, si n < 1, entonces: por un lado, sin =0,n = —10n = —2, el número es cero 
que es entero; por otro, si n < —3, entonces n(n + 1)(n +2) < o, porlo que consideramos 
sus correspondientes positivos y |n(n +1)(n + 2)|/6 € Z (ya ha sido analizado antes, pues 
3 < |n|), así que, n(n + 1)(n +2)/6 =—|n(n +1) (n +2)|/6. 
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Actividad 18.1 


Demostremos que si n es entero, entonces n es par si, y sólo si, n? es par. 


$ 18.1 Sistemas de numeración 


Definición 18.3.— Dado un número b € N>, al que denominamos base, entonces todo número 


natural n puede escribirse de manera única como 
H= bm ben A dj BE 


con nx $ oyo < n;¡ < b, para todo i € N.x+1. Dicha expresión única la llamamos expresión 
polinómica del número n en base b. 


Definición 18.4.— La que llamamos expresión de un número n en base b está determinada por los co- 


eficientes n; de la expresión polinómica única de n en base b y la escribimos 


(Nik... MNo)b 


o 


Nika ++ Mos 


por ejemplo, (123), 0 123(4. 


Teorema 18.1 


Para transformar la expresión de un número en base b a su expresión en base 10, basta hacer 


las operaciones implicadas en la expresión. 


Ejemplo 445 


Hallemos las expresiones decimales de los números (201), y (2F1)s6. 


Resolución. Las expresiones polinómicas de estos números en base 10 son: (201), = 2 - 
32 +0:314+1-3% =19y (2F1), = 2:16? + 15 :16' + 1-16 = 753. 


Teorema 18.12 


Para transformar la expresión de un número en base 10 a su expresión en base b, hemos de 


dividir sucesivamente por b todos los coeficientes n; de la expresión polinómica en base b 


hasta que satisfagan que o < n; £ b. 
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Ejemplo 446 


Expresemos 1123 en base 12. 


Resolución. 1123 =93:12+7 = 93:12* +7-12%, comoo < 93 £ b = 12, dividimos 93 por 
12,93 =7:12' + 9-122, y sustituyendo, 1123 = 93-12! +7-12% = (7-12! +9-12%) -121+7-12% = 
7:122+9-12 +7-122 = (797)12. 


Ejemplo 447 


Sabemos que la suma de todos los números distintos de dos cifras que pueden for- 
marse con tres cifras distintas a, b, c, es igual a 198; entonces: 
o. ¿cuáles son a, b, c? 
1. ¿ysia,b,cson consecutivas? 


Resolución. Los números son: 
= dedos cifras iguales, 100 + a,10b + by10c + Cc; 
= dedos cifras distintas, 100 + b,10b + a,10a + c,10c + a,10b + cy 10c + b. 

La suma de todos ellos es 33a + 33b + 33c, por lo que la hipótesis es 

33d + 33b + 330 = 198, 
Ñ 198 

deaquí,a+b+c= = 6, por tanto, 
o. a,b,ctalesque a +b+c= 6; 


1.  sison consecutivas, p.ej., a =b-—1,b,c=b+1, entonces a+b+c=(b-1)+b+ 


(b +1) = 3b, por lo que 3b = 6 y, por tanto, a =1,b=2yc=3. 


Ejemplo 448 


[Matemagia (adivinación y mentalismo)].— Le decimos a una persona: «Piense us- 
ted un número, no nos lo ponga muy difícil, por ejemplo, en base 10 y de 4 cifras. Reste 
del número la suma de sus cifras. Tache una cifra del resultado (no tache el cero —no nos 
lo ponga tan fácil—) y díganos la suma de las cifras restantes, que le diremos la cifra que 
ha tachado». 

¿Por qué siempre es así, independientemente del número de cifras? 
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Resolución. 10%0,+10%0,+100,+0—(07+0,+ 0,403) = 90,—990,—99943;esto es, 
al restar la suma de las cifras a un número el resultado es múltiplo de 9, por lo que imaginemos 
que el número original es 9999, entonces 9999 — 36 = 9963 y si, por ejemplo, tachamos el 3, 
9+9+6 = 24, entonces el múltiplo de 9 mayor más próximo es 27 y 27 — 24 = 3, esto es, 
se tachó el 3. Observemos que pedimos que no tache un cero para poder decir 9 si el resultado 
que nos dicen es múltiplo de 9 —si pudiesen tachar un cero, entonces tendríamos que decir 


que podría ser cero o nueve—. 


$ 18.2 Primos y el teorema fundamental de la aritmética 


$ 18.2.0 Número primo 


Definición 18.5.— Decimos que n € N>, es un número primo si, y sólo si, tiene, y sólo tiene, como 
únicos divisores positivos sus divisores triviales positivos, 1 y n, esto es, precisamente si su única 


parte alícuota es 1. Utilizamos PP para designar el conjunto de números primos. 


Teorema 18.13 


Un número n € N>, es primo precisamente si es no factorizable, esto es, si, y sólo si, no puede 


escribirse como producto p = abcon2< a<py2<b< p. 


Definición 18.6.— Decimos que n € N>, es un número compuesto si, y sólo si, no es un número 


primo. 


Teorema 18.14 


Todo número n € N>, es primo o producto de números primos. 


Teorema 18.15 (de EUCLIDES) 


Existen infinitos números primos, esto es, el conjunto de los números primos es infinito, en 


otras palabras, no existe un primo mayor que los demás. 


Demostración. (de EUCLIDES, c. 300 a.C., Elementos, Libro IX) 
Por reducción al absurdo. Supongamos que sí existe un primo mayor que los demás, un último primo, 
sea p, tal último primo, escribamos todos los números primos en orden creciente p, = 2, Pp, = 3, 
P3=5,Pa4=7,..., siendo py el kaésimo primo, entonces el conjunto finito de todos los primos sería 


[px P2,P3,--- , Pny (estamos suponiendo que p, es el último). Sea z =p, : Pz... Pn +1, pueden 
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suceder sólo dos cosas, o z es primo o no lo es; si z es primo, contradicción ya que habíamos supuesto 
que el mayor era p, si z no es primo, entonces algún primo p divide a z [por definición de número 
primo], pero p no puede ser ninguno de los p,, p,, .. ., pn, porque al dividir z por cualquiera de ellos 


el resto siempre es 1 y no O, así que p es otro primo, pero eso es imposible porque hemos supuesto 


que p, es el mayor primo. 


Observación 18.2.0.— En mi opinión, una de las demostraciones más elegantes de la matemática 


es ésta que acabamos de estudiar, la de EUCLIDES de la infinitud de los números primos. 


En el libro Proofs from The Book”, de Martin AIGNER y Gúnter M. ZIEGLER, encontramos seis 
demostraciones diferentes del teorema de Euclides (la 6.? edición del libro! incluye, en realidad, un 


número «infinito» de demostraciones). 


Observación 18.2.1.— Aunque nos ha quedado claro que no existe un último primo, no cesan de 


buscarse primos grandes, nuevos miembros de la sucesión de primos? 


Actividad 18.2 


Demostremos que para todo entero positivo n existen n números compuestos consecutivos. 


$ 18.2.1 El teorema fundamental de la aritmética 


Teorema 18.16 (Teorema fundamental de la aritmética) 
Todo número n € N>, puede descomponerse de manera única salvo el orden de los factores 


en producto de potencias de números primos, n = p* - p2-...- p;*,con p; primo, 1 > Q;y 


piFpjsiifj(i,j=1,2,..., Kk). Esta descomposición de n se conoce como su descomposición 


en factores primos (o sinónimamente, su factorización canónica). Los factores p;" se llaman factores 


primarios. La descomposición suele ordenarse en orden creciente de las bases p, < p<... < 


Pk. 


Observación 18.2.2.— En realidad, el teorema fundamental de la aritmética es válido para todo 


entero no nulo, salvo el orden y el signo. 


2 Vid. v. gr. https://enwikipedia.org/wiki/Proofs_from_THE_BOOK y https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Eu- 
klid (artículo más completo, en alemán). 

"Vid. https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-57265-8. 

2 Vid. v. gr. http://primes.utm.edu/largest.html. 
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Teorema 18.17 
Se satisface: 


o. d|nsi, y sólo si, la descomposición en factores primos de d divide a la descomposición 


en factores primos de n, esto es, en ésta figuran todos los factores primos de aquélla, si 


bien con exponentes mayores o iguales. 


El divisor más pequeño de un número entero, en valor absoluto, es un número primo. 


Ejemplo 449 


¿Puede el producto de tres números pares positivos ser múltiplo de 48? 
[EFO 4.6.2021:5a]. 
Resolución. No. Sirva de contraejemplo el siguiente. Como la descomposición única en 


factores primos de 48 (teorema fundamental de la aritmética) es 48 = 21 - 3, cualquier número 


natural de la forma 2” con n > 3 es un producto de tres números naturales pares que no es 


múltiplo de 48 por no serlo de 3 al no incluir 3 como factor. 
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$ 18.2.2 Divisor positivo 


Teorema 18.18 (Sobre los divisores positivos de un número) 


Dadon =p*-p*-...- py, con p; primo y a; => 1parai=1,2,..., k, entonces: 


o. — formadeun divisor positivo: todo divisor positivo d de n es dela forma d = pÉ-pÉ*-....plX, 


cono < B¡ < a (i=1,2,..., k),enotras palabras, d es un sumando último del producto 
(+ p+pi+- + po) (1+ pp pit ep)... (1+ pe +pi+ -+px) (es 
decir, una vez expandido dicho producto, un número es divisor positivo de n si, y sólo si, 


es un sumando); 

el número de divisores positivos de n es el número de sumandos del producto anterior una 
vez expandido: |D(n)| = (1+ 0) -(1+0,)-...- (14 04);usando las funciones divisor —vid. 
infra $ 18.4 (p. 867) —es 0,(n), que suele designarse también por d(n), v(n) o t(n); 


Detrás de su porqué está el principio de la multiplicación (vid. infra $ 19.1.1 —p. 
1004—). 


la suma de los divisores positivos de n es el resultado del producto anterior en el que observe- 


mos que cada factor es la suma de los primeros términos de una progresión geométrica, 
A): FA, pi*=1 peH—1 

—————- y, por tanto, la suma es > 

r=1 pi=1  p,-=1 Pk=1 
nes divisor —vid. infra $ 18.4 (p. 867)—es 0,(n), que suele designarse también simplemente 


¿Usando las funcio- 


por g(n); 
la suma de las partes alícuotas de n es a(n) — n;usando las funciones divisor —vid. infra $ 18.4 


(p. 867)—es s(n), que suele designarse también por 0'(n). 


Definición 18.7.— Escribiendo todos los números primos en orden creciente p, = 2, Pp, = 3, P» 


5, P4=7,..., siendo p, el enésimo primo, cualquier entero positivo n, incluido el 1 puede expresarse 


00 


como n = | | p?" con a; > o. La llamamos descomposición infinita de n en factores primos. 


í=1 
Ejemplo 450 


Hallemos las descomposiciones infinitas de 28 y 360 en factores primos. 


Resolución. Las descomposiciones infinitas de 28 y 360 en factores primos son: 
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Ejemplo 451 


Del número decimal 360, hallemos: 
O. todos sus divisores positivos; 
1. sunúmero N de divisores positivos, esto es, |D(360)!; 
2.  lasuma S de todos sus divisores positivos; 
3. sus divisores que son cuadrados perfectos. 


Resolución. Procedamos. 
O. 360=2:3%>5,estués, e =3, (BP) =(2,3,5)y (0 0% 0) =(3,2,1)en 
(+ ppt Ep) (+ pp Epi Ep) (+ pp + o +pr); 


así, cualquier divisor positivo de 360 es un sumando último (un término de la suma una 


vez expandido el producto) de 
(+2+2%+2)-(143+37 - (175), 


esto es, 


+22 a 3) (1S) = 142 RH 2720) Ls 15 +45) 
=14+24+4+84+3+64+124+ 244 9+18 +36 


F72+5+10+20 + 40 + 15 + 30 + 60 + 120 


+ 45 + 90 + 180 + 360; 
asi, 


D(360) = [1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,20, 24, 30,36, 40, 45, 60,72, 90,120, 180, 360); 


L N=(1+3):(14+2)-(1+1)=24; 
2.  lasuma S de todos sus divisores positivos de 360 es 


221 %-1 5-1 
2-1 3-1 5-1 


_ 15 26 24 
A 2 4 
= 1170; 
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3. como360= 22-3?.5, sus divisores cuadrados perfectos tienen que ser de la forma 2? - 32, 


esto es, son los sumandos últimos de (1 +22?) - (14 3?) = 1+ 3? + 2? + 223?; por tanto, los 


divisores cuadrados perfectos de 360 son 1, 9, 4 y 36. 


Observación 18.2.3.— Pudiésemos utilizar el artefacto SageMath* y el siguiente programita en 
lenguaje Sage para dibujar el diagrama de Hasse de (Dgo; |), con dos abordajes, manual y auto- 
mático, 

D360 = Poset((divisors(360), attrcall(”*divides”)), linear_extension=True) 

D360.show() 


que devuelve duplicada (generación manual y automática) la imagen visualizada en la figura 18.0 


(p. 851 de esta edición). 


Figura 18.0.— Diagrama de Hasse de (D3c0; | ). Resultado de la ejecución del programa an- 
terior en SageMathCell. Observemos la particularidad de la representación 


por defecto con arcos (aristas dirigidas). 


Ejemplo 452 


¿Cuáles son los divisores cuadrados perfectos de 15 000? 


Resolución. Factorizando, resulta que 15000 = 22 - 3 - 5%; por lo tanto, los divisores cua- 
drados perfectos tienen que ser de la forma 2?” - 5??, esto es, son los sumandos últimos de 
(1422) - (145? +5%) y como (1+ 27?) - (14 57+5%) =1+5*+5%+ 2? + 225? + 2254, los divisores 
cuadrados perfectos de 15 000 son 1, 25, 625, 4, 100 y 2500. 


Observación 18.2.4.— Si quisiésemos conocer más sobre los cuadrados perfectos, ¿por qué no 
empezar por la propia sucesión 0, 1, 4, 9, 16, 25, ..., catalogada como la sucesión A000290 en la 


OEIS*? La OEIS (Enciclopedia en línea de las sucesiones de números enteros) es una fuente funda- 


3 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
* Vid. https://oeis.org/Ao000290. 
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mental de conocimiento sobre sucesiones de números enteros, un gran catálogo donde se cen- 
traliza gran parte de la investigación sobre la mayoría de las más interesantes. En la Wikipedia en 
inglés encontramos la lista de todas las sucesiones de enteros catalogadas en la OEIS que tienen 


su propio artículo en la Wikipedia en inglés?. 


Échele un vistazo, es interesante. 


Actividad 18.3 
Hallemos n € Z* tal que n = 2* - 5? .7%, sabiendo que 5n tiene 8 divisores más que n y que 8n 


tiene 10 divisores más que 5n. 


¿Una representación alternativa? 

Algo que investigar, pero sólo si tenemos tiempo e inquietud. ¿Sería razonable 
representar 28 por 2001 y, en general, cualquier n € N>,, por 040%, ... Gx, esto es, por 
los exponentes de los factores primos de la descomposición infinita de n, siendo 0 


el último exponente no nulo? Por ejemplo, 


2H 1, 6-1, 10 => 101, 
3H Ol, 7 0001, 11 => 00001, 
4h 2, 8h 3, 12 > 23, 
5H 001, 9 > 03, 


y así sucesivamente. 


Teorema 18.19 


Todo número compuesto n tiene un divisor primo p < yn o, lo que es equivalente, todo nú- 


mero n para el que no exista ningún primo p < y//nes un número primo. 


Teorema 18.20 (Teorema 4n + 1 de FERMAT) 
(Conjeturado por FERMAT y demostrado por EULER). 


Todo número primo de la forma 4n + 1es la suma de dos cuadrados. 


Teorema 18.21 (Teorema de DIRICHLET, 1837) 
Si a y b no tienen divisores comunes, entonces existen infinitos números primos de la forma 
a-n+b. 


5 Vid. https://en.wikipedia.org/wiki/List_of OEIS_sequences. 
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Observación 18.2.5.— Para n € N, en recorrido creciente, los números a-n+bsonb,b+a,b+2a, 
b=+3a,... esto es, una progresión aritmética entera de diferencia a y primer término b; por eso, 


también es conocido como teorema de DIRICHLET sobre progresiones aritméticas?. 


Teorema 18.22 (Postulado de BERTRAND, 1845; Teorema de (BERTRAND-)CHEBYCHEV, 1852) 


(Vn € N>)Ep € Dln<p<z2zn-—2). 


Observación 18.2.6.— Este teorema fue conjeturado por BERTRAND en 1845 y demostrado por 
CHEBYCHEV en 1852. Una formulación menos restrictiva es: (Vn € N>,)(3p € Dl(n < p< 2n). 


$ 18.3 Máximo común divisor y mínimo común múltiplo 


$ 18.3.0 Máximo común divisor (mcd) 


Definición 18.8.— Llamamos divisorcomún de a y b a cualquier número que dividaa aya b. 


Lema 18.0.— Dados a y b, existe un divisor común d de a y b de la forma d = sa + tb,consyt 
números, sucediendo además que todo divisor común de a y b divide a d. 


Observación 18.3.0.— En breve, conoceremos éste como el lema de BÉZOUT y s y t como los coefi- 


cientes de BÉZOUT. 


Teorema 18.23 (de existencia y unicidad del máximo común divisor) 
Dados dos números a y b, existe un número d, y sólo uno, que satisface: 
0.?, O< d(d es no negativo); 

1.2, d|ayd!lb (des un divisor común de a y de b), y 


2, sid'|a y d'|b, entonces d' | d (todo divisor común de a y de b divide a d). 


El único d en estas condiciones se denomina máximo común divisor de a y b y se designa por 
med(a, b), aDb o simplemente (a, b). 


En realidad, también podríamos usar la notación a, b/,obien a, b/. Ésta está inspirada 
en la propuesta por KÚSsTER [203]. 


Observación 18.3.1.— med(a, b) = osi, y sólo si, a = 0 y b = 0;en cualquier otro caso, med(a, b) > 1. 


Observación 18.3.2.— med(a, b) es precisamente el divisor común que satisface el lema 18.0 (p. 
853 de esta edición). 


6 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Dirichlet_sobre_progresiones_aritméticas. 
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Observación 18.3.3.— Si d satisface el lema 18.0 (p. 853 de esta edición), también lo satisface —d, 
por lo que si d es el máximo común divisor de a y b, también lo es —d, cuestión de no unicidad 
que obviamos en la misma definición, quedándonos siempre con el de valor no negativo, esto 
es, mcd(a, b) = med(—a, b) = med(a, —b) = mcd(—a, —b) = med([al, |b|); en realidad, el máximo 
común divisor se define en un dominio de integridad y en ese ámbito decimos que a y b son 
elementos asociados —o simplemente asociados— si, y sólo si, a|b y b|a, pudiendo obtenerse 
resultados de «unicidad (salvo asociados)»); de todo ello, que en textos aparezca la condición 1.2 
como esencial y las otras se sustituyan por la exigencia de que el mecd(a, b) es, de los divisores 
comunes, el mayor en valor absoluto, resumiéndose la 0? y 2?, por ejemplo, en que si d'| a y d'|b, 


entonces d'' < d. 


$ 18.3.1 Identidad y coeficientes de BÉZOUT 


La identidad de BÉZOUT asegura que es posible representar el máximo común divisor de a y b 


como combinación lineal de a y b, si bien dicha representación no es única. 


Teorema 18.24 (Identidad de BÉZOUT) 


Dados a y b con med(a, b) = dl, existen enteros s y t tales que as + bt = d;los enteros s y t, 


que no son únicos, se conocen como coeficientes de BEZOUT para a y b. 


Teorema 18.25 


Dados dos números enteros a y b, existen infinitos coeficientes de BÉZOUT para ellos. 


Demostración. En efecto, dados unos coeficientes de BÉZOUT determinados s, y to, esto es, si 


(so, t,) es una solución de as + bt = d con d = mecd(a, b), entonces a(s — so) + b(t— t,) = Oy 


así, la solución general es (s, t) = (so + bp, t, — ap), con p E Z. 


Teorema 18.26 


Sia, b € Z, entonces el conjunto de múltiplos del mcd(a, b)es [ka + hb: k,h € Z). 


$ 18.3.2 Propiedades del mcd como operación 


Teorema 18.27 
Va,b,c € Z, se satisface: 
o. mcd(a,b) =mcd(b, a), (conmutativa) 


1. mcd(a,mcd(b,c)) = med (med (a, b), c); (asociativa) 


por lo tanto, (N; mcd) y (Z; med) son semigrupos abelianos. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


855 18. Teoría de números 


Teorema 18.28 
Va,b,c,deZ: 
laa al 
mcd(a, o) = med(o, a) = lal, 


mcd(ca, cb) = |c| med(a, b), 


3 
4 
5. simcd(a,b)= d, entonces mcd(a/d, b/d) = 1; (coprimidad) 
6 


med (o 11 meda): (absorción) 


Teorema 18.29 

Va E Ñ, se satisface: 

de == (idempotencia) 
sl = alo, == ae (elemento neutro) 
por lo tanto, (N; med) es un monoide abeliano idempotente, ya que sabemos que (N; mcd) es se- 
migrupo abeliano. 


Teorema 18.30 

Va,b,c € Z, se satisface: 

9. siceEN,c-med(a, b) =med(ca, cb) ymed(a, b) - c = med(ac, bc); (distributiva de 
- respecto de mcd) 

por lo tanto, (N; mcd, -) es un semianillo abeliano aditivamente idempotente, ya que sabemos que 

(N; mcd) es monoide abeliano idempotente y (N; -) es semigrupo abeliano. 


Observación 18.3.4.— Un anillo es un semianillo en el que todo elemento tiene simétrico aditivo; 
en el caso de (N; mcd, -), la operación aditiva es mcd y, entonces, para ser anillo debería ocurrir que 


para todo natural a, existiera un natural a tal que mcd(a”, a) = med(a, a”) = o, cosa que no sucede. 


Teorema 18.31 (Primos y mcd) 

Si p es primo, entonces: 

o. sip|n,mcd(p,n)=p,ysip+n,mcd(p, n) = 1; 
1. sip|mn,entoncesp|mopl|n; 


2. sip|(non,:-- nx), entonces p divide al menos a uno de los factores n; (en particular, si 


todos los n; son primos, entonces p = n; para algún índice i). 
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Ejemplo 453 


¿Cuáles son los enteros positivos n, menores que 333, tales que mcd(n, 396) = 33? 


Cfr. [204]: ejercicio 4.1.2 (p. 33). 


Resolución. Observemos que 396 = 33 - 12. Tenemos que ingeniárnoslas para descubrir 
un método para hallar todos los números que nos piden. Un método, una estrategia, un algo- 
ritmo, imaginémonos que fuesen números enormes, necesitaríamos la ayuda de la máquina y 
habría que implementarlo. Pensemos en 396 = 33 - 12, esa descomposición en factores puede 
ser un camino; pensemos también que es cierto que si n = 33p y mcd(12, p) = 1, entonces 
med(n, 396) = 33. 


¿Por qué mcd(12, p) = 1 (p coprimo con 12)? Esto forma parte de la estrategia que he- 
mos diseñado. Porque mcd(12, p) = 1 (p coprimo con 12) unido a n = 33p, obliga a que sea 
cierto mcd(n, 396) = 33 —por la propiedad mcd(ca, cb) = |c| - mecd(a, b), en este caso, de 
mcd(12, p) = 1se sigue mcd(33 - 12, 33p) = 33—, que es lo que viene impuesto que tienen que 
satisfacer los n que buscamos (aparte de tener que ser menores que 333). Además, la elección 
mcd(12, p) = 1(p coprimo con 12) y n = 33p es apropiada para que no aumente el máximo 


común divisor ya que 396 = 33-2-2-3. 


Esto nos proporciona un procedimiento para descubrir los valores pedidos: dar valores a 
p con la condición de que son coprimos con 12 y ver qué resultados nos salen en n = 33p que 


sean menores que 333. 


Entonces, como los coprimos con 12 son 1, 5,7, 11, ...., calculamos los valores correspon- 
dientes de n = 33p: 


= (Om033-:1= 33< 333, 33 es un resultado válido; 

=  (omo033-5= 165 < 333,165 es un resultado válido; 

=  (Om033:7= 231 < 333, 231 es un resultado válido; 

= C(OmoO33-11= 363 > 333, 363 no es un resultado válido (y para p > 11, tampoco); 
por lo tanto, los n pedidos son: 33, 165 y 231. 


Como vemos, todo ha consistido en una reducción a unú número finito y manejable de 


posibilidades, abordable por una demostración por casos, como hemos hecho. 


Solución.— Los enteros positivos menores que 333, tales que mcd(n, 396) = 33, son 33, 165 
y 231. 
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Actividad 18.4 


Demostremos que y/2 no es un número racional. 


$ 18.3.3 Mutuamente primos y mutuamente coprimos 


Definición 18.9 (máximo común divisor de más de dos números).— mecd(a,b, c) = 
med(a, med(b, c)) e inductivamente, d = med(a,, a,,..., ax) = med(a,, med(a,,..., ax)), 
siendo cierto que d divide a cada a;, que todo divisor común de los a; divide a d y que dl es combina- 


ción lineal de los a,. 


Definición 18.10.— Decimos que los números 0,, (,,..., 04 SON primos entre sí (o sinónimamente, 
mutuamente primos), si, y sólo si, mcd(a.,, 0,,..., 04) =1. 
Definición 18.11.— Decimos que los números 0., 0,, ..., A SON primos dos a dos (o sinónimamente, 


mutuamente coprimos) si, y sólo si, mcd(a;, aj) =1, Vi, j € Nery coni A j. 


Observación 18.3.5.— Si k = 1ambas definiciones coinciden y diremos que a, y a, son coprimos, 


primos relativos o primos entre sí. 


Observación 18.3.6.— Sido, 01,..., ag SON primos dos a dos, entonces son primos entre sí; el recí- 


proco no es cierto, por ejemplo, 2, 3 y 4 son primos entre sí, pero no son primos dos a dos. 


Observación 18.3.7.— Es sencillo obtener coprimos a partir de dos números; recordemos 
la propiedad de coprimidad estudiada: a/mecd(a,b) y b/mecd(a, b) son coprimos, esto es, 
med (a/med(a, b), b/mecd(a, b)) = 1. 


Teorema 18.32 


Siendo ab + o, a, b € Z son coprimos si, y sólo si, existen k, h € Z tales que ka + hb = 1. 


Teorema 18.33 (Lema de Euclides) 


Sinlabymecd(n, a) = 1entonces n | b, esto es, si un número entero divide al producto de dos 


números enteros y es coprimo con uno, entonces divide al otro. 


Teorema 18.34 


Dos números enteros positivos consecutivos cualesquiera son coprimos. 
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$ 18.3.4 Cálculo del mcd, I 


Existen varias maneras de calcular el máximo común divisor. Estudiaremos algunas en esta sec- 


ción y en la siguiente. 


Teorema 18.35 (Obtención del mcd(a, b), !) 


Se hallan los conjuntos de divisores positivos de a y de b, se calcula el conjunto intersección de 


ellos y entonces, el mcd(a, b) es el máximo entre los elementos de este último conjunto: 


o.” se hallan D(a) y D(b); 
1.2 sedetermina D(a) N D(b), y 
2.2 mcd(a, b) = máx(D(a) N D(b)). 


Ejemplo 454 


Demostremos que el máximo común divisor de 315 y 135 es 45. 


Resolución. 
D(315) = [1,3,5,7, 9,15, 21, 35, 45, 63,105, 315), 
D(135) = ([1,3,5,9,15,27, 45,135), 
D(G1s5) N D(135) = ([1,3,5,9,15, 45), 
mcd(315, 135) = máx(D(315) N D(135)) = 45. 


Teorema 18.36 (Obtención del mcd(a, b), 11) 
Dadas las descomposiciones en factores primos de los enteros positivos a y b, su máximo co- 


mún divisores el producto delos factores primos comunes, tomados en cada caso con el menor 


[oe [o,e) [oe 
exponente; esto es,si a = [] py b = [] p?,con a,, b; > o, entonces mcd(a, b) = |] p 
ií=0 


í=0 i=o 
con c; = mínf[a;, b;). 


Ejemplo 455 


Demostremos que el máximo común divisor de 315 y 135 es 45. 


Resolución. 


35 =3 -5:7(=2 3-5 7-10...) 


Bi=3 lS2 37 Ns, 
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mcd(315, 135) ES 3mín(2,3) ] gmánt1.1) = 3 E=AR, 


Ejemplo 456 


Supongamos que el número de divisores positivos de n € Z* es 24 y que el máximo 
común divisor de todos los números que son posibles valores de n es 30. Hallemos todos 
estos números que son posibles valores de n. 


[AIC 10.4.2019:7]. 


Resolución. Como el máximo común divisor de todos los números posibles valores de n 
es 30y30 = 2.-3-5, se tiene que todos los posibles n tienen en común el producto 2%345Ym, con 
a, B, y > 1.Como por hipótesis, (a+1)(B+1)(y+1)k = 24 y, por otro lado, 24 =2?-3 =2-3-4 
y, por otro, ar, £, y > 1, se tiene, necesariamente, que k = 1y (a, B, y) esigual a (1,2,3)0a 
cualquier permutación de (1, 2, 3), y por lo tanto, los números posibles valores de n son los seis 
siguientes:2 -3*-53,2-32-5?%,22.3-5%,22.3%-5,23-3-52y2%-3?-5. 


$ 18.3.5 Cálculo del mcd, II: el algoritmo de Euclides 


El algoritmo de EUCLIDES (300 a. C., Elementos, Libro VII) se basa en la siguiente definición y 


teorema. 


Definición 18.12 (Redefinición de | en términos del mcd).— al b si, y sólo si, mcd(a, b) = Jal. 


Teorema 18.37 (Reducción de EUCLIDES) 


Va € Z,Vb€Z*,sia > bysiajbysibfaysia = bq +r,cono < r < |b|, entonces 


med(a, b) = med(b, r), reduciéndose así el problema inicial a uno de menor complejidad, al 


menos en cuanto a la magnitud de los números implicados. 


El siguiente teorema nos muestra ya el algoritmo. 
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Teorema 18.38 (Algoritmo de EUCLIDES —obtención del med, III —) 
Siendo a,b € Z*ya > b, 
se divide a entre b, a = bqo + ro,cono < r, < b, entonces, 
suo =0mcd 0D SD ELN: 
Se o media Ac DS 
se divide b entre r,, a = bq, + r;,, cono < r, < r,, entonces, 
sn = 0 medio = To ElN; 
Sia 9 medio mc 
se divide r, entre r;,,... 


obteniéndose así una secuencia estrictamente decreciente de restos 


A AS 


mecd(a, b) = mcd(b, ro) 


medita) 


medi) 


Observación 18.3.8 (Implementación del algoritmo de EUCLIDES). — Dados a,bE€ Z*t ya > b: 


ro == 


rn Fab 


Figa A Fica — Qin OS Fig < Fi 


que finaliza cuando se alcance un resto nulo r+, = o, siendo entonces mcd(a, b) = rz (el último 


resto no nulo). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


861 18. Teoría de números 


Actividad 18.5 
Como la secuencia de restos es monótona decreciente y está acotada inferiormente por cero, es 


una secuencia finita. Pero, ¿por qué se alcanza necesariamente un resto nulo? 


Ejemplo 457 


Demostremos que el máximo común divisor de 4947 y 1455 es 291 y calculemos los 


coeficientes de Bézout s y t asociados a 4947 y 1455, respectivamente. 


Resolución. 


Cálculo del máximo común divisor. 


En efecto, la ejecución de la implementación del algoritmo de EUCLIDES es 


de= M=2-=2 


a =4947 | b=1455 582 291 


y =582 5r,=29 r5r,=0 
siendo fy > F, > Fyy1 = 0, luego 


mcd(4947, 1455) = mcd(4947, 582) = mecd(582, 291) = 291. 


Cálculo de los coeficientes de BEZOUT. 


Por una parte, el desarrollo del cálculo del mcd(4947, 1455) es 


4947 = 3 : 1455 + 582, 
1455 = 2: 582 + 291, 
582 = 2: 291 +0; 


por otra, recorriendo hacia atrás el cálculo anterior a partir del valor hallado para 
med(4947, 1455), 


291 = 1455 — 2 : 582, 
= 1455 — 2(4947 — 3 - 1455), 
= 7: 1455 + (-2) - 4947, 
= (-2) - 4947 +7: 1455, 
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en otras palabras, 


(s, t) 


(2,7). 


Actividad 18.6 

Pensemos en la ejecución del algoritmo de EUCLIDES para calcular el mcd(a, b) con a > b. 

Demostremos que: 

o.  elproducto de los números iniciales a y b que intervienen en la reducción de EUCLIDES es 
mayor o igual que 1; 

1.  enlareducción de EUCLIDES, el producto del par de números final (b, r) es menor que la 
mitad del producto del par de números inicial (a, b), esto es, br < ab/2, esto es, en cada 
iteración del algoritmo de EUCLIDES, el producto del divisor por el resto es menor que la 
mitad del producto del dividendo por el divisor de la iteración anterior; 

2. el producto del dividendo por el divisor correspondientes a la iteración i del algoritmo de 
EUCLIDES es menor que ab/2!; 


3. el número k de pasos del algoritmo de EUCLIDES es menor o igual que log, a + log, b. 


[SEP 12.5.2022:5]. 


$ 18.3.6 Algoritmo de Euclides extendido (AEE) 


El algoritmo de EUCLIDES extendido calcula el máximo común divisor de dos números y los co- 
eficientes de BEZOUT asociados. 


Su implementación es la siguiente. 


Dados a, b € Z* y a > b, calcula el med(a, b) y los coeficientes de BÉZOUT s y t: 


Fo 24 n =b 
So A1 Si H0 
t. 20 th 1 
Figa O Pia — Qiari OS Fiyi < Fi 


Sigp1 A Sia — Qi+1Si 


tig E ti — Quart; 
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que finaliza cuando se alcance un resto nulo, digamos que r;,, es O, siendo entonces: 0.”, med(a, b) 
el último resto no nulo, es decir, mcd(a, b) es rx;1.%, sessx,y2.", tes t¿;en definitiva, mcd(a, b) es 


r; y también es as, + bt;. 


Observación 18.3.9.— El algoritmo de EUCLIDES extendido siempre genera uno de los pares mi- 
nimales de coeficientes de BÉZOUT en el sentido de que satisfagan |s| < |b/med(a, b)| y |[t] < 
la/ med(a, b)|; esto es, hay infinitos coeficientes de BÉZOUT y AEE calcula los que satisfacen esa con- 
dición de minimalidad (ser menores o iguales que esos cocientes) independientemente del signo; 
de hecho, AEE también permite calcular esos cocientes: si r;4, = 0, entonces sx+, = b/med(a, b) 


Y tk = a/medí(a, b). 
Ejemplo 458 


Demostremos que el máximo común divisor de 4947 y 1455 es 291. 


Resolución. Sigamos lo que dice el algoritmo de EUCLIDES extendido. Los pasos i = 0 € 


í = 1son de inicialización de variables: r. = 4947, So =1, to =0,1, =1455,5,=0,t,=1,... 


[ dia Fi Si t; 
o 4947 1 o) 
1 1455 O 1 
4947 — 3 - 1455 = 582, 
2 | 4947 div1455 =3 | (= 4947 mód 1455) 1-3-0=1 0-3:1= 3 


1455 — 2. - 582 = 291 
3 | 1455 div 582 = 2 (= 1455 mód 582) 0-2:1=-—2 1-2:-(-3)=7 
582 —2-291=0 
4 | 582 div 291 = 2 (= 582 mód 291) 1-2-(-2)=5 | (-3)-2:7=-17 


Recordemos la notación que usamos: si a = bq + r, entonces a div b = q y a mód b = 
r. Así, como r, = O, r, = 291 es el mcd(4947, 1455) y s; = —2 y t, = 7son los coeficientes de 
BÉZOUT asociados a 4947 y a 1455, respectivamente, esto es, 291 = (—2)-4947+7-1455. Además, 
Is, =b/med(a, b)y|t,] = a/medí(a, b), estoes, |s,] =5 = 1455/291y |t,| =17 = 4947/291. 
y |t,| son los valores de |b/med(a, b)| y |a/med(a, b)|, respectivamente. 


Los números |s, 
Esto es lo que dijimos anteriormente, que |s,| < |s,¿| y que |t,] < |£,| (se darían las igualdades 


si a fuese múltiplo de b —estamos suponiendo a > b—). 


$ 18.3.7 Mínimo común múltiplo 


Definición 18.13.— Llamamos múltiplo común de a y b a cualquier número que sea múltiplo de a y 
de b. 
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Teorema 18.39 (de existencia y unicidad del mínimo común múltiplo) 
Dados dos números a y b, existe un número m, y sólo uno, que satisface: 
0.2 m > 0(mes no negativo); 


1.2 a|myb|m (mes un múltiplo común de a y de b), y 


2.2 sia|m'yb|m', entonces m|m') (todo múltiplo común de a y de b es múltiplo de m); 
el único m en esas condiciones se denomina mínimo común múltiplo de a y b y se designa por 
mem(a, b), aMb o simplemente [a, b]. 


En realidad, también podríamos usar la notación /a, bl, o bien /a, bs. Ésta está inspirada 
en KÚSTER [203]. 


Observación 18.3.10.— mcm(a,b) = o si, y sólo si, a = oy b = 0; en cualquier otro caso, 
mem(a, b) > 1. 


Observación 18.3.11.— Notemos que si mem(a, b) = m también lo es —m, cuestión que obvia- 
mos quedándonos, por definición, siempre con el de valor no negativo, esto es, mem(a, b) = 
mcm(—a, b) = mem(a, —b) = mem(—a, —b) = mem(|al, |b|); en realidad, el mem se define en un do- 
minio de integridad y en ese ámbito decimos que a y b son elementos asociados —o simplemente 
asociados— si, y sólo si, a|b y b| a, pudiendo obtenerse resultados de «unicidad (salvo asociados)»); 
de todo ello, que en textos aparezca la condición 1.? como esencial y las otras se sustituyan por la 
exigencia de que el mem(a, b) es, de los múltiplos comunes, el menor en valor absoluto, resumién- 


dose la 0? y 2?, por ejemplo, en que si a| m' y b| m”, entonces m < m”. 


Teorema 18.40 (de redefinición de | en términos del mem) 


Va, b,c € Z:alb si, y sólo si, mem(a, b) =|bl. 


$ 18.3.8 Propiedades del mem como operación 


Teorema 18.41 

Va,b,c € Z, se satisface: 

o. mecm(a,b) =mem(b, a), (conmutativa) 
1. mcm(a, mem (b,c)) = mem (mem (a, b),c); (asociativa) 


por lo tanto, (N; mcm) y (Z; mcm) son semigrupos abelianos. 
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Teorema 18.42 
Va,b,cdeZz: 
2. mecm(a, a) =]al 


mena meme al: 


3 ( 
4. mem(ca, cb) =|c|mem(a, b), 
5 ( 


meno mun (o 0 0 (absorción) 


Teorema 18.43 

Va E ÑN, se satisface: 

6. mem(a,0 =0, (idempotencia) 
a a: (elemento neutro) 
por lo tanto, (N; mcm) es un monoide abeliano idempotente, ya que sabemos que (N; mcm) es 
semigrupo abeliano. 


Teorema 18.44 

Va,b,c € Z, se satisface: 

8. siceN,c-memí(a, b) =mem(ca, cb) y mem(a, b) - c = mem(ac, bc); (distributiva 
de - respecto de mcm) 

por lo tanto, (N; mem, -) es un semianillo abeliano aditivamente idempotente, ya que sabemos que 


(N; mem) es monoide abeliano idempotente y (N; -) es semigrupo abeliano. 


$ 18.3.9 Cálculo del mcm 


Definición 18.14 (mínimo común múltiplo de más de dos números).— mecm(a,b,c) = 
mecm(a, med(b, c)) e inductivamente, m = mcm(a, 0,,..., 044) = mem(ay mem(a,,..., ax), 


siendo cierto que m es múltiplo de cada a; y que m divide a cualquier múltiplo común de los a. 


Teorema 18.45 (coprimos y mem) 


Si mcd(a, b) = 1, entonces mem(a, b) = ab. 


Teorema 18.46 (Obtención del mem(a, b), 1) 
Un primer algoritmo de cálculo del mcm es el siguiente. 
o.” Hallamos M(a) y M(b) y 


1.2 determinamos M(a) MN M(b), entonces 
2.2 mem(a, b) = mín(M(a) N M(b)). 
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Teorema 18.47 (Obtención del mem(a, b), 11) 


Un segundo algoritmo de cálculo del mcm es el siguiente: dadas las descomposiciones en fac- 


tores primos de a y b, mem(a, b) es el producto de todos los factores primos tomando los 


comunes con el mayor exponente; esto es, 


so=les Ple ,con a;, b; > 0, entonces mcd(a, b) =P le: ds 


i=0 i=0 


Teorema 18.48 (Obtención del mcm(a, b), 111) 
Un tercer algoritmo de cálculo del mem surge del hecho de que (Va,b € Z) (mcd(a, b) - 


mem(a, b) = la - b|), en concreto: 


la -bl/med(a,b) siafoAbEo 


o) a =0V y) =0. 


mem(a, b) = 


$ 18.3.10 Propiedades conjuntas del mcd y mcm como operaciones 


Teorema 18.49 (Propiedades conjuntas del mcd y mem como operaciones) 
MODA: 
mcd(a, mem(a, b)) = mem(a, med(a, b)) = la), (absorción) 
sia E N, entonces mcd(a, mem(a, b)) = mem(a, med(a, b)) = a, (absorción) 
mecd(a, mem(b, c)) = mem(med(a, b), med(a, c)), (distributiva 
del mcd en el mem) 
mecm(a, med(b, c)) = med(mem(a, b), mem(a, c)), (distributiva 
del mem en el mcd) 


med(a, b) = mcd(a + b, memía, b)), 


(Z,*; med, mem, o, 1) es un retículo distributivo y acotado. 


Observación 18.3.12.— Como no es cierto que para todo a € Z*, exista a? € Z* tal que 
med(a, a”) = 1 y mem(a, a”) = o, entonces (Z +; med, mem, 0,1) no es un retículo complementado 
y por tanto no es un álgebra de BooLe (ya que ésta es un retículo distributivo y complementado 
—y, por tanto, acotado—). Notemos, por ejemplo, la analogía con el álgebra de BOOLE lat UNA, XO, 
donde sí se da la existencia, para todo A de 2%, de Al € 22 tal queAu Al=X yAn Al =0. 
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$ 18.4 Funciones aritméticas 


Definición 18.15.— Llamamos función aritmética a cualquier función real o compleja definida en Z?. 


Definición 18.16.— Llamamos función multiplicativa a toda función aritmética f distinta de la fun- 
ción cero y tal que Vm, n € Z*, si med(m, n) = 1, entonces f(mn) = f(m) - f(n). 


Definición 18.17.— Llamamos función completamente multiplicativa a toda función multiplicativa tal 
que (Vm, n € Z*)(fF(mn) =f(m) -f(m). 


Definición 18.18.— Definimos la multiplicación de DIRICHLET de dos funciones aritméticas f y y co- 


mo 


(Fxg)(n) = > fla)g(b). 


a-b=n 
a,b>o 


Teorema 18.50 (Propiedades de estructura de la multiplicación de DIRICHLET) 

El conjunto de las funciones aritméticas f tales que f(1) + o con la operación producto de 

DIRICHLET tiene estructura de grupo abeliano, esto es, Vf, g, h funciones aritméticas: 
a le (conmutativa) 
el (asociativa) 
Ixf =f x | = f, siendo lla función identidad, completamente multiplicativa, definida 
PA OS (neutro) 
si festal que f(1) + o, entonces existe f—* (inversa de DIRICHLET) tal quef*x*f = fxf* = 
/, concretamente definida por 


sin=1 


MA so (simétrico) 


Teorema 18.51 (Propiedades multiplicativas de la multiplicación de DIRICHLET) 

Vf, g, h funciones aritméticas: 

o. sifygsonmultiplicativas, entonces f * g es multiplicativa; 

1.  sifes multiplicativa, también lo es f”*, su inversa de DIRICHLET; 
(por tanto, el conjunto de las funciones multiplicativas es un subgrupo del grupo abeliano 
de las funciones aritméticas f tales que f(1) + O). 
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$ 18.4.0 Función de MOBIUS 


Definición 18.19.— La función de MÓBTUS, i(n), está definida por 


pi) =1 
ys = pls ps pi, por 
(—D* si 1 Í 
e ds ==> =p =L 
o) en otro caso. 


Observación 18.4.0.—  p(n) =0si, y sólo si, n tiene un divisor cuadrado mayor que 1. 


Teorema 18.52 


ii sim =1, 


y n= 


deD(n) OSM > E 


Teorema 18.53 


pes multiplicativa pero no completamente multiplicativa. 


$ 18.4.1 Función indicatriz de EULER 


Definición 18.20.—  Elvalor de la función indicatriz de EULER, p(n), para todo n € Z*, es el número 
de enteros positivos menores que n que son primos con n, es decir, designando por t(n) al conjunto 
[k€Z*,1<k<mn, mcd(k, n) = 1), entonces p(n) = |t(n)|; convenimos en que p(1) = 1. 


Ejemplo 459 


Calculemos los valores de p para los primeros diez números enteros positivos. 


Resolución. Calculémoslos por definición de y, por ejemplo, menores que 4 y primos con 


4 sólo hay dos, el 1 y el 3, por eso, p(4) = 2. Éstos son: 


p(1) = 1 (por convenio), 
p(2) =|(1)] =1, 

p(3) = |d1,2)] =2, 
p(4) = 111,31] =2, 
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p(s) =|[1,2,3,4)| =4, 
p(6) = |([1,4).] =2, 

ar =1(2345)|=6 
p(8)=(1:3.5,7H =4, 
p(9) =|(1,2,4,5,7,8)] =6, 
opio =(1,3,7,9)[=2. 


Observación 18.4.1.— En inglés, p(n) es la EULER totient function y cada k € t(n) es un totative 


(o sinónimamente, totitive) de n. Por ejemplo, 1, 3, 5, y 7 son los totatives de 8. 


Teorema 18.54 (Primeras propiedades de q) 
Vp € Z*, p primo, 
o. pp =p=L 


1. 


Teorema 18.55 (pes una función multiplicativa) 


Vp € Z*, p primo, 


o. Vm,n€Z*,simcd(m,n) =1, entonces p(mn) = p(m) - p(n); 


LIA A e se md. lo entonces plo 
p(no)p(m)--- p(nx). 


Teorema 18.56 (p(n) y la descomposición en factores primos de n) 


Para todo entero positivo n, 


p primo 


Demostración. Sean = p£ - p£* -...- py; en la siguiente cadena de igualdades apreciamos 


diversas expresiones (en realidad, algoritmos de cálculo) que nos permitirán hallar p(n): 


p(n) =p (pop; --- pi) 
=p) p (pr) pl(pj) 


A9—1 


=p (pp? lp.) =P (pr—1) 
A%%—1,. 04 aKk—1 


=p pr po (po =D) (p.=1)===(pe=1) 
IS 
Po Po P; Pi Px Pr 
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Ejemplo 460 


Calculemos p(60) y p(318). 


Resolución. Veamos: 


=  deser6o= 2? -3-5,se sigue que p(60) = 60 - (1—1/2) - (1— 1/3) - (1— 1/5) = 16, y 


=  Ccomo318=2-3-53, p(318) = 318 - (1— 1/2) - (1— 1/3) - (1— 1/53) = 104. 


Teorema 18.57 (q no es completamente multiplicativa) 


(Vvm, n € Z*)|(mcd(m, n) = d => p(mn) = p(m)p(n)d/p(d)). 


Teorema 18.58 (Otras propiedades de q) 
Se satisface: 
o. (WdneZ*)l(d|n= p(d)|p(n)); 
(Vn € Z*) (sin > 3, entonces p(n) es par); 


2. (WwneZt) f = y ea) 


deD(n) 


Teorema 18.59 (Relación entre y y q) 


(Vr e Z*) | p(n) = yl u(a)5 


deD(n) 


Ejemplo 461 


Utilicemos el teorema 18.58.0 (p. 870 de esta edición) para calcular p(60). 


Resolución. 


p(60) = p(2* 3-5) 
= p(22) - p(3) - p(s) 
=> iS 1) 


=2.3.5%.1.2-4 
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= 16 


Ejemplo 462 


Utilicemos el teorema 18.54.0 (p. 869 de esta edición) y el teorema 18.58.2 (p. 870 de 


esta edición) para calcular p(318). 


Resolución. Basémonos en los valores de y para todas las partes alícuotas de 318. Usemos 
el teorema 18.58.2 (p. 870 de esta edición). El rango del sumatorio indica recorrer todos los 
divisores positivos de 318, esto es, el conjunto D(318) = (1, 2, 3, 6, 53,106, 159, 318). 


Entonces, por el teorema 18.58.2 (p. 870 de esta edición), 

318 = p(1) + p(2) + p(3) + p(6) + p(s3) + p(106) + p(159) + p(318) 
por lo que es posible calcular p(318) así: 

p(318) = 318 — p(1) — p(2) — p(3) — p(6) — p(53) — p(106) — p(159) 


Calculemos ahora todo lo que nos hace falta, p(53), p(106) y p(159). 


Por el teorema 18.54.0 (p. 869 de esta edición), como 53 es un número primo, p(53) = 
53—1 = 52 —otra forma de calcularlo podría ser usar el teorema 18.58.2 (p.870 de esta edición): 
como D(53) = [1,53], entonces 53 = p(1) + p(53), y así, 


p(53) = 53 — p(1) 
=53-1 
p(53) =53— Q(1) = 53—1= 52. 
Continuemos; nos quedan p(106) y p(159). 
Como D(106) = [1, 2, 53,106), entonces, por el teorema 18.58.2 (p. 870 de esta edición), 
p(106) = 106 — p(1) — p(2) — p(53) 
= 106 —1-—1-— 52 
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y como D(159) = [1, 3, 53, 159), entonces, por el teorema 18.58.2 (p. 870 de esta edición): 


p(159) = 159 — p(1) — p(3) — p(53) 
= 159 -—1-2-— 52 


= 104 


por tanto, 


p(318) = 318 — p(1) — p(2) — p(3) — p(6) — p(53) — p(106) — p(159) 
= 318 -1-1-2-—2-—52-—52-— 104 


= 104 


Algoritmos para calcular p(n) 

Como hemos visto, las propiedades proporcionan algoritmos de cálculo de 
p(m). Si tuviésemos tiempo e inquietud, no estaría de más que investigásemos acer- 
ca de los diferentes algoritmos para calcular p(n). 


$ 18.4.2 Funciones divisor 


Definición 18.21.— La función divisor 0,(n) está definida, Vn € Z*, por 
da) = y de, 
deD(n) 


esto es, 0 (n) es la suma de las potencias de exponentes a de los divisores positivos de n, siendo a 
un número real o complejo. 


Por ejemplo: 


= (/(n)eselnúmero de divisores positivos de n; esta función también suele designarse por d(n), 
v(n) o T(n);es conocida como la función número de divisores; 


=  (,(n)esla suma de los divisores positivos de n; es conocida como la función suma de divisores y, 
frecuentemente, se omite el subíndice, esto es, 0,(n) suele notarse simplemente por d(n); 


= 0,(n)esla suma de los cuadrados de los divisores positivos de n; 
=  (,(n)esla suma de los cubos de los divisores positivos de n, 


y así sucesivamente. 
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Teorema 18.60 (Propiedades de las funciones divisor) 
Se satisface: 


O. las funciones divisor son multiplicativas; 


(WeZ*) [0¿(n)= Y duda (2) |. (inversa de DIRICHLET) 
deD(n) 


Definición 18.22.— La función suma alícuota s(n) es la suma de las partes alícuotas de n. Suele de- 


signarse también por 0'(n). 
Ejemplo 463 


Calculemos 0.(12), 0(12) y s(12). 


Resolución. Como D(12) = ([1,2,3,4,6,12), entonces 0,(12) = |D(12)] = 6, 0(12) = 
142+3+4+6+12= 28 y s(12) = 0(12) — 12 = 16. 


$ 18.5 Congruencias en el anillo de los enteros 


Definición 18.23 (GAUSS, 1801).— Decimos que a es congruente con b módulo m y notamos a = b 


(mód m), precisamente si dados a, b € Zy m E Z*, sucede que 
a mód m = b mód m, 


esto es, al hacer sus divisiones enteras por m, sus restos (o sinónimamente, residuos) son iguales. Lla- 
mamos módulo de la congruencia a m. Si m+(a — b) escribimos a $ b (mód m) y decimos que a y 
b son incongruentes módulo m. 


Teorema 18.61 


Dadosa,beZymeZ*, 


a = b (mód m) si, y sólo si m|(a — b). 


Teorema 18.62 


Dadosa,beZymeZ*, 


a =b (mód m) si, y sólosi (a — b) =0 (mód m). 
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Teorema 18.63 (Propiedades de las congruencias como relación diádica) 
Va,b,cEZ,WmEZ*: 


= a (mód m), (reflexiva en Z) 


= b (mód m) > b = a (mód m), (simétrica en Z) 


a=b (mód m)Ab=cC (mód m) > a = C (mód m), (transitiva en Z). 


De acuerdo con este teorema, = (mód m) es una relación diádica de equivalencia en Z. 


En general, el conjunto cociente, Z/ (mod my, Usualmente notado Z/ yz y abreviadamente Z,, es 
Zim =10,1,...,m=1), 
cuyos elementos son las clases de equivalencia —clases de residuos (o restos) módulo m—-: 


o = [o]. =([n € Z:n=0 (mód m)) 


m—-1=[m-—1, =([(n €Z:n=m-—1 (mód m)). 
Ejemplo 464 


Imaginemos un reloj diciendo la hora y que diga «Son 100 horas pasadas las 00 : 
00». ¿Qué hora es? 
Resolución. Ésta es la ecuación a resolver: 
t mód 24 = 100 mód 24 (18.0) 


cono < t < 24, esto es, t mód 24 = 4, por tanto, t = 4, así que son las 4 horas. 


Observemos que este reloj tiene 24 horas, desde la cero hasta la 23. Observemos también 
que: 


=  lahoracero es la misma que la hora ..., —96,—72, —48, —24, 24, 48, 72,96,... 
=  lahoraunoes la misma que la hora ..., —95, —71, —47, —23,25, 49,73, 97, ... 


=  lahora4es la misma que la hora ..., —92,—68, —44, —20, 28, 52, 76,100, ... 


=  lahora23esla misma que la hora ..., —97, —73, —49, —25, —1, 47, 71,95, ... 
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La siguiente es una representación de este reloj. 


En este ejemplo, el conjunto cociente es Z,, = ([[o)], [1],..., [23]). En la representación 
anterior están todas estas clases de equivalencia y 5 de sus elementos positivos, por ejemplo, 
[dl = d+ 4,28, 52,76, 100).<=-) 


Observación 18.5.0.— El número entero x mód mm (el resto de la división euclidea, entre o y |m| —1, 
ambos inclusive) se conoce como la representación positiva de x módulo m. En realidad, para x, es 


el menor entero positivo en la clase [x],,.. 


Suele hablarse también de la representación positiva de Z,,. Es la que conocemos, por ejem- 


plo, Z, = [0,1,2,3,4,5, 6). 
También se trabaja con la representación simétrica de x módulo m, que es el número ente- 


ro de la clase [x],, con menor valor absoluto, que notamos x móds m, hablándose también de la 


representación simétrica de Z y. Por ejemplo, Z, = [—3,—2,-—1,0,1,2, 3). 


En general, esta representación simétrica de Z,y es [—|(m-—1)/2],...,|m/2]), si bien 
se toma el representante positivo con valor n/2 cuando n es par. Por ejemplo, Ziy = 


[-4, 3, 2,-1,0,1,2,3,4, 5). 


Actividad 18.7 


Son las 17 horas, quedamos dentro de 82 horas, ¿cuándo es esto? 
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Ejemplo 465 


Debemos elegir entre cinco objetos a, b, c, d y e, y decidimos hacerlo poniendo los 
objetos en una fila, nuamerándolos de 1a 5 y contando hasta un número grande. Comen- 
zando a contar, 1, 2, 3, 4, 5 y así, llegado el último, seguir en el penúltimo que sería 6 y 


hacia atrás, hasta el primero que sería 9, etc., de esta forma: 


a b c d e 


9.8.7 6 5 y 
L 9 10 1 12 13 
17 16 15 14 13 6¿ 


(18.1) 


L 17 18 19 20 21 


entonces, si hemos decidido parar cuando lleguemos a 1234, ¿en qué objeto acaba la cuen- 


ta? 


Resolución. Si queremos resolver esta cuestión usando un modelo de reloj de n horas, 
¿cuántas horas tendría el reloj? ¿Usamos módulo 5? Para 15 (en vez de 1234) no sirve el módulo 
5. 


Pensemos en las clases de restos, Z,, = [[o), [1], ...., [m—1]),entonces [m] = [o], [m+-1] = 
[1], y así sucesivamente. Buscamos la primera coincidencia de [1] con otra clase. Resulta que la 
primera coincidencia de [1] con otra clase es con la clase [9]. De aquí que el módulo sea 8. 


Se trata de un reloj de 8 horas. Puede que nos confunda el hecho de haber empezado la 
cuenta en 1 en vez de en O pero quedémonos con que la primera coincidencia con [1] la tiene [9] 
por lo que el módulo es 8. En definitiva, es un reloj de 8 horas y, entonces, 1234 mód 8 = 2, así 


que nuestras amistades elegirán el tercer regalo. 


Puede que se vea mejor analizando las columnas que reflejan la manera de contar. Obser- 
vemos que, en realidad, en las columnas de la matriz 18.1 están los restos implícitos, p. ej., en 
la primera, 1, 9 y 17 todos dan resto 1 al dividir entre 8, en la segunda identificamos dos tipos, 


los que dan resto 2 y los que dan resto O, y así sucesivamente 

= columnar,es [1](s, = (1,9,17,...), 

=  columnar, es [2](s, U [o](s, = [2,10,18,...) U [8,16,24,...), 
= columna r;es [3]s, U [7](s, = (3,11,19,...)U([7,15,23,...), 


= columna r, es [4](s, U [6](s, = (4,12,20,...)U([6,14,22,...), 


= columna r;es [5|(s, = [5,13,21,...]. 
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Teorema 18.64 (Propiedades generales, l) 
Va,b,c,d,k,reZ,Vd,m,ne Z*: 
a =b (mód 1); 
si D mód d =ryo< r<|d|, entonces D = r (mód d); 
siendo a = b (mód m), si d|m, entonces a = b (mód d); 
sia =b (mód m) y c = d (mód m), entonces: 
a+c=b+d (mód m), (aditiva) 
ka = kb (mód m); (producto por escalar entero) 
ka +rc =kb+rd (mód m); (linealidad entera) 
ac= bd (mód m), (multiplicativa) 
sia =b (mód m), entonces a” = b” (mód m); (potencia) 


sia = b (mód m), entonces f(a) = f(b) (mód m), para cualquier polinomio f con 


coeficientes enteros. (polinómica) 


Observación 18.5.1.— La propiedad producto por un escalar entero es un caso particular de la 


propiedad polinómica, siendo f el polinomio f(x) = kx. 
Ejemplo 466 


Demostremos que Vn € Z*,23" +1es par. 


[EFE Coincidencias 25.1.2019:4]. 


Resolución. 
23 =1 (mód 2) 
> 23" =1” =1 (mód 2) [potencia] 
+ 23” =-—1 (mód 2) [transitiva con1 = —1 (mód 2)] 
> 23” +1=0 (mód 2), [aditiva con1 =1 (mód 2)] 


lo cual equivale, por definición de congruencia, a que 23" +1es múltiplo de 2, en otras palabras, 


par. 
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Ejemplo 467 


En el mismo supuesto del ejemplo 465 (p. 876 de esta edición), pero aho- 
ra imaginemos que tuviésemos que contar hasta un número enorme, por ejemplo, 
12 345 678 912 345 678. ¿Cómo podríamos hacer esto y cuál sería el objeto elegido? 


Resolución. Observemos que 12 345 678 912 345 678 =12, 345 678 912345 - 10* + 678. Por un 
lado, como 10? = 0 (mód 8), esto es, 10 mód 8 = 0 mód 8, entonces 12 345 678 912 345 -10* = 
o (mód 8). Por otro, 678 = 6 (mód 8). Ahora, por la propiedad aditiva (vid. supra teore- 
ma 18.64 [p. 877 de esta edición]) de las congruencias, es admisible sumar miembro a miembro 
estas dos: 

12 345 678 912.345 - 10* + 678 =0 +6 (mód 8), 


por tanto, 12 345 678 912 345 678 = 6 (mód 8). 


Solución. — Ya hemos visto cómo hacerlo; el objeto elegido es dl, el cuarto. 


Ejemplo 468 


En el sistema de numeración decimal (base 10), demostremos que si n es un número 


natural, entonces el resto de dividir 2?” por 7 es 1. 
[EFE 7.7.2021:5a]. Cfr. [150]: problema propuesto (y resuelto) 1.19 (pp. 41 y 53). 
Resolución. En efecto, como el resto de dividir 2? = 8 entre 7 es 1, entonces, multiplican- 


do sucesivamente congruencias miembro a miembro (propiedad multiplicativa —vid. supra 


teorema 18.64 [p. 877 de esta edición] —): 


2? =1 (mód 7) 


> 2%.22=1-1 (mód 7) > 22? =1 (mód 7) 
> 2.22? =1-1 (mód 7) > 27? =1 (mód 7) 


=>. 2 sr méd) >2"=1(mód7), 


lo cual equivale, por definición de congruencia, a que el resto de dividir 23” por 7es 1. 


Observación 18.5.2.— Alternativamente, más breve, utilizando la propiedad de potencia si n > 1: 


2? =1 (mód 7) 


> (2*)” =1" =1 (mód 7) 
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y siendo cierto que (2%)? =1=1=1" (mód 7) (caso n = 0). 
Ejemplo 469 


En el sistema decimal, al dividir entre 4 el divisor d, el cociente entero q y el resto r 
de una división, se obtienen los restos 1, 2 y 3, respectivamente. ¿Cuál es el dividendo D 
de dicha división si se sabe que D es el mayor número de 3 cifras decimales que satisface 


lo dicho? 


[EFO 3.6.2019:4a]. Cfr. [196]: problema 9.14 (p. 212). 


Resolución. Según el enunciado: 


d =1 (mód 4), (18.2) 
q =2 (mód 4), (18.3) 
r =3 (mód 4), (18.4) 


Como por el algoritmo de EUCLIDES, D = dq +r, entonces, por las propiedades multiplicativa 


y aditiva de las congruencias (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición)), 


D=1-2+3 (mód 4) 
=5 (mód 4) (18.5) 


de donde se sigue que (D — 1) es divisible por 4. 


Por otro lado, el mayor número de 3 cifras divisible por 4 es 996, por lo que D — 1 = 996. 


Solución.— El valor del dividendo D es 997. 


Ejemplo 470 


Demostremos que n(n? + 5) es divisible por 6 para cualquier entero positivo n. 
[EFO 3.6.2019:4b]. Cfr. [196]: problema 7.89 (p. 174). 
Resolución. Como la diferencia entre los números (n?+5) y (n?—1) es 6, ambos son con- 


gruentes módulo 6, de donde, por la propiedad multiplicativa de las congruencias (vid. supra 
teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]), multiplicando lado a lado la congruencia 


n?+s5=nm?*—1 (mód 6) 
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por la congruencia 


n= n (mód 6), 
se tiene que 
n(n* +5) = n(n* —1) (mód 6) 
n(n—1)(n +1) (mód 6) 
= O (mód 6), 


ya que se trata del producto de tres números consecutivos (n — 1)n(n +1), de donde uno debe 
ser múltiplo de 2 (pues al dividir entre 2 sólo hay dos restos posibles) y otro de 3 (ya que al dividir 


por 3 sólo hay tres restos posibles) y, por tanto, dicho producto lo ha de ser de 6. 


Ejemplo 471 


Dados a, b, c € Z*, calculemos el resto de dividir s entre a utilizando el algoritmo 
de la división o la teoría de congruencias (el «o» es inclusivo), sabiendo que a | b y que el 


resto de dividir c entre a es r y que el resto de dividir c entre bes s. 


[AIC 10.4.2019:5a]. 


Resolución. Sabemos que 


b=0 (mód a), (18.6) 

c=r (mód a), (18.7) 
y que 

c=s (mód b); (18.8) 


además, de esta última, por el algoritmo de la división (vid. supra teorema 18.8 [p. 841 de esta 
edición])), se sigue que 
q €Z,c=Gqb+s, (18.9) 


pudiéndose reescribir entonces la congruencia (18.7) como 


qb+s=r (mód a). (18.10) 


Por otro lado, de la congruencia (18.6), de la propiedad producto por un escalar entero 


(vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]), se sigue que 


qb =0 (mód a). (18.11) 
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Finalmente, por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]) de 
las congruencias, restando (18.11) de (18.10), miembro a miembro, obtenemos que 


s=r (mód a), 


en otras palabras, el resto de dividir s por a es r. 
Ejemplo 472 


Utilizando el algoritmo dela división o la teoría de congruencias (el «o» es inclusivo), 


demostremos que 7”(3n — 7) + 7es divisible por 3 para cualquier entero no negativo n. 


[AIC 10.4.2019:5a]. Cfr. [196]: problema 7.30 (p. 150). 


Resolución. Como sea cual sea n € N, 3n es múltiplo de 3, esto es: 
3n =0 (mód 3), 


entonces, por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]) de las con- 


gruencias, sumando miembro a miembro la anterior con 
=72=7 (múd 3), 


se tiene que 


3n —7= -—7 (mód 3), 


y como 


n 


=1" =1 (mód 3), 


entonces, por la propiedad multiplicativa (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición)), 
multiplicándolas lado a lado, 


7"(3n — 7) =1:- (=7) = —7 (mód 3), 
de donde, finalmente, de nuevo por la propiedad aditiva, sumando miembro a miembro, 
7 =7 (mód 3), 
ala anterior, tenemos que 


7'(3n 7) +7=(-7) +7=0 (mód 3), 


en otras palabras, 7” (3n — 7) + 7es divisible por 3 para cualquier entero no negativo n. 
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Teorema 18.65 (Propiedades generales, 11) 

Va,b,ceZ,Vd,meZ*: 

6.  cancelación/simplificación de un factor común si el módulo es divisible por dicho factor: 
o. sia=b (mód m), entonces ac = bc (mód mc); (monotonía) 
1. siac=bc (mód mc) y c + 0, entonces a = b (mód m); (cancelación) 
siac=bc (mód m) y d = mcd(c, m), entonces a = b (mód m/d); (simplificación) 
si mes primo y ac = bc (mód m), entonces a = b (mód m). (simplificación primal) 


Teorema 18.66 (Propiedades generales, 11!) 
Va,beZ,Vd,m,ne Z*: 


9. siendo a = b (mód m), si d|a y d|m, entonces d| b; 


10. sia =b (mód m), entonces mcd(a, m) = mcd(b, m); 
1. sia=b (mód m)yo<|b-— al < m, entonces, a = b; 
12. a=b (mód m)si, y sólo si, a mód m =b mód m; 


13. sia=b (mód m), a = b (mód n) y med(m, n) =1, entonces a = b (mód mn); 


$ 18.6 Aritmética modular 


En Zm = [lo], [1)m, ..., [m — 1], se definen la suma y el producto; hablamos de aritmética en 


Z,, O, Sinónimamente, de aritmética módulo m. 


Observación 18.6.0.— La notación se relaja frecuentemente. Los elementos de Z y, si queremos 
destacar que son clases de equivalencia se notan [x] mm), (X]m, X(m): Xm O [x] o X si está claro el módulo. 
Pero también suelen notarse simplemente x. En analogía, las operaciones pueden notarse con 


subíndices +(m): —(m)» (m): Em — msm O sin ellos, +, —, -, siempre que sepamos en qué Zj, trabajamos. 


Observación 18.6.1.—  Notemos que la aritmética módulo m traza una correspondencia de todos 


los enteros Z al conjunto Z;,. 


Observación 18.6.2.— Los resultados de las operaciones son independientes de los representan- 


tes elegidos de las clases de equivalencia. 


$ 18.6.0 Suma modular 


Definición 18.24.— V|a]m, [b]m € Zm, 


[a]. + [b],, =[a + b]. =([(n€Z:n=a+b (mód m)), 
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es decir, 


((a mód m) + (b mód m)) mód m = (a + b) mód m. 


Observación 18.6.3.— También se define la diferencia; V[a] n, [b]. € Zi, 
[0]m — [b]m = [a — b]m =1fn €Z:n=a-— b (mód m)), 


es decir, 


((a mód n) — (b mód n)) mód n = (a — b) mód n. 
Ejemplo 473 


Hallemos 2 +3y2—3enZs. 


Resolución. 2+3 = 0y2-—3 = 4enZ;,yaque2+3 = 0 (mód5)y2-3=4 
(mód 5). 


Ejemplo 474 


¿Cuál es la tabla de CAYLEY de ++, es decir, de la suma en Zs? 


Resolución. La tabla de CAYLEY de ++, la suma en Zs, es la siguiente. Recordemos que 
Va,b,cEZs, 


a+sb=c=a+b=c (mód 5). 


+; 1.2.3 4 
OJO 12 3 4 
112340 
2/12 34 O 1 
EN, 
0 ¡EA > NE 


Actividad 18.8 
Observemos: la antidiagonal todos 4; sus paralelas, hacia el noroeste, 3, 2, 1 y O, y hacia el sur- 


este, 0,1, 2. ¿Alguna explicación? (Porque desde luego, así se recuerda bien la tabla). 
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Teorema 18.67 (Estructura algebraica de (Zm; +)) 

(Z.m; +) es un grupo abeliano, esto es, se satisfacen las propiedades: 

o. conmutativa:Va,b € Z,, (a + b) mód m = (b+ a) mód m, estoes,s a+b=b+a 
(mód m); 
asociativa: Va,b,c E Zp, ((a + b)+c) mód m = (a + (b +c)) mód m, esto es, 
(ei ee = e o po oa) 
elemento neutro: Jo € Z, Va € Z,a mód m=(o+ a) mód m = (a +0) mód m, 
estoes, A =0+ 4 =a+0 (mód m); 


elemento simétrico: Va € Z,, 3a” € Zy, tal que o mód m = (a' + a) mód m = (a + 


a”) mód m, estoes, tal queo = a'+a=aw+a" (mód m). 


$ 18.6.1 Producto modular 


Definición 18.25.—  Vla],,, [b]. € Zim, 
[a] + [6]. = [ab]. =(n € Z: n= ab (mód m)), 


es decir, 


((a mód n) - (b mód n)) mód n = (a - b) mód n. 
Ejemplo 475 


Hallemos 2 - 3en Zs. 


Resolución. 2-3 = 1en Z;, ya que (2 - 3) mód 5 = 1, es decir, 2-3 =1 (mód 5). 


Ejemplo 476 


¿Cuál es la tabla de CAYLEY de -:, es decir, del producto en Z;? 


Resolución. La tabla de CAYLEY de -;, el producto en Zs, es la siguiente. Recordemos que 
Va,b,cEZs, 


a: b=c=a:b=cC (mód 5). 
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o 
ojo 0oo0oo0.0 
110 1234 
210 24 13 
3210032142 
4.04 3 2 1 


Teorema 18.68 (Estructura algebraica de (Z y; -)) 


(Z,,; -) es un monoide abeliano, esto es, se satisfacen las propiedades: 


o. conmutativa: Va,b € Z, (a - b) mód m = (b- a) mód m, estoes, a-b= b- 
(mód m); 
asociativa: Wa, b,c € Zm,((a-b).c) mód m= (a-(b-c)) mód m,estoes, (a-b)-c 
a-(b.c) (mód m); 
elemento neutro: Jo € Z.,,, Va € Z, a mód m=(1-a) mód m= (a-1) mód m, esto 


es, 4=1-4=a-1 (mód m). 


$ 18.6.2 Delos simétricos aditivos y multiplicativos 


Recordemos sus definiciones, dado a € Z,,: 
= —qaeselsimétrico aditivo de a en (Z,,; +) si, y sólo si, a + (—a) =0 (mód m), y 


= (a eselsimétrico multiplicativo de a en (Z,.; -) si, y sólo si, a - a7* =1 (mód m). 
Ejemplo 477 


¿Qué hay de los simétricos aditivos y multiplicativos en Zs? 


Resolución. En Z; = [o,1,2, 3,4), comprobamos: 


=  enlatabla de CAYLEY de la adición que TO =0,-1=4,-2=3,-3=2y-4= 1(—aes 
la notación habitual para el opuesto [el simétrico aditivo] de un elemento); 


=  enlatabla de CayLeY de la multiplicación que fo”*,17 =1,27 =3,3 7 =2y4* =4(a7” 


es la notación habitual para el recíproco [el simétrico multiplicativo] de un elemento). 


Insistamos en lo que ha sucedido en el caso multiplicativo —recordemos una vez más la defini- 
ción: a - a? = 1 (mód m) (al ser - conmutativa, a. a”* = a - a)—. Todo elemento de Z; tiene 


simétrico aditivo y todo elemento no nulo de Z; tiene simétrico multiplicativo. Así es, en general, no 
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existe un simétrico multiplicativo para todo elemento no nulo de Z.,,, esto es, para un m arbitrario, 


no es verdad que para cada a € Z,,, no nulo, exista un a” € Z,, tal que a - a? =1 (mód m). 


Ejemplo 478 


Calculemos en Z¿ = [0,1,2,3, 4,5, 6, 7) los simétricos aditivos de cada elemento de 
Zg y los multiplicativos de los elementos no nulos, siempre que sea posible (es aceptable 
hacer las tablas de CAYLEY o aplicar directamente las definiciones de simétrico aditivo y 


simétrico multiplicativo). 


Resolución. Veamos: 


= es cierto que en Zg todo elemento a tiene un simétrico aditivo —a: —O = 0,-1 = 7, 
-2=6,-3=5,-4=4,-5=3,-6=2,-—7= 1;esto es así por definición de simétrico 
aditivo a + a” =0 (mód m), por ejemplo, como (2 + 6) mód 8 = O mód 8, el simétrico 
aditivo de 2 es 6; por cierto, fijémonos también en la notación para los simétricos aditivos 


—los opuestos—, —a; 


= peronotodo elemento no nulo a de Zy tiene un simétrico multiplicativo a: fo”, 17 = 


1%2 1,3" =3,%4 5" =5,%6*,7* = 7; esto es así por definición de simétrico 
multiplicativo a - a”? = 1 (mód m), por ejemplo, como (5 - 5) mód 8 = 1mód 8, el 


simétrico multiplicativo de 5 es 5; por cierto, fijgmenos también en la notación para los 


simétricos multiplicativos —los recíprocos—, a”. 


Observemos que los simétricos multiplicativos sólo existen para aquellos elementos de Zg que 
son coprimos con 8. 


Y esto es un teorema. 


Teorema 18.69 


Los simétricos multiplicativos —esto es, las soluciones de ax = 1 (mód m)— existen sólo 


para aquellos elementos de Z.,, que son coprimos con m. 


Demostración. Esto es así porque mientras que la siguiente propiedad de simplificación de la 


adición módulo m, 
si(a+b)=(a +.c) (mód m), entonces b = c (mód m), 


es la misma que para la adición ordinaria, la multiplicación módulo m no satisface una propiedad 
similar, esto es, 


(a-b)=(a-c) (mód m) no implica b = c (mód m), 


a menos que a y m sean primos entre sí. 
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x 
m 


Notemos por Z;, el conjunto de los elementos multiplicativamente simetrizables de Z,,,, si bien 


xk 
m 


en la literatura figura también la designación Z 


Lop. 


(que en tales textos no debemos confundir con Z;, X 


m 


Observación 18.6.4.—  Notando t(m) = ([k € Z* :1< k < m,mcd(k, m) = 1], lo establecido por el 


teorema anterior es que Z;, = t(m). 


Teorema 18.70 (Estructura algebraica de (Z;,: -)) 


(Zf,; -) es un grupo abeliano, el grupo abeliano multiplicativo de las unidades de 7, . 


m> 


Teorema 18.71 (Cardinalidad de Z%) 


m 


El cardinal de Z;, es g(m). 


Ejemplo 479 


Comprobemos que [Z¿| = p(s). 


Resolución. En efecto, como apreciamos en el ejemplo 476 (p. 884 de esta edición), fo”, 


1*=1,2*=3,3* =2y4 7? = 4;luego, Z¿ = ([1,2,3, 4), cuyo cardinal es 4, justamente el 


valor de p(5) (s € P, y sabemos que si p es primo, p(p) = p — D. 


Actividad 18.9 
Comprobemos que p(8) = [Z¿|. 


$ 18.6.3 El anillo Z/mZ de los enteros módulo m 


Teorema 18.72 
En (Z.; +, -) se satisface que - es distributiva respecto de +, esto es, Va, b, c € Zim, (a - (b + 


c)) mód m = ((a - b) + (a - c)) mód m, es decir, a(b + c) = ab + ac (mód m). 


Teorema 18.73 


(Zim; +, +) es un anillo abeliano unitario, que suele notarse Z/mZ, o sinónimamente, Z/(m). 


Demostración. Por ser (Z; +) grupo abeliano y (Z..,; -) monoide abeliano y ser - distributiva 


respecto de +. 
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Observación 18.6.5.— Se tiene el homomorfismo de anillos hy, : Z —> Z/mZ, definido por 


hm) = [x]m tal que 
hip (x + y) = Am) bm Am(y), 


Bailey) = Ani) = Blake 


Observación 18.6.6.— Alternativamente, como sucede en algunos textos, pudiésemos notar 
Z/m* por (Z/m2Z)*. 


Teorema 18.74 


Z,/mZ no es un dominio de integridad. 


Demostración. No es un dominio de integridad, pues, aunque Z/mZ posee elemento neutro 
para la multiplicación, no satisface la definición de dominio de integridad que exige la no existencia 
de divisores de cero, esto es, que si a - b = Oentonces o a o b deben ser cero; de hecho, existen 
divisores de cero en Z/mZ si m no es primo; por ejemplo, como 2-3 = 0 (mód 6), 2 y 3 son divisores 
de cero en Z./6Z. 


Actividad 18.10 


Demostremos que Z/m7Z tampoco tiene estructura de cuerpo. 


$ 18.6.4 Estructuras algebraicas con módulo primo 


Teorema 18.75 


Si p es primo, (Z; +) es un grupo abeliano. 


Teorema 18.76 


Si p es primo, (Z,; -) es un grupo cíclico, esto es, existe al menos un elemento que es capaz de 


generar a todos los demás. 


Ejemplo 480 


Demostremos que 3 es un generador de (Z.,,; -). 


Resolución. En efecto, se satisface: 3" = 3 (mód 7),3? = 9 = 2 (mód 7),3? =27=6 


(mód 7),3* = 81 = 4 (mód 7),3% = 243 = 5 (mód 7),3% = 729 = 1 (mód 7) (como 3* 


1 
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(mód 7),entonces 37 = 3 (mód 7), es decir, las potencias entran en un ciclo); abreviadamente, 


notamos (Z,;-) =< 3 >. 


Teorema 18.77 


Si p es primo, Z/pZ es un cuerpo finito, a veces llamado cuerpo finito primo. 


Demostración. Observemos que todo elemento no nulo de Z/pZ será coprimo con p (no nulo' 
significa distinto del elemento neutro de la operación aditiva) y eso implica que existirá en Z/pZ un 


simétrico multiplicativo para todo elemento no nulo de Z/pZ, por tanto, Z/pZ es un cuerpo finito. 


Actividad 18.11 
Como complemento al teorema 18.77 (p. 889 de esta edición), demostremos que si p es primo, 
todo elemento no nulo de Z/pZ posee un único simétrico multiplicativo en Z/pZ. 


Indicación.— Intentémoslo por reducción al absurdo. 


Observación 18.6.7.— Sip es primo, 25 coincide con Z, por lo que todo lo dicho para éste es válido 


para aquél. 


$ 18.6.5 Obtención de simétricos multiplicativos 


Ejemplo 4.81 


¿Cómo podríamos encontrar simétricos multiplicativos en Z/mZ usando la identi- 
dad de BÉzoUT? 


l= 


Resolución. Recordemos la definición de simétrico multiplicativo de a, a saber, a. a” 
1 (mód m). 


Por la discusión hecha hasta ahora, existen los simétricos multiplicativos para todo a € 
Z,; tales que a es coprimo con m, esto es, med(a, m) = 1—si m es igual a un primo p, esto lo 


satisfarán siempre todos los elementos no nulos de —. 


De acuerdo con la identidad de BÉzoUT, lo siguiente se satisface para algunos enteros s y 


t —que pueden ser positivos o negativos o cero—,s-a+t-m=1. 


Observemos que como ft es entero, t - m = O (mód m), entonces, debe suceder que 
s- a = 1 (mód m), por tanto s, el primer coeficiente de BÉZOUT, es el simétrico multipli- 


cativo módulo m de a —recordemos que - es conmutativa, s - a = a - s—, En consecuencia, 
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cualquier algoritmo para calcular s para a, m, siendo med(a, m) = 1, nos servirá para calcular 


el simétrico multiplicativo módulo m de a, en particular, el algoritmo de EUCLIDES extendido 


que ya conocemos. 


Cuadro resumen de algunas propiedades y peculiaridades de + y - en Z,,, 


+ en Liño | : en Zim 


+ y - son conmutativas en Z; 
Va,b € Zi 
(a + b) mód m = (b + a) mód m 
a+b=b+a (mód m) 


(a - b) mód m = (b - a) mód m 
a-b=b-a (mód m) 


por lo tanto, (Z.; +) y (Z; -) son magmas abelianos; 


+y - sonasociativas en Z 
Va,b,c € Za 
((a + b) + c) mód m = (a+ (b+c)) mód m ((a - b) - c) mód m = (a - (b- c)) mód m 
(a+b)+c=a+(b+c) (mód m) (a-b).c=a-(b-c) (mód m) 


por lo tanto, (Z»; +) y (Zm; -) son semigrupos abelianos; 


existen elementos neutros para + y - enZ, 
TO, 1 E Lig 10 E Las 
a mód m = (o + a) mód m=(a +0) mód m | amód m = (1- a) mód m = (a - 1) mód m 
a=0+a=aw+0 (mód m) a=1-a=a:1 (mód m) 


por lo tanto, (Z,; +) y (Z.; -) son monoides abelianos; 


acerca de los simétricos aditivos y multiplicativos 
todo elemento de Z,, tiene un simétrico aditivo | existen elementos de Z,,, sin simétrico multiplicativo 


Va € Zim, Ja” € Zm, a € Zim, Ha” E Zi, 
o mód m = (a + a) mód m = (a + a”) mód m 1 mód m = (a. a) mód m = (a - a”) mód m 
o=0'+a=aw+a' (mód m) 1=0.a=a-:0” (mód m) 


por lo tanto, (Z,,; +) es grupo abeliano 
y (Z,,,; :) nO es grupo; 


- es distributiva respecto de + 
Va,b,c € Za 
(a - (b+.c)) mód m = ((a - b) + (a - c)) mód m 
a(b+c)=ab+ac (mód m) 


por lo tanto, (Z,,; +, -), esto es, Z/m2Z, es anillo abeliano unitario; 


además, si p es primo, 
(Z,; -) es grupo cíclico 
y (Z,; +,-), esto es, Z/pZ, es cuerpo. 
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$ 18.6.6 Dos pequeñas singularidades 


Versión: D:20240331194944+02/00' 


Simulación de valores aleatorios 

Es posible generar una secuencia finita de números pseudoaleatorios utilizando 
aritmética modular —vid. v. gr. REVUELTA y PONSODA [205] (pp. 44-45 y Pp. 62-64.)—; 
por ejemplo, el generador de congruencias 


Xi = (aX; + b) mód c, 


con a, b, c € Z*, proporciona valores uniformes en el intervalo cerrado [o, c]. 
Si estuviésemos interesados en simular una secuencia de números pseudoalea- 


torios en el intervalo cerrado [o, 1], bastaría transformar los anteriores según 


No es difícil demostrar que este generador produce un máximo de c números 
distintos; de hecho, la secuencia comienza a repetirse tras un número de iteraciones 
menor o igual que c. 

Por ejemplo, para el módulo c = 7, el multiplicador a = 3, el incremento b = 1 
y la semilla X, = 1, el generador produce una secuencia de seis números pseudoalea- 
torios en el intervalo [o, 7], a saber, 4, 6, 5,2, 0,1. 


i XX ax+b  (aX¡+b) mód c 
1 A A 4mód7=4 
24 AL i=B. 1smod7=6 
3 6 3-6+1=19 19mód7=5 
4 5 3:5+1=16 16mód7=2 
5 2 3:2+1=7 7 mód7=0 
6 0 3-0+1=1 1mód 7=1 
7 1 3:1+1=4 4mód7=4 


¿Por qué números pseudoaleatorios y no aleatorios? Porque son el resultado de 
una simulación computacional de la aleatoriedad, lo cual supone reglas, por lo que, 
aparentemente, quien conociese las reglas pudiese conocer el resultado. Pero, ¿y si la 
computación es cuántica? Pues aún se discute cómo aprovechar la aparente aleato- 
riedad cuántica a pesar de la aparente no aleatoriedad” de los equipamientos y pro- 
cesos de detección y decisión última actuales. Claro que también pudiese ajustarse 
el resultado para decrementar su correlación con el artefacto que lo proporcionó, lo 
cual no deja de ser una técnica de doble capa (pudiéndose complicar hasta una de ce- 
bolla); asimismo, pudiésemos trabajar con grados de aleatoriedad y, en analogía a lo 
que actualmente es una regla básica en seguridad informática, procurar que siem- 
pre el grado de aleatoriedad de lo «seguro» sea mayor que el grado de aleatoriedad 


2 Aparentes por su relatividad desde la realidad de la que quienes observamos formamos parte 
consciente. ¿Con qué grado de certeza es posible asegurar la no aleatoriedad de lo que consideramos no 


02024, prof. dr. Juan Miguel León RoJAs; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


18.7. Resolución de congruencias, I 892 


Ejemplo 482 


¿Qué podrían representar los siguientes puntos? 


O 


O 
O 
O 


0090 
0000 
OOOO 
000 0960 


O 


Resolución. Pues, por ejemplo, en Z¿, hacemos (x + y) mód 2; así, sies 1, círculo blanco, 


si no, círculo negro. 


$ 18.7 Resolución de congruencias, I 


Estudiemos cómo resolver la congruencia lineal ax = b (mód m). 


Si mcd(a, m) = 1, es posible expresar la única solución módulo m en función del inverso mo- 


dular de a. 


Teorema 18.78 (Existencia y unicidad del inverso) 


Si mcd(a, m) = 1, la congruencia ax = 1 (mód m) tiene una única solución módulo m, a 


saber, x = a” (mód m);llamamos inverso de a módulo ma a”. 


Teorema 18.79 (Existencia y unicidad de la solución) 
Si mcd(a, m) = 1, la congruencia lineal ax = b (mód m) tiene una única solución módulo 
m,asaber, x = ba” (mód m). 


Si mcd(a, m) = d, es posible expresar las d soluciones módulo m en función del inverso mo- 
dular de a, de m y de dl. 


Teorema 18.80 (Existencia de solución) 


Si d es el mcd(a, m), la congruencia lineal ax = b (mód m) tiene solución si, y sólo si, d | b. 


Observemos que si df b, no tiene ninguna solución. 
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Teorema 18.81 (Existencia, número de soluciones y su cálculo) 
Sideselmed(a, m) y d | b,entonces la congruencialineal ax = b (mód m) tiene d soluciones 


módulo m que son: 


t+(d—=0)-3 


donde t es la única solución módulo m/d de la congruencia 


Sal 


solución t que existe y es única por el teorema 18.78 (p. 892 de esta edición) ya que 
mcd (a/d,m/d) =1. 


Actividad 18.12 
Encontremos todas las soluciones módulo 7 de la congruencia lineal 4x = 15 (mód 7), demos- 


trando previamente que tiene solución. 


Actividad 18.13 
Encontremos todas las soluciones módulo 21 de la congruencia lineal 12x = 45 (mód 21), de- 


mostrando previamente que tiene solución. 


$ 18.8 Sistemas de residuos 


Definición 18.26.—  Elmenorsistema de residuos módulo m es el conjunto de enteros [0,1,2,...,m= 
1) (no debemos confundirlo con Z.,,, el conjunto cociente de= (mód m), la relación diádica de equi- 
valencia —aunque por lo general relajemos la notación, debemos saber distinguir cuándo son núme- 
ros y cuándo clases de equivalencia, dependiendo del contexto de trabajo en cada momento—). 


Definición 18.27.— Un sistema completo de residuos módulo m es cualquier conjunto de m enteros, 
en el que ningún par de ellos sean congruentes módulo m. Así, un sistema completo de residuos es 
simplemente un conjunto que contiene precisamente a un representante de cada clase de residuos 


módulo m. 
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Observación 18.8.0.— Dadas estas definiciones, se tiene que el menor sistema de residuos mó- 


dulo m es un sistema completo de residuos módulo m. 


Definición 18.28.— Dado un sistema completo de residuos módulo m, un sistema reducido de residuos 
módulo m es el conjunto que queda tras suprimir en él todos los elementos que no son coprimos con 


m. 
Ejemplo 483 


Aportemos ejemplos de las definiciones anteriores. 


Resolución. Sean, por ejemplo, los siguientes: 
= el menor sistema de residuos módulo 8 es [0,1,2,3,4,5, 6,7), 
=  queademás es un sistema completo de residuos módulo 8; 


=  otrosistema completo de residuos módulo 8 es [8,1,2,3,4,5,6,7) —éste el que usamos 


en el ejemplo 465 (p. 876 de esta edición)—; 


= otro sistema completo de residuos módulo 8 es [—16,—23,18,27,—12,21, —2, —1) 
—observemos que —16 = O (mód 8), —23 =1 (mód 8),..., —1=7 (mód 8)—; 


= un sistema reducido de residuos proveniente del sistema completo anterior es 
(=22,27,21,=1); 


= otro sistema reducido de residuos módulo 8 es (1,3, 5,7), que no es otro que t(8), esto 
es, Za; observemos que proviene de un sistema completo de residuos particular, el menor 


sistema de residuos módulo 8, esto es, Zg visto como conjunto de números. 


Teorema 18.82 (Cardinalidaad) 
El cardinal de un sistema reducido de residuos módulo m puede calcularse con la función in- 


dicatriz de EULER y es p(m), es decir, p(m) = |t(m)|. 


Teorema 18.83 (Escalado) 


Siendo k entero, si [r,,r,,...,r,) es un sistema reducido de residuos módulo m y si 


mcd(k, m) = 1, entonces [kr,, kr,,..., kr, ) es un sistema reducido de residuos módulo m. 
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$ 18.9 El teorema de EULER-FERMAT 


Teorema 18.84 (Teorema de EULER-FERMAT) 


(Vm € ZF)] Va € Z)(mcd(a, m) =1> at") =1 (mód m)). 


Observación 18.9.0.— En particular, este teorema asegura que 
(Vn € ZA) Va E Zi )(at(") =1 (mód m).. 
FERMAT lo demostró para m primo —vid. infra teorema 18.87 (pág. 902) (corolario 2.” del teorema 


de EULER-FERMAT) y el teorema 18.88 (pág. 902) (teorema pequeño de FERMAT)— y EULER para m 


entero positivo cualquiera. 
Ejemplo 484 


Utilizando el teorema de EULER-FERMAT, demostremos que si n es impar y no es 


múltiplo ni de 3, ni de 5, entonces n'? — 1 es múltiplo de 60. 


Resolución. Para poder aplicar el teorema de EULER-FERMAT —cfr. supra teorema 18.84 
(p. 895 de esta edición) — deberíamos asegurar que mcd(n,60) = 1. Veamos, por un lado, 
sabemos que n no es múltiplo ni de 3 ni de 5 y, por otro lado, como n es impar, n tampoco es 
múltiplo de 2, así, como 60 = 2? - 3 - 5, tenemos que mcd(n, 60) = 1. Ahora, por el teorema de 
EULER-FERMAT, 


esto es, 


es decir, 


en otras palabras, n'* — 1es múltiplo de 60. 
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$ 18.10 Resolución de congruencias, II 


Aquí tendremos un segundo contacto con la resolución de congruencias lineales. 


Teorema 18.85 (Corolario O.” del teorema de EULER-FERMAT) 


Va € Z,Vm € Z*, si med(a, m) = 1, entonces el inverso módulo m de a es a+"), 


Demostración. a - a*(M-= = g*(") que según el teorema de EULER-FERMAT es congruente con 


1 módulo m. O 


Cuando mecd(a, m) = 1, el siguiente corolario proporciona la solución única módulo m de la 


congruencia lineal ax = b (mód m). 


Teorema 18.86 (Corolario 1. del teorema de EULER-FERMAT) 


Si med(a, m) = 1, la única solución módulo m de ax = b (mód m) es 


x= ba?) (mód m). 


Demostración. Como mcd(a, m) = 1, por el teorema 18.85 (p. 896 de esta edición), el inverso 


módulo m de a es a"), y por el teorema 18.79 (p. 892 de esta edición), la única solución módulo m 


esx= ba*()= (mód m). 


Ejemplo 485 


Resolvamos la ecuación 
5x =3 (mód 24). 


Resolución. Apliquemos el corolario 1.* del teorema de EULER-FERMAT —<cfr. supra teore- 
ma 18.86 (p. 896 de esta edición) —. Como mcd(5, 24) = 1, entonces existe una única solución 


módulo 24 que es 
x=3:" get) 1 


Calculemos ahora (24), por ejemplo, usando, por ejemplo, el hecho de que p es multiplicativa 
(cfr. supra teorema 18.55 —p. 869—): como mcd(3,8) = 1, entonces p(24) = p(3) - p(8) = 
2-4 =8,de donde x = 3-5” (mód 24). 


Pero esta solución, única módulo 24, no nos debería convencer. ¿Por qué? Porque el re- 
sultado debería ser un miembro del menor sistema de residuos módulo 24, [0,1,2,..., 23). 
Y eso, ¿por qué? Pensemos en un reloj con las 24 horas «estándar», si nos preguntasen la hora, 
¿qué clase de respuesta sería «son las 3 - 5” en punto»?; así que nos interesa saber qué hora «es- 
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tándar» es las 3 - 5” en punto. Dicho en el lenguaje de congruencias, ¿a qué clase de equivalencia 


módulo 24 pertenece 3 - 57? 


Vamos a ver una forma de trabajar que nos servirá como estrategia inicial para casos más 
complicados. Necesitamos encontrar un entero x tal que 


x=3-+:5” (mód 24) (18.12) 


yo < x < 24. Una forma de hacer las cosas es comenzar con congruencias conocidas y progre- 
sar hasta la que buscamos usando propiedades convenientes de congruencias. Una propiedad 


que nos permite avanzar hacia potencias genéricas es la potencia, ésta es, 
(Va, b € Z)(Vm € Z*)](a = b (mód m) > a” = b"” (mód m)), 


con n entero positivo. Otra, hacia números (en particular, potencias) mayores, la monotonía 
multiplicativa, ésta es, 


(Va,b € Z)J(Vm € Z*)(a =b (mód m) > a.c=b+c (mód m)), 


con c entero. Comencemos: 
5” =1 (mód 24) (18.13) 


es una congruencia conocida (lo es ya que sabemos que el resto de la división entera de 25 
entre 24 es 1), entonces multiplicando por 5* en ambos lados (la segunda propiedad que hemos 
mencionado nos asegura que la congruencia sigue siendo válida), obtenemos 


5.5 =5*-1 (mód 24), 


esto es, 
2 


s*=5” (mód 24). (18.14) 


Ahora, de (18,14) y (18,13), de la transitividad de la relación de equivalencia = (mód 24), se 


sigue que 


Continuemos hasta conseguir resolver 3-57 = x (mód 24). No olvidemos que nuestro ob- 
jetivo es averiguar qué «representante menor módulo 24» x (esto es, qué miembro x del menor 


sistema de residuos módulo 24) es congruente con 3 - 57 módulo 24. 


El hecho es que partiendo de 5* = 1 (mód 24), tenemos que aproximarnos a3 5" = x 


(mód 24), averiguando así x. 


Veamos; partiendo de 
5* =1 (mód 24) 
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y multiplicando por 5? en ambos lados (la segunda propiedad que hemos mencionado nos ase- 


gura que la congruencia sigue siendo válida), 


obtenemos 


y, de nuevo, aplicando la transitiva de = (mód 24) a esta última y (18.13), obtenemos 


5 =1 (mód 24). (18.15) 


No olvidemos que lo que queremos averiguar es el menor representante módulo 24 que 
es congruente con 3 - 5”, así que debemos aproximarnos a 5”. Multiplicando por 5 ambos lados 
de (18.15) (la segunda propiedad que hemos mencionado nos asegura que la congruencia sigue 


siendo válida), 


5:-5=5-1 (mód 24), 


obtenemos 
5” =5 (mód 24), 


y multiplicando ambos lados de esta última por 3 (la segunda propiedad que hemos mencio- 


nado nos asegura que la congruencia sigue siendo válida), 
e E 


y así, finalmente, de (18,12)y (18,10), por la transitividad de la relación de equivalencia = 
(mód 24), obtenemos 
x=3-+*5 (mód 24), 


esto es, 


x =15 (mód 24), 


y ésta es la solución, única módulo 24, de la congruencia lineal 5x = 3 (mód 24). 


Ejemplo 486 


Usemos la teoría de relaciones de congruencias para responder a lo siguiente. 
O.  Demostremos que 21 - 25"?! — 4 . 3"* es divisible por 5, para cualquier n € N. 


1. Calculemos el resto de dividir 3** +-32+1. 19? — 3 entre 28, para cualquier n € N. 


[o: AIC 7.7.2017:3a], [1: AIC 7.7.2017:3b; EFO 20.5.2022:5b]. Cfr. [153]: ejemplo 12.6 (p. 351). 
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Resolución. Veamos. 


o. Porunlado: 


Por otro: 


Sustituyendo (2) en (1): 


7:3:2:22" =2-2-3-3% (mód 5) 


21-29 =4-3%* (mód 5) 


lo que por definición de relación de congruencia, significa que 21 - 2"** — 4 - 3"YW es 
divisible por s. 
1.  Porunlado: 
3? =27 = —1 (mód 28) 


3" = (32)” = (—1)” = 1 (mód 28) 


6n+1 


as 
o) 
= 


y 


a 
a 
<= 


> 3 


= 3 (mód 28) (18.16) 
Por otro: 
57 =3-19=1 (mód 28) 
-19”” =1 (mód 28) 
2n+1 


=> 3 


- 19” =3 (mód 28) (18.17) 


De (18.16) y (18.17), por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edi- 
ción]) de las congruencias, sumándolas miembro a miembro: 


gon de go : 19?” =6 (mód 28) 


a 3gon+ + gar 19 —3=3 (mód 28) 


Solución.— El resto de dividir 3" +! 4 32"+1. 192" — 3 entre 28, sea cual sea n € N,es3. 
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a) Por simétrica y transitiva de la relación de congruencia. 
b) Elevando a n ambos miembros. 


( 
( 
(c) Multiplicando por 2 ambos miembros. 
(d) Multiplicando por 3 cada miembro. 

( 


e) Elevando a 2n cada miembro. 


Actividad 18.14 
Usemos la teoría de relaciones de congruencias para responder a lo siguiente. 
O.  Demostremos que 3 - 5274! + 22"*9 es divisible por 17, para cualquier n € N. 


1. Calculemos el resto de dividir 9"** + 3204. 487% — 10 entre 730, para cualquier n € N. 


[AIC-W 10.4.2018:2b], [AIC-G 10.4.2018:2b]. Cfr. [153]: ejemplos 13.9 (p. 364) y 3.11 (pp. 365-366). 
Ejemplo 487 


Resolvamos la congruencia lineal 25x = 15 (mód 120). 


[AIC-G 10.4.2018:4]. 


Resolución. Lo primero, deberíamos asegurar que no perdemos el tiempo buscando 


una solución (imaginemos que la congruencia no tuviese solución). Pues bien, como d = 


mcd(25,120) = 5 y d | 15, del teorema 18.80 (p. 892 de esta edición), se sigue que la congruencia 
tiene solución; ahora, según el teorema 18.81 (p. 893 de esta edición), tiene d = 5 soluciones 
módulo 120. De hecho, según este último teorema, debemos considerar la congruencia 


(25/5)x = (15/5) (mód 120/5), 


esto es, 


5x =3 (mód 24). 


Observemos que esta congruencia es la que hemos resuelto en el ejemplo 485 (p. 896 de 
esta edición). Su única solución módulo 24 es 


x =15 (mód 24), 


por lo que, del teorema 18.81 (p. 893 de esta edición), se sigue que las cinco soluciones, únicas 
módulo 120, de 25x = 15 (mód 120) son 15, 39, 63, 87 y 111, esto es, 


x=15+0-+(120/5) (mód 120), esto es, x = 15 (mód 120), 


x=15+1-+ (120/5) (mód 120), esto es, x = 39 (mód 120), 
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x 
ll 


15 +2- (120/5) (mód 120), esto es, x = 63 (mód 120), 
x=15+3-+(120/5) (mód 120), esto es, x = 87 (mód 120), 


x=15+4- (120/5) (mód 120), esto es, x = 111 (mód 120). 


Estas soluciones se generan según dicho teorema, así: 


m 


d?” 
Ads m 
d? 
Ad m 
d” 
m 
t+(d-1):= 


Ejemplo 488 


Demostremos que Vn € N, 10] (3 + 9). 


Resolución. Observemos que vista como una ecuación en congruencias, (3 + 9) = 0 


(mód 10) es no lineal y que lo que pretendemos demostrar es que N es un subconjunto del 
conjunto de sus soluciones. 


Notando «10|(3*” + 9)» por P(n), lo que se propone es demostrar que Vn € N, P(n). 
Para conseguirlo, apliquemos inducción débil (cfr. supra teorema 16.0 —p. 717—): 


Caso base (ID¿).—Sin =0,3% +9=1+9=10 € M(10), por lo que P(0) es cierta. 


Hipótesis inductiva.— Supongamos P(k) cierta, es decir, suponemos que 10| (3 + 9) es ver- 


dad. 


Paso inductivo (ID,).— Demostremos que P(k) implica P(k +1), esto es, que de 10] (3* + 9) 
se sigue que 10 | (3*+0 4 9); en efecto, por un lado, 


10] (3% + 9) > 10]3*- (3% + 9) (si a divide a b, a divide a cualquier múltiplo de b) 


—> 10 


3 

> 10 Esp Je 3 a 9) 
(Ei de 729) 
( 


> 10](34+D 4 9 +720), 


y por esto hemos multiplicado antes precisamente por 3*, porque, por otro lado, como 
10|720, necesariamente 10] (3*+) 4 9), es decir, se tiene P(k +1). 
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Conclusión (ID, AID,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces, por el 
teorema 16.0 (p. 717 de esta edición), de inducción débil, se tiene lo buscado, a saber, que 


Yn E N, 10] (3*” + 9), en otras palabras, N es un subconjunto del conjunto de soluciones 


de la ecuación en congruencias no lineal (3% + 9) = o (mód 10). 


$ 18.11 El teorema pequeño de FERMAT 


Teorema 18.87 (Corolario 2.” del teorema de EULER-FERMAT) 


(Va, p € Z, p primo) (p4a = a'* =1 (mód p)). 


Teorema 18.88 (Teorema pequeño de FERMAT) 


(Va, p EZ, p primo) (a? = a (mód p)). 


Observación 18.11.0.— Si mecd(a, p) = 1, entonces el teorema pequeño de FERMAT equivale al co- 


rolario 1.2 del teorema de EULER-FERMAT. 
Ejemplo 489 


Demostremos que 20$ tiene la forma de un múltiplo de 7 más 1. 


Resolución. El número 7es un primo que no divide a 20, entonces, por el corolario 1.” del 
teorema de EULER-FERMAT, 


esto es, 


20% —1=0 (mód 7), 


es decir, 


20% — 1es múltiplo de 7, 


en otras palabras, 20* tiene la forma de un múltiplo de 7 más 1. 


$ 18.12 Congruencias (polinómicas) módulo primo 


Teorema 18.89 (Teorema de WILSON) 


(Vp € Z, p primo) ((p — 1)! = —1 (mód p)). (congruencia de WILSON) 
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Teorema 18.90 (Recíproco del teorema de Wilson) 


(Vn € Z,n>1) ((n—1)! = —1 (mód n) > nes primo). 


Observación 18.12.0.— Si bien podría utilizarse el recíproco del teorema de WILSON como criterio 


de primalidad, es poco práctico pues el factorial crece muy rápido. 


Teorema 18.91 (Teorema de WOLSTENHOLME) 


— (p—1)! 


q =0 (mód p?) 


(Vp € Z, p primo, p > 5) Y 


k=1 


Ejemplo 490 


112 


Demostremos que 112! + 97"? es múltiplo de 113. 


Resolución. El número 113 es primo, entonces, por el teorema de WILSON, 


(113 — 1)! = —1 (mód 113). (18.18) 


Por otro lado, como 113 es un número primo que no divide a 97, entonces, por el corolario 
1. del teorema de EULER-FERMAT, 


97” = 1 (mód 113) (18.19) 


De (18.18) y (18.19), por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edi- 
ción]) de las congruencias, sumándolas miembro a miembro, 


(13 — D! +97%* =-—1+1 (mód 113), 


esto es, 
112! + 97? = 0 (mód 113), 


es decir, 


112! + 97”” es múltiplo de 113. 
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Ejemplo 491 


Usando la teoría de relaciones de congruencia, demostremos que 7 divide a 111174 
2222". (Indicación: Demostremos que 1111 = 5 (mod 7) y que 2222 = 3 (mod 7); para 
ello, usemos que 1111 = 10? 4-10? +-10'+-10% y que 2222 = 2: 1111. Finalmente, apliquemos 


el teorema de EULER-FERMAT para intentar hacer que las potencias caigan en picado). 


Cfr. [206]: ejercicio 1.5 (p. 14). 


Resolución. Veamos. Por un lado, 
= 1 (mód 7), (18.20) 


10' = 3 (mód 7). (18.21) 


Calculemos ahora la congruencia correspondiente a 10? mediante una estrategia general 


por la propiedad multiplicativa aplicada a (18.21) consigo misma, 
10' -10' =3-+3 (mód 7), 
y aplicando la transitiva de = (mód 7) a ésta y a 3? = 2 (mód 7), obtenemos 


2 (mód 7), (18.22) 


HR 
o 
ll 


Usemos la misma estrategia para calcular la congruencia correspondiente a 10* de nuevo 


por la propiedad multiplicativa aplicada esta vez a (18.21) y (18.22), 
10' -10” =3-2 (mód 7), 
y aplicando la transitiva de = (mód 7) aéstaya6 = —1 (mód 7), obtenemos 
10? = —1 (mód 7). (18.23) 
Ahora, al ser 1111 = 1-10? +1-10?+1-10* +1-10% (nos lo dicen en la indicación), entonces, 


por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]) de las congruencias, 


aplicada reiteradamente a (18.20), (18.21), (18.22) y (18.23), 
10? + 10? + 10 +10 = -—14+2+3+1 (mód 7), 


esto es, 
1111 =5 (mód 7), 
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de donde, por la propiedad producto por escalar entero (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta 
edición]), multiplicando por 2 en ambos lados, 


2 1111 =2-+5 (mód 7), 
y aplicando la transitiva de la relación = (mód 7) a ésta y alo = 3 (mód 7), obtenemos 


2222 = 3 (mód 7). 


Ahora, por la propiedad potencia (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]) de las 
congruencias, 


11 =5 (mód 7) > 111% = 52 (mód 7), 


2222 =3 (mód 7) > 2222” =3"" (mód 7), 


y, de nuevo, por la propiedad aditiva, 


11112??? + 2227. = Det + gun (mód 7) (18.24) 


Por otro lado, por el teorema de EULER-FERMAT (vid. supra teorema 18.84 [p. 895 de esta 
edición]), como 7 es primo y 5 no es múltiplo de 7, se tiene que 


571 = 5% =1 (mód 7), 


(18.25) 
y como 3 no es múltiplo de 7, también que 
371 =3%=1 (mód 7), 
de ésta, por la simetría de la relación de equivalencia = (mód 7), 
1= 3% (mód 7). (18.26) 


Aplicando la transitividad de la relación de equivalencia = 


(mód 7) a (18.25) y (18.26), 
obtenemos 


6 


sé =3%* (mód 7). 


Observemos también que por la propiedad potencia (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de 
esta edición]) de las congruencias, 


1 (mód 7), para todo n E N, 


=1 (mód 7) > (3%)” =1 (mód 7), paratodo m EN. 


ul 
mn 
11! 
pun 
E 
Os 
a ea 
a] 
SÁ 
ES 
ul 
eN 
ps 
11! 
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Además, como 1111 = 185:6 + 1y2222 = 3706 +2 (esto es, 1111 =1 (mód 6) y 2222 = 2 
(mód 6)), entonces 


Ahora bien, de (5%)? = 1 (mód 7) (de la observación en el penúltimo párrafo, en parti- 
cular para n = 370), por la propiedad producto por un escalar entero (vid. supra teorema 18.64 
[p. 877 de esta edición]), 

5922 — (56)370 5 =8 (mód 7), (18.27) 


y de (3%) = 1 (mód 7), de nuevo por la propiedad producto por un escalar entero, 


gun a Ed , z => EJ (mód 7) (18.28) 


De (18.27) y (18.28), por la propiedad aditiva de las congruencias, sumándolas miembro a 
miembro, 
De + Hu = De + 3! (mód 7) (18.29) 


y, por tanto, de (18.24) y (18.29), por la transitividad de = (mód 7), obtenemos 
111% + 2222” =5* +3! (mód 7), (18.30) 
y como 5? + 3 = 28 y 
28 =0 (mód 7), (18.31) 
por la transitividad de = (mód 7) aplicada a (18.30) y (18.30, 


2222 


111% + 2222” =0 (mód 7), 


en otras palabras, 11117? + 2222)” es múltiplo de 7. 


$ 18.13 Congruencias lineales simultáneas 


Ejemplo 492 


En un ensayo de una banda de música sucede que: tanto si desfilan de 4 en 4, como 
si lo hacen de 3 en 3 o de 2 en 2, sobra una persona (en la última fila sólo hay una perso- 
na), pero si desfilan de 5 en 5, no sobra ni falta nadie (en todas las filas hay 5 personas). 


¿Cuántas personas componen la banda si son menos de 100 personas? 
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Resolución. Formalicemos la situación con congruencias. Veamos; si desfilan de 4 en 4, 
sobra una persona (en la última fila sólo hay una persona), esto quiere decir que al dividir el 


número total de personas x entre 4, el resto es 1, en lenguaje de congruencias, 
x =1 (mód 4); 

similarmente, si desfilan de 3 en 3, sobra una persona, esto es, 
x =1 (mód 3); 

si desfilan de 2 en 2, sobra una persona, es decir, 


x =1 (mód 2). 


Tenemos así el sistema de congruencias lineales 


x =1 (mód 4) 
x =1 (mód 3) 
x =1 (mód 2) 


Este sistema no es complicado de resolver. Usando la definición de congruencia, reescri- 
bimos el sistema de esta forma: 


x—1=0 (mód 4) 

x—1=0 (mód 3) 

x—1=0 (mód 2) 
Este sistema nos informa de que 


x — 1es múltiplo de 2, 3 y 4, 


así que, 
x — 1es múltiplo del mínimo común múltiplo de 2, 3 y 4, 
es decir, 
x — 1es múltiplo de 12, 
esto es, 


3N€Z,x=12nN+1 
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—en lenguaje de congruencias, x =1 (mód 12)—, por lo que sumando 1a cada múltiplo de 12 


menor que 100 (la banda tiene menos de 100 personas), resulta que se trata de 


13, 25, 37, 49, 61, 73, 85 0 97 personas. 


Y como nos dicen que si desfilan de 5 en 5 no sobra ni falta nadie, el número de personas 


es múltiplo de 5, por tanto, hay dos posibles soluciones, 25 u 85 personas. 


Ejemplo 493 


(Variante del ejemplo 492 [p. 906]). En un ensayo de una banda de música sucede 
que: si desfilan de 2en 2, de 3 en 3 o de 4 en 4, entonces falta una persona en la última fila 
(hay un hueco), pero si desfilan de 5 en 5, no falta ni sobra nadie (en todas las filas hay 5 


personas). ¿Cuántas personas componen la banda si no son más de 100 personas? 


Resolución. Para darnos cuenta de lo que significa «faltar», escribamos el sistema en tér- 
minos de «sobrar», en vez de «faltar», así, al desfilar de 4 en 4, faltar 1 equivale a sobrar 3, 


x =3 (mód 4), 


esto es, 


x mód 4 = 3 mód 4, (18.32) 


pero también se tiene que 


3 mód 4 = —1 mód 4; (18.33) 


ahora, de (18,32) y (18,33), por la transitiva de la igualdad, 
x mód 4 = —1 mód 4, 


esto es, 


x= -—1 (mód 4); 


mediante un razonamiento similar para los casos de desfilar de 3 en 3 y de 2 en 2, tenemos que 


x =-—1 (mód 3) y x =-—1 (mód 2). 
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Tenemos así el sistema de congruencias lineales 


x =-—1 (mód 4) 
x =-—1 (mód 3) 


x= -—1 (mód 2) 


que resolvemos siguiendo la idea del ejemplo 492 (p. 906 de esta edición), esto es, usando la 


definición de congruencia, reescribimos el sistema en la forma: 


x+1=0 (mód 4) 

x+1=0 (mód 3) 

x+1=0 (mód 2) 
Este sistema nos informa de que 


x + 1es múltiplo de 2, 3 y 4, 


así que, 
x + 1es múltiplo del mínimo común múltiplo de 2, 3 y 4, 
es decir, 
x + 1es múltiplo de 12, 
esto es, 


3nN€Z,x=12n-—1 


—en lenguaje de congruencias, x = 11 (mód 12))—, por lo que restando 1 a cada múltiplo de 


12 no mayor que 100 (la banda no tiene más de 100 personas), resulta que se trata de 


11, 23, 35, 47,59, 71,830 95 personas. 


Y como nos dicen que si desfilan de cinco en cinco no falta ni sobra nadie, el número de 


personas es múltiplo de 5, por tanto, hay dos posibles soluciones, 35 u 95 personas. 


Actividad 18.15 


x+2y = 4 (mód 7) 
Resolvamos: Ñ 
4x + 3y = 4 (mód 7 


[AIC-W 10.4.2018:4]. 
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Actividad 18.16 

Dos personas llevaban un cesto de huevos. Un caballo que pasó a su lado hizo un extraño y 
les asustó, cayéndose el cesto y rompiéndose todos los huevos. La persona al cargo del caballo, 
queriendo pagarles su pérdida, les preguntó cuántos huevos llevaban en el cesto. Ellas no se 
acordaban exactamente aunque recuerdan que al contarlos en manos de tres sobraban dos y en 
manos de cuatro, sobraban tres. Calcule el número de huevos, sabiendo que estaba entre 100 y 
110, utilizando la teoría de las ecuaciones en congruencias. 


[EFO 1.6.2017:3b]. Cfr. [153]: ejemplo 12.6 (p. 351). 


Teorema 18.92 (Teorema chino de los restos) 
Sean Mo, M,, ..., M¿ primos dos a dos, sea M = m¿-m,-....m¿yseanbo, b,,..., by enteros 


cualesquiera, entonces el sistema de congruencias lineales 


x= bo (mód mo), 


x =b, (mód m,), 


x = bx (mód my). 


tiene una única solución módulo M (es decir, cualquier otra solución es congruente módulo M 
con ésta) que es 


x= boM.M/ + b,MM +... + b¿M¿M£ (mód M) 


siendo para todo ¿ € N2x+1, M; = M/m, y Mi el inverso único de M; módulo m;, esto es, la 


única solución de M;x = 1 (mód m;), solución que existe por ser mcd(M;, m;) = 1. 


Ejemplo 494 


Sea n un número entero positivo menor que 60 y sean a, b y c los restos de dividir 
n entre 3, 4 y 5, respectivamente. Utilizar el teorema chino de los restos para demostrar 
que n es el resto de dividir 400 + 45b + 36c entre 60. 


[EFE 29.6.2018:3]. 


Resolución. En esta ocasión, m,, m, y m, son los enteros positivos 3, 4 y 5, respectiva- 
mente, que son coprimos dos a dos. Por otra parte, M = 3-4-5= 60. Así: 


6 
yz (mód 3) + 20y, =1 (mód 3) >y,=2  [20-2=40=1 (mód 3)] 
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60 
Ya =1 (mód 4) > 15y, =1 (mód 4) > y, = [15 -3=45=1 (mód 4)] 
ye =1 (móds) + 12y,=1 (móds) >4y,=3  [12-3=36=1 (mód s)] 


Por el teorema chino de los restos, 
60 60 60 
n= A (mód 60) 


= (400 + 45b + 36c) (mód 60), 


es decir, 
n mód 60 = (40a + 45b + 36c) mód 60, 
esto es, 
n = (404 + 45b + 36c) mód 60. 
Actividad 18.17 


Matemagia (adivinación y mentalismo).— Pedimos a alguien que piense un número menor que 
30. Lo adivinaremos. Para ello, debe decirnos los restos del número que ha pensado al dividirlo 


por 2,3 y 5. ¿Qué fórmula debemos conocer para poder dar la respuesta? 


Ejemplo 495 


Dadoslos n primeros números primos consecutivos, p, = 2,P2 = 3,P3 =5,P4=7, 
Ps = 11, Ps = 13,..., Pn, ¿Cuáles son los números naturales cuya división entera por p, 


da resto 1, por p, da resto 2, por p, da resto 3, ..., por p, da resto n? 


Resolución. Ésta es una cuestión clásica que puede resolverse con el teorema chino de 


los restos. 


Por ejemplo, si n = 3, entonces los números buscados son 23, 53, 83,....,estoes, 23 +30k, 
para k =:0,1,2,3, +... Ya quel = 23 mód 2 = 53 mód 2. = 83. mód 2 =...,2 =23 múód 3 = 
53 mód 3 = 83 mód 3 =...y3 = 23 mód 5 = 53 mód 5 = 83 mód 5 =...,estoes, (23 + 
30k) mód 2 = 1, (23 + 30k) mód 3 = 2 y (23 + 30k) mód 5 =3. 


Pensar sobre esto podría ayudarnos a comprender el teorema chino de los restos. 
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Teorema 18.93 (Teorema chino de los restos, extensión |!) 


Sean Mo. Mi, 2, M4 primos dos a dos, seal 12M, > Mp, sean Do, DD ente- 


ros cualesquiera y sean 0., a,,..., a enteros tales que mcd(a;, m;) = 1 —por lo que cada a; 


admite un inverso único a¿—, entonces el sistema de congruencias lineales 


ax = bo (mód mo), 


ax = b, (mód m,), 


= bx (mód mz), 


es equivalente al sistema 


x = bya (mód mo), 


x= b,a, (mód m,), 


x= ba, (mód m4), 


al que puede aplicarse el teorema chino de los restos. 


Teorema 18.94 (Teorema chino de los restos, extensión ll) 


Si Mo, M,,..., M SON primos dos a dos y M = mo - m,-...- my, entonces la ecuación 
x=n (mód M) 


es equivalente al sistema 
n (mód mo), 


n (mód m;), 


n (mód m4). 


Actividad 18.18 


Resolvamos el sistema x =5 (mód 6), x = 8 (mód 21). 


Actividad 18.19 


¿Tiene solución el sistema formado por el anterior y la ecuación x = 3 (mód 12)? 
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$ 18.14 Criterios de divisibilidad 


Definición 18.29.— Decimos que r € Z es el resto potencial de grado k € N (o sinónimamente, el 
khaésimo resto potencial) de x módulo m (o sinónimamente, de x respecto de m), precisamente si es una 


solución de la ecuación de congruencia x* = r (mód m). 


Definición 18.30.— Dados b,m € Z*, los restos potenciales sucesivos de b módulo m son los números 


For Fis». , Tx tales que b* = r, (mód m), b' =r, (mód m),...,b* = rr, (mód m). 


Observación 18.14.0.— Sucede que: 


O. los restos potenciales sucesivos de b módulo m son las clases de equivalencia de restos [b/] 


módulo m de las sucesivas potencias de b: [b?], [b*], [b?], ...; 


_ 


una vez obtenemos un resto potencial sucesivo igual a otro anterior, los restos comienzan a 


repetirse de forma periódica, esto es, si r; = rtyp, entonces la sucesión de restos potenciales 


sucesivos es Lom Pta Pto tp Pto ++ 1 Ft4p10 + > ás 

2. elnúmero de restos potenciales sucesivos distintos de b respecto de m es como máximo m—1, 
esto es, t + p < m con los t + p restos fo, fi, ... ,Ftyp-1 Módulo m, todos distintos; 

3. no hay restos en la parte no periódica si, y sólo si, b y m son primos entre sí. 


Teorema 18.95 (Cálculo de los restos potenciales sucesivos) 


Si b' =r; (mód m) y b! = r; (mód m), entonces b'*/ = rir; (mód m). 


Demostración. Por la propiedad multiplicativa de las congruencias. 


Teorema 18.96 (Criterio general de divisibilidad en base decimal) 
Dados m, n € Z*, n escrito en forma polinómica en base 10, n = N¿ + N, +10 + n, : 10? + 
- == + ny + 10%, entonces n es divisible entre m si, y sólo si, (Moro + MF, + N21a +++ + Ngrk) 


es divisible entre m, siendo ro, r,, ..., rx los restos potenciales sucesivos de 10 módulo m. 


Es éste un caso particular del criterio general de divisibilidad en cualquier base. 


Teorema 18.97 (Criterio general de divisibilidad en cualquier base (CGD)) 


Dados m, n € Z*, nescrito en forma polinómica en base b,n = no. +n,:b+n,:b?+---+nN: 


b*, entonces n es divisible por m en base b si, y sólo si, (Moro + MK, + Mar, +++ + Ngrg) es 


divisible entre m en base 10, siendo r,, r,, .. ., rx los restos potenciales sucesivos de b módulo 


m. 
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$ 18.14.0 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 496 


Queremos: 

O. usando el criterio general de divisibilidad, hallar el criterio de divisibilidad por cin- 
co en el sistema de numeración nonario (base nueve); 

1. utilizar el criterio de divisibilidad hallado para averiguar si el número nonario 
33333(9 es divisible por cinco; 

2.  sinolo fuese, usar el criterio de divisibilidad hallado para averiguar para qué cifras 
nonarias x, el número nonario 33x33(, es divisible por cinco. 


[EFE 29.6.2018:4]. 


Resolución. 
> . . k i 
O. Sean(y = ax... a,0,0, Un número nonario de k + 1 cifras, esto es, ny = ) ;_,9'a;, con 
010, L Ze. 8) YO 40: 


Para poder aplicar el criterio general de divisibilidad en el sistema de numeración nona- 
rio, calculemos primero los restos potenciales sucesivos de 9 módulo 5: Al ser 


9 =1=1 (mód 5), 
9 =4=-1 (mód 5), 
9% =9:9=4-:4=16=1 (mód 5), [prop. multiplicativa] 


esto es, r, = ro, es decir, los restos comienzan a repetirse de forma periódica, por lo que 
los restos potenciales sucesivos de 9 módulo 5, r,, r,, F,, ..., son, bien 1, 4,1, 4,1, 4,1, 4, 
..., bien 1, —1, 1, 1,1, —1, 1, —1, ... —observemos que no hay residuos en la parte no 


periódica porque 9 y 5 son primos entre sí—. 


Aplicando ahora el criterio general de divisibilidad en base 9, ny = N¿... N¿N,N, €s divi- 


sible por 5 en el sistema de numeración nonario si, y sólo si, nor. + Nr +FN2r,+H...ENgrk 


es divisible por 5 en el sistema de numeración decimal, esto es, 


a, +44, +... + b), donde b = a (k par) o b = 404 (k impar), 


M9 (95 > 5| (4. +44; 
o bien, eligiendo el segundo conjunto de restos, 


Ntl(95 > 5| (a. —01+0,—03+...+ (—D)“az) E 
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y este es un criterio de divisibilidad por 5 en base 9 —el obtenido mediante el criterio 


general de divisibilidad en base 9—, en palabras, 


un número nonario es divisible por s si, y sólo si, la suma de sus cifras de lugar 


par menos la suma de sus cifras de lugar impar es divisible por 5. 


1. El número 33333(s no es divisible por 5 en el sistema de numeración nonario ya que 3 — 


3+3-—3+3= 3 noes divisible por 5 en el sistema de numeración decimal. 


2. Para que 33x33(, sea divisible por 5 en el sistema de numeración nonario debe ocurrir que 
3-3+x-—3+3 = x sea divisible por s en el sistema de numeración decimal; como 


x € [0,1,2,...,8), sólo hay dos cifras nonarias que lo hacen divisible por 5, a saber, o o 


5, por lo que los números son 33033 (9 Y 33533(0- 


Ejemplo 497 


Usando el criterio general de divisibilidad, hallemos un criterio de divisibilidad por 


7 en el sistema de numeración duodecimal (base 12). 


[EFE 7.7.2021:5b]. 


Resolución. Sea N(1 = ... 3N2N1N4. Para utilizar el criterio general de divisibilidad de- 
bemos calcular los restos potenciales de 12, módulo 7. Multiplicando sucesivamente las con- 


gruencias miembro a miembro (propiedad de multiplicación), se tiene: 


12% =1=1 (mód 7) 


12 =12=5=-—2 (mód 7) 
> 12-12? =5-5 (mód 7) > 12? =25 =4= -—-3 (mód 7) 
> 12 -12?=5-4 (mód 7) > 12? =20=6=-—1 (mód 7) 
>12.122=5-6=5-:(-1) (mód 7) >12*=30=2=-5 (mód 7) 
>12.12%=5-2=5: (—5) (mód 7) > 122 =10 =3=-—25 = —4 (mód 7) 
> 122-122 =5-3=5-:(—4) (mód 7) > 12 =15=1=-20=1 (mód 7) 


Los restos potenciales se repiten de 6 en 6. Fabriquemos un criterio basado en la sucesión de 


restos potenciales 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


18. 


14. Criterios de divisibilidad 916 


así, un primer criterio, construido a partir del criterio general de divisibilidad, es 


71N(1 => 7|(No +5N, + 40, + 603 + 24 +35 + 6 +5N7+...) 


que leeríamos: «un número es divisible por 7 en base 12 si, y sólo si, la cifra de las unidades más 
5 veces las decenas, más 4 veces las centenas, más 6 veces las unidades de millar, más 2 veces las 
decenas de millar, más 3 veces las centenas de millar, más las unidades de millón... es divisible 


por 7 (en base 10)», 


o bien en la sucesión de restos potenciales 


nio 1 2 3 4 56 7 8 9 
Fr 154 -1 =5 —4 1.5 4 -—1 


así, un segundo criterio, construido también a partir del criterio general de divisibilidad, es 
7102 + 7| (No +5N, + 4, — M3 — 5N4 —4N5 + N5+5N7+...) 


que leeríamos: «un número es divisible por 7 en base 12 si, y sólo si, la cifra de las unidades 
más 5 veces las decenas, más 4 veces las centenas, menos las unidades de millar, menos 5 veces 
las decenas de millar, menos 4 veces las centenas de millar, más las unidades de millón..., es 
divisible por 7 (en base 10)», 


o bien en la sucesión de restos potenciales 


nilo 1. 2. 3456 7 8 09 
Mmi1 -2 -3 -1 2 3 1-2 -3 -1 


así, un tercer criterio, construido también a partir del criterio general de divisibilidad, es 
71N (1 2 7| (No — 24 — 302 — M3 +20, +35 + N¿— 217 +...) 


que leeríamos: «un número es divisible por 7 en base 12 si, y sólo si, la cifra de las unidades 
menos 2 veces las decenas, menos 3 veces las centenas, menos las unidades de millar, más 2 


veces las decenas de millar, más 3 veces las centenas de millar, más las unidades de millón..., es 


divisible por 7 (en base 10)». 


Ejemplo 498 


El número 79€ es divisible por 7 en base 12. 


Resolución. En efecto, este hecho se sigue de la aplicación de cualquiera de los criterios 


propuestos en el ejemplo inmediatamente anterior: 
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= porel primer criterio, 79C es divisible por 7 en base 12 porque 11+5-9+4-7 = 84 es 
divisible por 7 en base 10; 


=  porelsegundo criterio, 79C es divisible por 7 en base 12 porquel11+5-9+4-:7= 84es 
divisible por 7 en base 10, y 


= porel tercer criterio, 79C es divisible por 7 en base 12 porque 11 — 2-9—3-7= —28 es 


divisible por 7 en base 10. 


Actividad 18.20 
Hallemos el criterio de divisibilidad por 2 en base 10. 


Actividad 18.21 
Hallemos el criterio de divisibilidad por 3 en base 10. 


Actividad 18.22 
Hallemos el criterio de divisibilidad por 2 en base 7. 


Ejemplo 499 


Utilicemos el criterio general de divisibilidad en cualquier base (CGD) para hallar 


criterios de divisibilidad por 7, por 11 y por 13, en base diez. 


[EFO 1.6.2017:4a], [EFE 19.1.2023:5a], [EFO 24.5.2023:5a]. 


Resolución. A partir del CGD, hallemos criterios de divisibilidad por 7, por 11 y por 13, en 


base diez. 
I. Un criterio de divisibilidad por7 en base diez. 


Calculemos la sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 7 (aplicamos: la pro- 
piedad multiplicativa de congruencias; el resultado de que al ser coprimos 10 y 7 no hay 
parte no periódica, y el hecho de que cuando se repite por primera vez 1, ahí comienza de 


nuevo la secuencia finita identificada de restos): 


10” =1 (mód 7), 

10' = 3 (mód 7), 
10? =10' -10' =3:-3=9=2 (mód 7), 
10? =10' 10? =3-2=6=-—1 (mód 7), 
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La sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 7, Fo, f,, F,, l3, F4, Fs, - . . €sS 
LE; 3, 2, —1, 3, —=2, L; 3, 2, —L, 3, —=2, 1, 3, 2, E 


por lo que por el criterio general de divisibilidad, que n sea divisible por 7 en base diez 


equivale a que Ny + 3N, + 2N, — N¿— 3N¿— 2 +...sea divisible por 7 en base diez. 


Criterio. En el sistema de numeración decimal, el número n es divisible por 7 si, y sólo si, 


No +3N,+2n,— 3 3n,¿—2n5+...es divisible por 7. 
II. Un criterio de divisibilidad por 11 en base diez. 


Calculemos la sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 11 (aplicamos: la pro- 
piedad multiplicativa de congruencias; el resultado de que al ser coprimos 10 y 11 no hay 
parte no periódica, y el hecho de que cuando se repite por primera vez 1, ahí comienza de 
nuevo la secuencia finita identificada de restos): 


a] 
O 
11! 


1 (mód 11), 
10' = —1 (mód 11), 


-10* = (-1) : (-1) = 1 (mód 11). 


La sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 11, Fo, f,, fz, 13, Faq, Fs, . . . eS 
1, -1,1,-1,1,-1,1,..., 


por lo que por el criterio general de divisibilidad, que n sea divisible por 11 en base diez 


equivale a que N¿ — N, + N,— nz + n,¿— Ns +...sea divisible por 11 en base diez. 


Criterio. En el sistema de numeración decimal, el número n es divisible por 11 si, y sólo si, 


NN, +N,—N3+n,—n5+...es divisible por 11. 
III. Un criterio de divisibilidad por13 en base diez. 


Calculemos la sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 13 (aplicamos: la pro- 
piedad multiplicativa de congruencias; el resultado de que al ser coprimos 10 y 13 no hay 


parte no periódica, y el hecho de que cuando se repite por primera vez 1, ahí comienza de 
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nuevo la secuencia finita identificada de restos): 


10? =1 (mód 13), 
10' = —-3 (mód 13), 
10? = 10' -10' = (-3) - (-3) =9 = —4 (mód 13), 
10? =10' -10* = (-3) - (-4) =12 = —1 (mód 13), 
10* =10' -10? = (-3) - (-1) =3 (mód 13), 
10% = 10' -10* = (-3) -3= —9= —(-4) = 4 (mód 13), 
10% = 10! 10% = (-3) -4=-—12= —(-1) =1 (mód 13). 


La sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 13, Fo, f,, fz, F3, gs Fo, . . . eS 
L, 3, —4, —1, 3, 4, l, 3, —4, —1, 3, 4, 1, 3, —4, A 


por lo que por el criterio general de divisibilidad, que n sea divisible por 13 en base diez 


equivale a que Ny — 3N, — 4, — Ny + 3N4¿ + 4n5 +... sea divisible por 13 en base diez. 


Criterio. En el sistema de numeración decimal, el número n es divisible por 13 si, y sólo si, 


No — 3N, — 4N, — N3 + 3N, + 4n5 +...es divisible por 13. 


Ejemplo 500 


Utilicemos los criterios de divisibilidad por 7, 11 y 13 para demostrar que, en base 


diez, el número natural de seis cifras abcabc es divisible por 1001. 


[EFO 1.6.2017:4b], [EFE 19.1.2023:5b], [EFO 24.5.2023:5b]. 


Resolución. Sean = abcabc. Como 1001 = 7:11:13, hemos de demostrar que7|n,11|n 


y 13|n. Veamos. Según los criterios hallados en el apartado anterior: 
7|n si, y sólo si, (c + 3b +2a — c—3b —2a) = 0 es múltiplo de 7; 
1|nsi, y sólo si, c=b+a=—c+b-— a) = 0es múltiplo de 11; 
13|n si, y sólo si, c — 3b— 4a — c+3b +4a) = 0 es múltiplo de 13. 


Como, ciertamente, 7|o, 11|o y 13|o, se tiene que 7|n, 11|n y 13|n, respectivamente y, por lo 


tanto, que 1001| abcabc. 
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Ejemplo 501 


Utilicemos el criterio de divisibilidad por 11 para encontrar todos los valores de a y 
b para los que el número decimal de tres cifras 1ab es divisible por 55. 


[EFE 25.6.2019:4b]. 


Resolución. Como 1a b debe ser divisible por 55, también debe serlo por 11 y por 5. 


Por un lado, como debe ser divisible por 11, también debe serlo (1 + b) — a. Como 1 < 
1+b<10y-—9< —a < O, entonces, sumando, —8 < (1+ b) + (—a) < 10, y como el único 
múltiplo de 11 en |—8, 10] es O, se tiene que (1+ b) — a =0,estoes,1+ b= a. 


Por otro lado, como 1ab debe ser divisible por 5, b = oob = 5, de donde1 = ao 


1 +5 = a, y por tanto, 1ab es 110 o 165 (que, en efecto, son múltiplos de 55 ya que son 55 - 2 y 


55 : 3, respectivamente). 


Ejemplo 502 


Utilicemos el criterio general de divisibilidad para hallar un criterio de divisibilidad 
por 101 en base diez. 


Resolución. Para poder aplicar el criterio general de divisibilidad en el sistema de nume- 


ración decimal, calculemos primero los restos potenciales sucesivos de 10 módulo 101: 


1 (mód 101), esto es, y, = 1, 
10' = 10 (mód 101), esto es, r, = 10, 


10” = 100 = —1 (mód 101), esto es, r, = —1, 


—parece más fácil operar y recordar —1 que 100, pero es algo enteramente a nuestra elección, 


somos quienes «fabricamos» el criterio— 


10? = 10' 10? = 10 + (—1) = —10 (mód 101), esto es, r¿ =—10,  [prop. multiplicativa] 
10* = 10? - 10? = (—1) - (-1) =1 (mód 101), esto es, r, = 1, [prop. multiplicativa] 
esto es, 1, = ro, es decir, los restos comienzan a repetirse de forma periódica, por lo que la 
sucesión de restos potenciales sucesivos de 10 módulo 101, Fo, F,, F,, ...,€S 1,10, —1, —10, 1, 10, 
—1, —10, 1, 10, ... —no hay residuos en la parte no periódica porque 10 y 101 son primos entre 


/ 


si—. 
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Aplicando ahora el criterio general de divisibilidad en base 10, n = n;...n,n,n, es divi- 


sible por 101 si, y sólo si, Nor, + MK, + Nr, +... + ngrz es divisible por 101, esto es, 


n = nx... nzn,ny es divisible por 101 si, y sólo si, n/ + 10N, — N, — 10N3 + N¿ + 


10n;5 — n¿—10n, +...es divisible por 101, 


y este es un criterio de divisibilidad por 101 en base 10 —el obtenido mediante el criterio general 
de divisibilidad en base 10—, en palabras —quizás en este caso más difícil de recordar, pero es 
p p 


una mera traducción del criterio a palabras—, 


un número es divisible por 101 si, y sólo si, la cifra de las unidades más diez ve- 
ces las decenas, menos la cifra de las centenas, menos diez veces las unidades de 


millar, más la cifra de las decenas de millar, más diez veces las centenas de millar, 


menos la cifra de las unidades de millón, y así sucesivamente, es divisible por 101. 
Ejemplo 503 


En el sistema de numeración decimal —base 10—, determinemos las cifras x e y 


para que el número 7x1y4 sea múltiplo de 11 y de 101. 


Resolución. 


I. Consecuencia de exigir que sea múltiplo de 11. 


Por un lado, para que 7x1y4 sea múltiplo de 11, por el criterio de divisibilidad por 11, se 
deduce que debe satisfacerse que (4+1+7)—(x+y) es múltiplo de 11, esto es, 12— (x+ y) 
es múltiplo de 11, esto es, —(x + y) es de la forma múltiplo de 11 menos 12. 


El conjunto de los múltiplos no negativos de 11es M*(11) = [o,11, 22,33, ...) restándoles 
12, M* (11) — 12 = [-—12, —1,10,21,...). Como x e y son cifras decimales, 0 < x,y < 9, 
entonces o < x + y < 18, de donde -18 < —(x + y) < o, porlo que —(x + y) = —10 
=(x + y) = -12, esto es, x e y satisfacen dos situaciones posibles, que x + y = 10 que 


x+y=12. 
II. Consecuencia de exigir que sea múltiplo de 101. 


Por otro lado, de tener que ser 7x1y4 múltiplo de 101, por el criterio de divisibilidad por 
101, se deduce que x e y satisfacen que 4 + 10y — 1 — 10x + 7 es múltiplo de 101, esto 
es, 10 + 10y — 10x es múltiplo de 101, esto es, 10 - (14 y — x) es múltiplo de 101 y como 
10 - (1 + y — x) es múltiplo de 101 y 10 no es múltiplo de 101, entonces 1 + y — x es 
múltiplo de 101, pero como x e y son cifras decimales —base10—,0O < x, y < 9, entonces 


=9< Y —XS< 9y, por tanto, -8<1+y->—xXS< 10. 
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El único múltiplo de 101 en esas condiciones, esto es, entre —8 y 10, es O, por lo que x e y 


satisfacen una única situación posible, a saber,1+ y — x =0. 
III. Consecuencia de exigir que sea múltiplo de 11 y de 101. 


En resumen, de ser múltiplo de 11 hemos deducido dos situaciones posibles, x + y =10 


x + y = 12, y de ser múltiplo de 101, una situación posible, 1 + y —x =0. 


Tenemos pues 1-2 = 2 situaciones combinadas posibles [principio de la multiplicación], 
dos sistemas de ecuaciones: [1+y—=x=0,x+y=1 y[1+y-x=0,x+y=12), 


cuya resolución es: 


A x+y=I1 x+y=12 
I+FY=x=0 x=1 x*=13/2, 
y=0  =1./2 


Solución válida. Solución no válida: 
nixni y 


son cifras decimales. 


Solución.— Luego hay una única solución: x = 1e y = O. Por tanto, el número buscado 


es 71104. 


Ejemplo 504 


En base 10, hallemos las cifras x e y para que el número 12x4y567 sea divisible por 
33. 


Resolución. 33 =3-: 11. 


Un número es divisible por 3 precisamente si lo es la suma de sus cifras, en este caso, 
3|12xy567 > 3|(7+6+5+y+x+2-+1), 
esto es, 


3|12xy567 + 3|(21+x+ y) 
S21+x+y=3 


Sox+y=3-21. 


Además, x e y son cifras decimales por lo que o < x, y < 9, de donde o < x + y < 18. 
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Hallamos, por tanto, qué diferencias 3—21satisfacen pertenecer a [o, 18];tales diferencias 


son: 
o(=3:7=21), 
3(=3-8-—21), 
6(=3-9—21), 
9(=3-10—21), 
12 (=3-11—21), 
15(=3-12-—21), 
18(=3-13-—21), 


por lo que pueden suceder siete situaciones posibles, asaber,x+y =0Yx+y=3Yx+y= 
6Yx+y=9Yx+y=12Yx+y=15 Y x+y=18. 


Un número es divisible por 11 precisamente si la suma de las cifras de lugar par menos la 
suma de las cifras de lugar impar es divisible entre 11, en este caso, 


11|12xy567 o n|((7+5+x+1) — (6+ y +2)) esto es, 


11112xy567 > 1] (5+x-— y) 
o5+x-y=1Hú 


Sx=y=H1-5. 


Además, x e y son cifras decimales, por lo que o < x,y < 9, de donde —9 < 
x— y < 9. Hallamos, por tanto, qué diferencias 11 — 5 satisfacen pertenecer a |—9, 9): 
n—s=([.. ,-s(=0-—5),6(= 11—5),...), por lo que pueden suceder dos situaciones po- 
sibles: x — y ==5 Y x-y=6. 


Tenemos entonces, por el principio de la multiplicación —<cfr. infra $ 19.1.1(p. 1004 de esta 
edición)—, 7 - 2 = 14 situaciones posibles: 


A x+y=0 x+y=3 x+y=6 x+y=9 x+y=1 x+y=15 x+y=18 
X=Y=-5 X=-5/2, x=-1, x=1/2, x=2, x=7/2, x=5, x=13/2 
y=7 y =10 
SNV(xNCD) SNV(xNCD) SNV(xNCD) SV(x,yCD) SNV(xNCD) SNV(xNCD) SNV(x NCD) 
x=y=6 x=3, x=9/2, x=6, x=15/2, x=09, x=21/2, x=12 
y=->3 y=0 y=3 


SNV (y NCD) SNV(xNCD) SV(x,yCD) SNV(xNCD) SV(x,yCD) SNV(xNCD) SNV(x NCD) 


SNV: solución no válida; SV: solución válida; NCD: no es/son cifra/s decimal/es; CD: sí es/son 
cifra/s decimal/es. 
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Luego hay tres posibles soluciones: (x, y) € ([(2,7),(6,0), (9, 3)). 


Así, los números posibles son 1227 567, 1260 567 y 1293 567, divisibles entre 33, siendo sus 


cocientes respectivos: 37199, 38 199 y 39199. 


$ 18.15 Ecuaciones diofánticas 


Definición 18.31.— Llamamos ecuación diofantica a toda ecuación algebraica con coeficientes enteros 


y cuyas soluciones las busquemos en los enteros. 


Teorema 18.98 (Resolución de ax = c) 


La ecuación diofántica ax = c tiene solución en Z si, y sólo si, a divide a c, y la solución es 


== 


C 
eE 


Teorema 18.99 (Resolución de ax + by = c) 
La ecuación diofántica lineal diádica —en dos variables— de grado uno, ax + by = c, tiene 
soluciones en Z si, y sólo si, dl divide a c, siendo d = mecd(a, b), y la solución general de ax + 


BU= ces 


donde (xo, Yo), con 


(7005 
d? 

c-t 
Yo 


, 


d 


es una solución particular de ax + by = c, siendo s y t los coeficientes de Bézout. 
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Teorema 18.100 (Resolución de MvXo. + 041 +::* + ApXp =C) 

La ecuación diofántica lineal poliádica de grado uno, 0vX. + 01X, + ::* + UpXp = C, tiene 
soluciones en Z si, y sólo si, d divide a c, siendo dl = mcd(a., a,,..., 0). Esta ecuación se 
resuelve reduciéndola a otra con una variable menos y así hasta una ecuación diádica, esto es, 
con sólo dos variables. 


Teorema 18.101 (Resolución de x? — y? = c) 


La ecuación diofántica no lineal diádica de grado dos, x?— y? = c,con c € Z, tiene soluciones 


en Z si, y sólo si, c admite descomposición en factores con la misma paridad (ambos pares o 


ambos impares). 


Demostración. Observemos, por cierto, que si puede factorizarse c en dos factores pares, c 
debe ser múltiplo de 4. La demostración del teorema se sigue de ser x? — y? = (x + y)(x — y) y 
suceder quesix+y = ayx-=y = b, entonces (x, y), conx = (a+b)/2ey = (a — b)/2, 
constituye una solución, porque, entonces, tanto si c es impar como si c es múltiplo de 4, cada una 


de tales descomposiciones con la misma paridad proporciona dos soluciones enteras (x, y), a saber, 


a+b a—=b a+b a-=b 
a A y - 2 ] 


mientras que si c es par pero no es múltiplo de 4, la ecuación no tiene soluciones enteras. 


Para resolver las cuestiones de los siguientes ejemplos debemos: l, proponer, razonando su por- 
qué, una ecuación diofántica que modelice la situación expuesta, y II, demostrar que tiene al me- 
nos una solución; después, debemos utilizar los coeficientes de BÉZOUT y la teoría de las ecuaciones 
diofánticas para: III, calcular una solución particular de la ecuación propuesta en 1; IV, calcular la 


solución general de la ecuación propuesta en l; V, calcular la solución de la cuestión en estudio. 


Si no recordásemos cómo calcular los coeficientes de BÉZOUT o la teoría de las ecuaciones dio- 
fánticas, podríamos resolver los apartados III, IV y V, por teoría de congruencias. 
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Ejemplo 505 


Imaginemos que debemos realizar un pago de 38 euros a una persona, pero en vez 
de euros sólo tenemos eslagnas (una eslagna equivale a ocho euros) y la otra persona sólo 
tiene dobeles (un dobel equivale a dos euros). Calculemos las eslagnas que debemos en- 
tregar para realizar el pago y los dobeles que deben devolvernos, siendo el número de 
eslagnas el menor posible. 


[EPF 14.5.2019:3]. 


Resolución. Si x e y representan el número de eslagnas y el de dobeles, respetivamente, 
entonces, se tiene: 


8x — 2y = 38, 
que simplificada queda: 
4x—y=9, 
Tenemos así una ecuación diofántica con dos variables; estudiémosla: 
I. ¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(4, —1) = mcd(4,1) = 1] 19. 
II. Coeficientes de BÉZOUT: p =0yq = —1. 


III. Una solución particular es: 


19:0 
Xo = — = O, 
1 
19 - (—1 
Yo => ) = —19, 
1 
IV. La solución general es: 
k 
x=0+--:(=1) 
1 
=-—k, 
k 
y A : (-4) 
= —19 — 4k, 


siendo k € Z.. 


V. Encontremos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio. Para ello, in- 
tentemos acotar k. Comparando los cambios de moneda y la cantidad a pagar, tenemos 


la seguridad de que en el pago van a intervenir eslagnas y dobeles, estoes:x > 0e y > O 
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y así: 


O<x=>0<-—k 
=>k<o, 


O< y =>0< —19—4k 


> 19 < —4k 

—19 
=>k<—= 

4 
=>k€1...,-7,-6,-5), 


Para que el número de eslagnas sea el menor posible, k debe ser el mayor posible, por 
tanto, k = —5, de donde x = —(—5) =5e y = —19-— 4(-5) =1. 


Solución.— Para realizar el pago de 38 euros con el menor número de eslagnas posible, 


debemos entregar s eslagnas (cantidad equivalente a 40 euros) y nos devolverán 1 dobel 


(lo que equivale a 2 euros). 


Ejemplo 506 


¿Cuáles son los números enteros positivos, múltiplos de tres, terminados en cinco 


y menores que cien? 


[SEP 12..5.2022:6]. Cfr. [150]: problema propuesto (y resuelto) 1.17 (pp. 41 y 52). 


Resolución. 


I.. Propuesta razonada. 


Los múltiplos de 3 son de la forma 3x; que terminen en 5 significa que al dividir entre 10, 


el resto es 5, por el algoritmo de la división, existe un único y tal que 
3x =10y +5, 


es decir, tal que 
3x + (—10)y =5. (18.34) 


Así, x e y designan números enteros positivos (x por ser 3x un múltiplo positivo de 3 e y 


por ser el cociente de la división euclidea de 3x por 10). 
II. Demostración de que (18.34) tiene al menos una solución. 


Como mcd(3, —10) = 1es un divisor de 5, entonces, por un teorema conocido, esta ecuación 
tiene al menos una solución (x, y) con x, y € Z. 
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III. Una solución particular de (18.34) es x, = 55/1, Yo = 5t/1, siendo s y t los coeficientes de 
BÉZOUT de 3 y —10, coeficientes de los que sabemos que existen en número infinito; por 
simple inspección, escogemos s = —3, t = —1, por lo que una solución particular de (18.34) 
es (Xo, Yo) = (—15, —5), que, como comprobamos, satisface la ecuación 3 - (—15) + (—10)- 
(=5) =5. 


IV. Lasolución general de (18.34) es 


con k € Z. 


V. Para encontrar la solución de la cuestión en estudio, veamos primero qué valores son posi- 
bles para k. Las restricciones que imponen la cuestión en estudio es que x e y designan 


números enteros positivos y que 3x < 100. De la solución general tenemos, por tanto, 


que: 
O<x+>0<-—15 — 10k 
> 15 < —10k 
15 
Sok<==2 
10 
3 
Ssk<-=2 
2 
y que 


O<y+>0<-—5—3k 


S5<-—3k 
5 

Ssk<-=—2 
3 


de donde k < mín [5 2) a a 
3 2 3 


Por otro lado, 


3x < 100 > 3(—15 — 10k) < 100 
*+> —45 — 30k < 100 


> —30k < 100 + 45 


145 

Sok>- — 
O 

29 
Sok>-—= 
6 
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En definitiva, 


29 5 
=—=x<k<-=2“ 
6 3 
de donde k € [—4, 3, —2). 
Recorremos estos valores de k hallando los correspondientes valores de x = —15 — 10k y 
de 3x: 
k = —4 > (x,3x) = (25,75); 
k=-=3 = (x,3x) = (15,45); 
k = —=2 => (x,3x) = (5,15). 


Solución.— Los números enteros positivos, múltiplos de tres, terminados en cinco y me- 


nores que cien, son tres, a saber, 15, 45 y 75. 


Observación 18.15.0.— Saber que el producto de un número impar por 5 termina en 5 —ya que 
(2y +1) - 5 =10y +5 y 10y termina en o—, nos permite plantear la ecuación diofántica en l), como 


igualando dicho producto, (2y +1) - 5, a ser múltiplo de 3, esto es, a 3x, en definitiva, (2y +1) - 5 = 3x. 


Observación 18.15.1.— El lado derecho de la ecuación 3x = 10y +5 sujeta a las restricciones 30x < 
100 y 0 < y < 9 no es más que el desarrollo en potencias 10' - y + 109 - 5 del número decimal de dos 


cifras y5. 
Ejemplo 507 


Se quiere empaquetar 64 objetos para su transporte. Se dispone de 5 cajas con ca- 
pacidad para 8 objetos cada una y otras 5 con capacidad doble, esto es, para 16 objetos 
cada una. Si no se tiene por qué utilizar todas las cajas sino maximizar el número de ob- 
jetos por caja, halle de cuántas formas se puede hacer el empaquetado final y cuáles son 


precisamente dichas formas. 


[AIC 10.4.2019:6], [EFE 19.1.2023:6], [EFO 24.5.2023:6]. 


Resolución. Si x e y representan el número de cajas con capacidad para 8 y 16 objetos, 


respetivamente, entonces tenemos lo que sigue. 


I. Propuesta de una ecuación diofántica que modelice la situación expuesta. 
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HL, 


III. 


IV. 


Lo expuesto en el enunciado queda representado por la ecuación 
8x + 16y = 64, 


que simplificada queda 
x+2y = 8. 


Como buscamos soluciones enteras, tenemos así una ecuación diofántica con dos varia- 
bles. Esta ecuación es irreducible en los enteros debido a que los números 1, 2 y 8 son 


primos entre sí. 

Demostración de que tiene al menos una solución. 

¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(1, 2) = 1 que es divisible por 8. 
Cálculo de una solución particular. 


Coeficientes de BÉZOUT, existen infinitos, ya que cualquier par (p, q) con p =1—2q con 
q € Z es solución de la ecuación p + 2q = 1. Tomamos, por ejemplo, p =-—1yq =1. 


Una solución particular es 


8- 
l 
Comprobación. En efecto, -8+2-8= 8. 


Cálculo de la solución general a partir de la particular anterior. 


La solución general es 


k 
x=-8+-:2 
1 
= —8+2k, 
k 
y=8+73 (1) 


siendo k € Z. 
Comprobación. En efecto, (—8 + 2k) +2 - (8 — k) = —8 + 2k + 16 — 2k = 8. 
Cálculo de la solución de la cuestión en estudio. 


Encontremos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio. Para ello, in- 


tentemos acotar k. Como nos dicen que disponemos de 5 cajas de cada tipo, tenemos: 
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O<x<5y0< y < 5(xe y son enteros no negativos porque representan números de 
cajas) y así: 
O<SX<5>0<-8+2k<5 
> 8<2k<13 
1 
AE SO 
> k € ([4,5,6), 
463SyE5>9028-kE5 
>-8<-—k<-=3 
>3<k<8 
> k€ 13,4,5,6,7, 8), 
de donde: 
(4<k<6)AkeZ. 
Se tienen entonces los siguientes valores para x, y, z según los valores de k: 


k=1456 


x= -—8+2k 


024 


y=8-k=|4 3 2 


Solución. — Como en ningún momento nos dicen que tengamos que utilizar cajas de am- 


bos tipos, se tiene que existen tres formas de hacer el empaquetado final y son: (x, y) = 


(0,4), (x, y) = (2,3) y (x, y) = (4,2), esto es: 


a. unaprimera forma en la que se usan O cajas con capacidad de 8 y 4 con capacidad de 


16 (con un total de o + 64 objetos); 


b. una segunda forma en la que se usan 2 cajas con capacidad de 8 y 3 con capacidad de 


16 (con un total de 16 + 48 objetos), y 


c. unatercera forma en la que se usan 4 cajas con capacidad para 8 objetos y 2 con ca- 


pacidad de 16 (un total de 32 + 32 objetos). 


Todas estas formas priorizan maximizar el número de objetos por caja. 


Observación 18.15.2.— Enlll, (—8,8) es una solución particular de x+2y = 8; no debe extrañarnos 


que —8 < o ni que 5 < 8 pues, en ese momento, aún no hemos introducido ninguna restricción. 
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Ejemplo 508 


Una distribuidora hizo un pedido indefinido de un superventas a una editorial, so- 
licitó «entre 7000 y 8000 ejemplares». La editorial se los envió en embalajes con 70 ejem- 
plares cada uno. La distribuidora los repartió a las librerías en cajas con 23 ejemplares 
cada una, quedando en existencia (sin repartir) 33 ejemplares. ¿Cuál fue el número de 
ejemplares que la editorial envió a la distribuidora? 


[EFO 17.1.2022:6], [PEP 5.4.2022.:6], [EFO 20.5.2022.:6]. Cfr. [150]: problema de recapitulación 1.1 (p. 42). 
Resolución. 
I. Si n es el número de ejemplares que la editorial envió a la distribuidora en x embalajes e 


y es el número de cajas que repartió la distribuidora a las librerías, entonces lo expuesto 


en el enunciado se formaliza como 


n = 70x (18.35) 
n =23y + 33 


sujeto a la restricción de que 7000 < n < 8000. 
Tenemos pues que 70x = 23y + 33 y en definitiva que resolver la ecuación diofántica 
70x + (-23)y = 33. 
II. Esta ecuación tiene solución entera ya que mcd(70, —23) = 1; en efecto, calculamos el 


med(70, 23) —que es igual al de 70 y —23— por el algoritmo de EUCLIDES, 


70=3:23+1, (18.36) 


23=23*1 0, 


viendo que el resto anterior al nulo vale 1. 


III. De (18.36), 
1-70+3-(-23) =1, 


por lo que los coeficientes de BÉZOUT s y t son 1y 3, respectivamente, esto es, una solución 
—particular— de 70x + (—23)y = 1es (x, y) = (1, 3). 


Una solución —particular— de 70x + (-23)y = 33 es 
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IV. La solución general —o sea, todas las soluciones— de 70x + (—23)y = 33, tomando como 


solución particular la anterior, es 


(—23) 


ASI 


O 
y=3:3-k:L(keZ, 


esto es, 


x=33—23k, (18.37) 
y =99—70k(k € Z). 


V. Calculemos, finalmente, la solución de la cuestión en estudio. 


77000 < n < 8000 > 7000 < 70x < 8000 [por (18.35)] 

+S 700 < 7x < 800 [dividiendo por 10] 

* 700 < 7: (33 — 23k) < 800 [sustitución por (18.37)] 

<> 700 < 231 — 161k < 800 [aritmética en (Z, +, -, <)] 
<> 700 — 231 < —161k < 800 —231 [aritmética en (Z, +, -, <)] 
+ 469 < —161k < 569 [aritmética en (Z, +, +, <)] 
+ 2,913 < —k < 3,534 [aritmética en (Z, +, -, <)] 
> —3,534 < k < —2, 913 [aritmética en (Z, +, -, <)), 

luego, como k € Z,k = —3, por lo que x = 33 — 23 - (—3) = 102 y, por tanto, n = 


70 *: 102 = 7140. 


Solución.— La editorial envió a la librería 7140 ejemplares. 


Ejemplo 509 


Se sabe que un texto sólo tiene palabras de una, dos o tres letras. Entonces, si el texto 


constase de 6 palabras y 11 letras, ¿cuántas palabras de cada tipo tendría? 
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Resolución. Representemos por x, y, z los números de palabras de una, dos y tres letras, 
respectivamente. Con esta representación los totales de letras de palabras de cada tipo, esto 


es, de una, dos y tres letras, son x, 24 y 3Z, respectivamente. 
I. Propuesta razonada. 


Por una parte, como el texto consta de 6 palabras, la suma de los números de palabras de 
cada tipo x, y, z, es 6, esto es, x + y + z = 6 (subyace el principio de la adición); por la 
otra, como hay 11 letras, la suma de las letras respectivas es 11, es decir, x + 24 + 3z = 11 
(subyace el principio de la adición y en cada sumando el de la multiplicación). Si restamos 


la primera ecuación de la segunda, obtenemos la ecuación diofántica 
UTtAzZES, (18.38) 


Demostración de que (18.38) tiene al menos una solución. 


Como mcd(1, 2) = 1es un divisor de 5, entonces, por un teorema conocido, esta ecuación 


tiene al menos una solución (y, z) con y,z € Z. 


II. Una solución particular de (18.38) es Y, = 55/1, Z2 = 5t/1, siendo s y t los coeficientes 
de BÉZOUT de 1 y 2, coeficientes de los que sabemos que existen en número infinito; por 
simple inspección, escogemos s = —1, t = 1, por lo que una solución particular de (18.38) 


es (Yo, Zo) = (5,5), que, como comprobamos, satisface la ecuación —5+2-5= 5. 


III. Lasolución general de (18.38) es 


con k € Z. 


IV. Para encontrar la solución de la cuestión en estudio, veamos primero qué valores son posi- 
bles para k. La única restricción que impone la cuestión en estudio es que como x, y, Z 
designan números de palabras, deben tener valores no negativos. De la solución general 


tenemos, por tanto, que: 


0O<y+>o0o<-—5+2k 
> 5<2k 


ul 


Sst<k 
2 


y que 


O<z>0<5-k 
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Sks< 5, 


de donde k E [3, 4,5). Recorremos estos valores de k hallando los correspondientes va- 
lores de y =-—5+2k,z2=5=kyx=6-Yy-2Z: 


k=3 > (x,4,Z) = (3,1,2); 
k=4> (x,4,Z) =(2,3,1); 
k=5 > (x,Yy,Z) = (1,5, 0). 


Solución.— Si el texto constase de 6 palabras y 11 letras, podrían darse tres situaciones: 
o.* que el texto conste de 1 palabra de una letra y 5 de dos letras; 


1.* que el texto conste de 2 palabras de una letra, 3 de dos letras y 1 de tres letras, o 


2.* que el texto conste de 3 palabras de una letra, 1 de dos letras y 2 de tres letras. 


Ejemplo 510 


¿Qué número natural n es aquél para el que la suma de sus cifras es 20 y tal que el 
número (n — 205)/2 tiene las mismas cifras que n escritas en orden inverso? 


[EFE 22..6.2022.:6]. Cfr. [196]: ejercicio 8.1 (p. 18D). 


Resolución. 


LI. Propuesta razonada de una ecuación diofántica que modeliza la situación expuesta. 
o. Traducción de los requerimientos. 


El número n no puede tener dos cifras porque la suma máxima sería 18 y no 20. Como 
hay que restar 205, lo más simple es suponer que el número tiene tres cifras; supon- 
gamos, pues, que n = n,n,n,, cono < n; < 9 —también deducimos del enunciado 
que n > 205, por si sirviese para algo—. 


Traduzcamos los requerimientos: 


o.”, «la suma de sus cifras es 20»: M, + N, + No = 20; 


., . 2 á 
ya que 100n, + 10n, + n, es la representación decimal de n = n,n,no; 


1.2, «de n se resta 205 y se divide esa diferencia por 2»: 


2.., «el número formado por las cifras de n escritas en orden inverso»: 100No + 
10M, + N,. 
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Así, según el enunciado, las cifras buscadas deben ser la solución del sistema: 


Nn, +Fni¡+N¿=20 
100nN, + 10M; + No — 205 
2 


= 100N¿ + 10, + N, 


1. Propuesta de una ecuación diofántica. 


Conocemos un método para solucionar ecuaciones diofánticas del tipo ax+by = c; 
así que habría que conseguir llegar a una ecuación con esta forma—, 


esto es, las cifras buscadas son la solución del sistema de ecuaciones diofánticas: 
Nn, +Fni+nN,=20 


98n, — 10N, — 199N¿ = 205, 


sistema que simplificamos multiplicando la primera ecuación por 10 y sumándola a 
la segunda para obtener así la ecuación diofántica lineal en dos variables 


que es de la forma buscada. 


Como mcd(108, 189, 405) = 27, esta ecuación se simplifica en 


4n, — 7No. = 15, 


en la que, por comodidad para comparar con las notas resumen, notamos n, por x y 
n/ por y, de manera que esta ecuación, en formato ax + by = c, es 


4x + (—7)y = 15. (18.39) 


II. Demostración de que tiene al menos una solución. 


Esta ecuación tiene solución en Z si, y sólo si, d = mcd(4, —7) divide a 15, lo que sucede 


, 


pues, por un lado, d = mcd(4, —7) = mcd(|4|, | — 7)) = 1 —en efecto, por el algoritmo 


de EUCLIDES, 


7=4:1+3, 
4=3-1+—1, 
3=1:3+0, 
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por lo que d = mcd(7, 4) = 1—; por otro, 1|15, así que la ecuación tiene solución entera. 


III. Unasolución particular de 4x + (—7)y = 15 es 


15 
Xo=7:'S, 

1 

15 
Yo = — ft, 
Yo A 


donde s y t son los coeficientes de BÉZOUT de 4 y —7 —esto es, los coeficientes de la ex- 
presión del máximo común divisor como combinación lineal de 4y —7, s4+t(—7) = I—. 
Es posible hallar estos coeficientes utilizando el algoritmo de Euclides extendido, o bien 
de la siguiente manera. Como por el algoritmo de EUCLIDES —vid. el párrafo anterior—, 
4 = 3-14 1,entonces 

1=4-3-1; (18.40) 


como 7 = 4: 1 + 3 —por el algoritmo de EUCLIDES, ejecutado en el párrafo anterior—, 
entonces 


3=7=4-"1 (18.41) 
ahora, sustituyendo (18.41) en (18.40), se tiene que 
1=4-—(7—4-:1) - 1, entonces 
1=4-:1+4-1—7-1, de donde 
1=4- (1+1) —7:1, por lo que 
1=4-2—7-1,estoes, 
1=2-4+41: (7), 


de donde s = 2y t = 1—los coeficientes de BÉZOUT de 4 y —7—, y entonces, una solución 


particular de 4x + (—7)y = 15 es 


1 1 
(xo Yo) = (2-2, 2-1) 


IV. Lasolución general de 4x + (—7)y = 15 es 


x=30+k- (—7), 
con k € Z. 


V. Para encontrar la solución concreta o particular de la cuestión en estudio, estudiemos pri- 


mero qué valores son posibles para k. 
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Por una parte, de la solución general, tenemos x = 30 — 7k,cono < x < 9—x es una 


cifra decimal—, esto es, 


0<30—7k<9 => 30 < —7k < -30+9 
=> 30=9< 7k £ 30 
> 21/7 < k < 30/7 
23<k<4+2/7, 


entonces, como k € Z, 
k € 13,4). (18.42) 


Por otra, de la solución general, también tenemos y = 15—4k,cono < y < 9—yes una 


cifra decimal—, esto es, 


085 =4k< 9 >=15 5 =4k € =15 +9 
> 15 — 9 < 4k < 15 
> 6/4 < k< 15/4 
>3/2<k<3+3/4 
>1+1/2< k<3+3/4, 


entonces, como k € Z, 

k € [2,3). (18.43) 
De (18.42) y (18.43), k € (3,4) N (2,3), por lo que k = 3. 
Así, x=30-—7:3=30-—21=9,Y =15-4:3=15-12=3. 


Recordemos que notamos n, por x y n, por y. Por tanto, el número n = n,n,n,¿ es n = 
91,3; finalmente, como n, + n, + ny = 20, se tiene que n, = 8 y el número pedido es 


n = 983. 


Solución. — El número pedido es 983. 


Observación 18.15.3.— Del ejemplo anterior podríamos decir que, una vez descubierta la ecua- 
ción diofántica (18.39), lo hemos resuelto aplicando «teoría de ecuaciones diofánticas», lo cual su- 
pone averiguar una solución particular en función de los coeficientes de BÉZOUT de 4 y —7 y la 
solución general de la ecuación diofántica; pero, una vez descubierta la ecuación diofántica, pu- 
diésemos haber tomado otro camino, haber llegado a la solución del ejemplo aplicando «teoría de 


congruencias», esto es, sin calcular las soluciones particular y general anteriores. 


Discusión O. 
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Tenemos que 


4x + (-7)]y =15 > 7|(4x — 15) 
“> 4x =15 (mód 7) 


“> 4x =1 (mód 7), (18.44) 
cono < x < 9 (x es una cifra decimal). 


Por el teorema 18.86 (pág. 896), 
x =1-49001 (mód 7), 
ecuación equivalente a 
x=1-47** (mód 7), 
y, en definitiva, a 


x = 4% (mód 7). 


Es conocido que 4? = 16 = 2 (mód 7), de donde, por multiplicativa con 4 = 4 (mód 7), tenemos 
4? =8 (mód 7) ycomo 8 = 1 (mód 7), por transitividad, 4? =1 (mód 7) y por multiplicativa con 4? = 2 


(mód 7) se sigue que 4? = 2 (mód 7); de ésta y de x = 4? (mód 7) se sigue, por transitividad, que 
x=2 (mód 7), 
y de aquí, por ser x una cifra decimal, que x € (2, 9). 


Discusión 1 (alternativa a la Discusión O). 


4x =1 (mód 7) + 4x —1=0 (mód 7) 
> 7) (4x1) 
> 4x=7+1, 


cono < x < 9 (x es una cifra decimal), así que los posibles valores de 4 - x son O, 4, 8, 16, 20, 24, 28, 32, 


36; de ellos, sólo 8 = 4-2 y 36 = 4-9 son múltiplos de 7 más 1 —esto es, sólo 2 y 9 satisfacen (18.44)—. 


Resolución. 


Veamos si x = 2.es válido; recordemos que notamos n, por x, luego es la cifra de las centenas 
y, así, como n, + n; + Ny = 20, si n, = 2, entonces nm = 9 y No = 9 y el número sería 299, que no 
satisface la segunda condición, 98n, — 10N; — 1994 = 205, ya qUe 98 - 2 — 10: 9—199 - 9 = —1685. 


También podríamos haber sustituido en (18.39), 4 - 2 + (—7)y = 15, de donde y = —1, lo cual es 
imposible por ser y un dígito decimal; de hecho es lo que vamos a hacer para 9; veamos que 9 es 
válido utilizando (18.39): 4 - 9 + (—7)y = 15, de donde y = 3. 
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Finalmente, igual que antes, como notamos n, por x y ny por y, tenemos que el número n = 


n,n,n¿ es n = 913, y COMO N, + MN; + Ny = 20, tenemos que n;, = 8 y el número pedido es n = 983. 


Observación 18.15.4.—  Laequivalencia entre 4x+(—7)y = 15y 4x = 15 (mód 7) hecha en la anterior 
observación no es particular, la siguiente interrelación existe entre una congruencia lineal y una 


ecuación diofántica lineal en dos variables, 


ax = (mód b) => b|(ax-—c) 


> (4y € Z)(ax — c= by). 


Observación 18.15.5.— Pudiésemos haber hecho comprobaciones con algún artefacto; por ejem- 


plo, con Wolfram|Alpha”: 


con la ecuación diofántica a la que llegamos junto a las restricciones por ser cifras decimales: 


solve 4x - 7y = 15, 0 <= x <= 9, 0 <= y <= 9 over the integers 
= Ooconlaformulación inicial junto a las restricciones por ser cifras decimales: 


solve x + y + z = 20, (100x + 10y + z - 205)/2 = 100z + 10y + Xx, 0 <= x <= 9, O <= y 


<= 9, 0 <= z <= 9 over the integers 
=  Osinlas restricciones y quedarnos con la respuesta adecuada: 
solve x + y + z = 20, (100x + 10y + z - 205)/2 = 100z + 10y + x over the integers 
=  0jyaencongruencias, la solución de la ecuación (esto es, dará la clase de 2 módulo 7): 
solve 4x = 1 (mod 7) 
que también podíamos haber solicitado el inverso de 4 módulo 7, esto es: 


inverse of 4 mod 7 


$ 18.16 Acerca de algunas cuestiones y conjeturas famosas 


Sobre algunas cuestiones abiertas y unas cuantas afirmaciones o negaciones aún no demostra- 


das ni refutadas. 


e Números amigos.— Decimos que a y bson números amigos si, y sólo si, s(a) = bys(b) = a;el 
par más pequeño, que ya mencionó PLATÓN, es (220, 284) (éstos lo son porque D(220)1 (220) = 
[1,2,4,5,10,11,20,22, 44,55, 110) y D(284) 1 (284) = [1,2, 4,71, 142), de donde s(220) = 284 


7 Vid. https://www.wolframalpha.com/ 
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y s(284) = 220); las sucesiones más directamente relacionadas en la OEIS son la de los nú- 
meros amigos (A259180)*, la de los menores de los pares de números amigos (Ao002025) y la de 
los mayores de los pares de números amigos (A002046)'”. Aún sigue sin respuesta la siguiente 


cuestión: 


o ¿existen infinitos pares de números amigos? 


Observación 18.16.0.— Podemos extender la condición de amistad para dos números, 
s(a) = bAs(b) = a, esto es, (a) — a = bAo(b)— b = a, es decir, (a) = 0(b) = a+b 
al caso de un número finito de números, d(ny) = 0(Nn;) =... = 0(Nx) =NMo+M+-:::+Nk. 
De este modo, hablamos de ternas amigas (sucesión Al25490 en la OEISM) (por ejem- 
plo, (1980, 2016, 2556)) o de cuaternas amigas (sucesión A036471 en la OEIS'”) (por ejemplo, 
(3270960, 3361680, 3461040, 3834000)). 


e  Conjeturas de GOLDBACH.— Son conocidas por este nombre un par de cuestiones que aparecie- 
ron en la correspondencia que mantuvieron EULER y GOLDBACH en 1742, cuyas versiones mo- 


dernas son las siguientes. 


o Conjetura débil (triádica o ternaria) de GOLDBACH.— Todo impar mayor que cinco es suma de 


tres números primos. 


Actualmente y entre muchas más cosas, con respecto a esta conjetura conocemos, por ejem- 
plo, los siguientes teoremas. 


Teorema 18.102 (VINOGRÁDOV, 1937) 


Todo número impar suficientemente grande es suma de tres primos. 


Teorema 18.103 (Tao, 2014) 


Todo número impar puede escribirse como suma de, como mucho, cinco números 


primos. 


Observación 18.16.1.— ¿Ha sido ya demostrada la conjetura débil? La supuesta demos- 
tración de HELFGOTT (2013) de la conjetura débil aún no se ha publicado en una revista 
académica con revisión por pares. Por otra parte, si se aceptase esta demostración, se se- 
guiría trivialmente la conjetura de los primos de WARING (que afirma que todo número 


impar mayor que 3 es un número primo o la suma de tres primos). 


8 Vid. https://oeis.org/A259180. 
? Vid. https://oeis.org/A002025. 
19 Vid. https://oeis.org/A002046. 
= Vid. https://oeis.org/A125490. 
2 Vid. https://oeis.org/A036471. 
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o  Conjetura (fuerte) de GOLDBACH.— Todo par mayor que dos es suma de dos números primos. 


Actualmente y entre muchas más cosas, con respecto a esta conjetura conocemos, por ejem- 


plo, los dos siguientes teoremas. 


Teorema 18.104 (CHEN, 1966) 
(1966) Todo número par suficientemente grande puede escribirse como la suma de 


un primo y de un casiprimo (número que es primo o producto de dos primos). 


Teorema 18.105 (RAMARÉ, 1995) 


Todo número par mayor que dos puede escribirse como suma de, como mucho, seis 


números primos. 


La conjetura (fuerte) de GOLDBACH implica la conjetura débil de GOLDBACH”. 


Observación 18.16.2.— Una novela relacionada con la conjetura fuerte de GOLDBACH, para pasar 


un buen rato (o no), es Uncle Petros and Goldbach's Conjecture!* de Apostolos DOXIADIS. 


= Primos gemelos.— Par de primos que difieren sólo en dos unidades. 


o ¿Existen infinitos primos gemelos? (Se conjetura que sí). 


Observación 18.16.3.— Alphonse de POLIGNAC'” propone una conjetura de la cual, la conjetura de 


los primos gemelos es un caso particular, la anora conocida como 


o conjetura de POLIGNAC (1849)'?, a saber, que para cada n entero positivo existen infinitos 
pares de primos consecutivos separados por 2n — 1 números compuestos, 
o de manera equivalente, que todo número par positivo es la diferencia de dos números 
primos consecutivos de un número infinito de maneras, 
o en otras palabras, que para todo número par positivo n, existen infinitos pares de primos 
consecutivos cuya diferencia es n, 


así, conjetura que existen infinitos pares de números primos separados por un número 


B El estudio de las particiones de un número en suma de números particulares (cuadrados, cubos, primos, números 
triangulares, etc.) se encuadra en la conocida como teoría aditiva de números; en particular, es importante el estudio de la 
función de partición p(n) que cuenta el número de particiones de n sin restricciones y de funciones relacionadas —por 
ejemplo, p(5) =7ya ques =14+1+1+14+1=1+1+14+2=14+1+3=1+4+24+2=1+4= 2+3—. En el capítulo 
de estas notas, Razonamiento combinatorio, estudiaremos el número de descomposiciones o particionamientos de un 
entero positivo k en n sumandos enteros no negativos, teniendo en cuenta el orden de los sumandos o no (modelización 
IV), resultados que podremos relacionar con el número de particiones irrestrictas p(n). 

14 Vid. https://apostolosdoxiadis.com/book/uncle-petros-and-goldbachs-conjecture/ (en español, vid. v. gr. 
https://www.penguinlibros.com/es/literatura-contemporanea/8896-libro-el-tio-petros-y-la-conjetura-de-goldbach- 
9788496546561). 

15 Vid. v. gr. https://fr.wikipedia.org/wiki/Alphonse_de Polignac. 

16 Vid. v. gr. https://frwikipedia.org/wiki/Conjecture_de Polignac. 
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compuesto, por tres números compuestos, por cinco números compuestos, por siete nú- 
meros compuestos, y así sucesivamente, 

o dicho de otra forma pero equivalentemente, que existen infinitos pares de primos conse- 
cutivos cuya diferencia es dos, también infinitos cuya diferencia es cuatro, también infinitos 


cuya diferencia es seis, y así sucesivamente. 


A modo de ejemplo: 


o 


sin = 2, estamos ante la conjetura de los primos gemelos””: existen infinitos pares de 
primos consecutivos cuya diferencia es 2: (3, 5), (5, 7), (11,13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), 
(71,73), .. .¡ las sucesiones más directamente relacionadas en la OEIS son la de los primos 
gemelos (A0o1097)'?, la de la lista de los primos gemelos (A077800)'?, la de los menores 
de los primos gemelos (A001359)?", la de los mayores de los primos gemelos (A006512)?! y 


la de la media aritmética de las parejas de primos gemelos (A014574)*; 


sin = 4, se trata de la conjetura de los primos primos”: existen infinitos pares de primos 
consecutivos cuya diferencia es 4: (3, 7), (7, 11), (13, 17), (19, 23), ...... (739,743), ... .; la sucesión de 
los miembros menores de estas parejas está catalogada como la sucesión A023200 en la 
OEIS?4%; 


si n = 6, estamos ante la conjetura de los primos sexy": existen infinitos pares de primos 
consecutivos cuya diferencia es 6: (5, 11), (7, 13), (11, 17), (13, 19), (17, 23), (23, 29), (31,37), (47, 53), 
..., (727,733), ...; la sucesión de los miembros menores de estas parejas está catalogada 


como la sucesión A023201 en la OEIS?£; 


sin = 8, se trata de la conjetura de los primos octy: existen infinitos pares de primos con- 
secutivos cuya diferencia es 8: (89, 97), (359, 367), (389, 397), ... ., (491, 499), ....; la sucesión de 
los miembros menores de estas parejas está catalogada como la sucesión A023202 en la 
OEIS”, 


En definitiva, recordemos la conjetura de POLIGNAC (1849): para todo número par positivo n 


existen infinitos pares de números primos consecutivos cuya diferencia es n. 


A día de hoy sigue sin haber sido ni refutada ni demostrada (de haber sido demostrada, sería 


un teorema y no una conjetura). 


Sin embargo: Yitang ZHANG demostró en abril de 2013 que existen infinitas parejas de núme- 


ros primos cuya separación no es mayor que 70 000 000; en mayo, esta cota ya se había rebajado a 


17 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Twin_prime. 
18 Vid. https://oeis.org/Aoo1097. 
1 Vid. https://oeis.org/A077800. 


20 Vid. https://oeis.org/A001359. 


21 Vid. https://oeis.org/A006512. 

22 Vid. https://oeis.org/A014574. 

23 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Cousin_prime. 
24 Vid. https://oeis.org/A023200. 

25 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Sexy_prime. 

26 Vid. https://oeis.org/Ao23201. 

27 Vid. https://oeis.org/A023202.. 
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59 470 640; a finales de julio, un proyecto Polymath con Terence Tao la rebajó a 4680; en noviembre, 
James MAYNARD consiguió rebajarla a 600; en abril de 2014, el proyecto Polymath consiguió reba- 
jarla a 246, y sin hacer intervenir a ninguna conjetura aquí es donde estamos a fecha de hoy, en el 


siguiente teorema. 


Teorema 18.106 


Existen infinitas parejas de primos consecutivos cuya diferencia es como mucho 246.?* 


= Númeroperfecto.— Número entero positivo n que coincide con la suma de sus partes alícuotas, 
esto es, tal que d(n) = n; el primer número perfecto es 6 (1 + 2 +3 = 6); por un lado, EUCLI- 
DES (ca. 325 a. C.-ca. 265 a. C.) demostró que si 2” — 1 es primo, entonces 2”*(2" — 1) es un 
número par perfecto, y, por otro, EULER (1707-1783) demostró que todo número par perfecto es 
de la forma 2”*(2” —1) con (2” —1) primo, quedando así demostrada la equivalencia (teorema de 
EUCLIDES-EULER). La sucesión de números perfectos, 6, 28, 496, 8128, 33 550 336, 8 589 869 056, 
137 438 691328,...., está catalogada como la sucesión A000396 en la OEIS?”. Entre las cuestiones 


que siguen abiertas, estas dos: 
o ¿existen infinitos números perfectos pares?; 
o ¿existe algún número perfecto impar? 


= Número abundante.— Número entero positivo que es menor que la suma de sus partes alícuo- 
tas, esto es, tal que n < a(n);el primer número abundante es 12 (12 < 1+2+4+5+ 6 = 18). 
La sucesión de números abundantes, 12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, ... (el primer 
número abundante impar es 945), está catalogada como la sucesión Aoos101 en la OEIS?*. 


= Númerodeficiente.— Número entero positivo que es menor que la suma de sus partes alícuotas, 
esto es, tal que 0(n) < n;el primer número deficiente es 1. La sucesión de números deficientes, 
1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,14,..., está catalogada como la sucesión Aoos100 en la OEIS?. 


=  Primalidad de 2” — 1.— Si 2? — 1es primo, p es primo; p = 11 es el primer primo para el que no 
es cierta la inversa: 2" — 1 = 2047 = 23 : 89. 


= Número primo de MERSENNE.— Número primo de la forma 2? — 1 con p primo; los mayores 
primos conocidos en la actualidad son primos de MERSENNE (1588-1648). Sigue sin respuesta la 


siguiente cuestión: 


o ¿existen infinitos primos de MERSENNE? (observemos que esto equivale a preguntarnos por 
la existencia de infinitos números perfectos pares). 


28 Admitiendo la conjetura de ELLIOTT-HALBERSTAM (más allá de los márgenes de estas notas), James MAYNARD, en 
noviembre de 2013, redujo la cota a 12; admitiendo la conjetura de ELLIOTT-HALBERSTAM generalizada, el proyecto Polymath, 
en agosto de 2014, rebajó dicha cota a 6. 

22 Vid. https://oeis.org/A000396. 

30 Vid. https://oeis.org/A0o5101. 

3 Vid. https://oeis.org/A0o5100. 
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= Prueba de primalidad de Lucas.— 2? — 1 es primo si, y sólo si, 2? — 1 divide al término s,-, de 


2 
n—1 


la sucesión So = 4, Sy = S%_, — 1; LUCAS demostró con él, en 1876, que 21? — 1 es primo (hasta 


esa fecha, el mayor primo de MERSENNE conocido era 2% — 1 —hecho que demostró EULER—). 


= Número múltiplemente perfecto.— FERMAT notó que 0(120) = 360 = 3 - 120; estos núme- 
ros tales que 0(n) = 3n se llaman triplemente perfectos; en general, un número que satisface 
a(n) == knconk > 2, seconoce como múltiplemente perfecto o k-perfecto. Sigue sin respuesta 
la siguiente cuestión: 


o ¿existen infinitos números multiplemente perfectos? 


= Número de FERMAT.— Número entero positivo de la sucesión F, = 2% + 1;F, = 3,F, = 
S, F, = 17, F, = 257, F, = 65537 —estos cinco primeros son primos y FERMAT (1601-1665) 
conjetura que lo son todos—, F; = 4 294 967 297 (EULER, en 1732, demuestra que éste es divisible 
por 641 y por tanto, compuesto, refutando así la conjetura de FERMAT); satisfacen la recurrencia 


Pa = Fo*F,*...: En +2;GAUSS demostró que estos primos determinan los polígonos regulares 
que son construibles con regla y compás, concretamente: un polígono regular es construible con 
regla y compás si, y sólo si, su número de lados es igual al producto de una potencia de dos por un 
producto de números de FERMAT primos diferentes. La siguiente continúa siendo una cuestión 


abierta: 


o ¿existen infinitos números de FERMAT primos? (Se conjetura que no, que los únicos son F., 
F,, E,, F, y F, —sin embargo, a fecha de hoy, tampoco se sabe si existen infinitos números 


de FERMAT compuestos—). 
= Unamás.— o  ¿Existeninfinitos primos de la forma n? + 1? 
=  Otramás.— o  Entredos cuadrados, ¿existe siempre un primo? 
= Número primo de Sophie GERMAIN.— Número primo p tal que 2p + 1 también es primo; 
o  seconjetura que existen infinitos primos de GERMAIN (1776-1831). 


=  Conjetura de SINGMASTER.—.— ¿Existe algún número natural mayor que 1 que aparezca más 


de 8 veces en el triángulo de PAsCAL-TARTAGLIA *?? 


o  SINGMASTER conjetura que existe una cota superior global N al número de apariciones (es- 
to es, que todos los números aparecen menos de N veces) y que N es 10 o como mucho 
1d, 


32 Vid. infra p. 999 de esta edición. 
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$ 18.17 Dos conjeturas que se han convertido en teoremas 


Teorema 18.107 (Último teorema de FERMAT) 
(Conjeturado por FERMAT en 1637 y demostrado por WILES en 1995). 
Si n es un número entero mayor que dos, entonces no existen números enteros positivos x, y, 


z tales que x” + y” =2Z”. 


Teorema 18.108 (Teorema de MIHÁILESCU) 

(Anteriormente, conjetura de CATALAN, ya que fue conjeturado por éste en 1884), (demostrado 
por MIHAILESCU en 2002). 

Las únicas potencias de enteros positivos cuya diferencia es una unidad son 8 y 9 (23 y 3?), esto 


es, la única solución de la ecuación diofántica x” — y” =1,conXx,y >0,m,n >1esm= 2, 


1=3,X=3,Y4 282 =1) 


$ 18.18 Números y lingiiística natural humana 


Definición 18.32.— Llamamos número normal a todo número real en el que toda secuencia finita de 
números naturales figura en su desarrollo decimal. 


Ejemplo 511 


Demostremos que todo número normal contiene toda la producción lingiística na- 
tural humana habida y por haber. 


Resolución. Si suponemos que toda lengua natural humana se basa en un alfabeto finito, 
entonces como toda secuencia finita de palabras de una lengua natural humana puede codi- 


ficarse por una secuencia finita de números naturales, todo número normal contiene toda la 


producción lingúística natural humana habida y por haber. 


Definición 18.33.— Llamamos número nombrable a todo número real describible por una secuencia 
finita de palabras de una lengua natural humana. 
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Ejemplo 512 


Demostremos que existe un número infinito no numerable de números reales no 


describibles por secuencias finitas de palabras. 


Resolución. En efecto, como el número de secuencias finitas es infinito numerable, exis- 


te un número infinito no numerable de números reales no describibles por secuencias finitas 


de palabras. 


Ejemplo 513 


Demostremos que todos los números reales son describibles por subconjuntos de 


secuencias finitas de palabras. 


Resolución. Enefecto, como el número de subconjuntos de secuencias finitas de palabras 


es infinito no numerable —por el teorema de CANTOR—, entonces, sí que todos los números 


reales son describibles por subconjuntos de secuencias finitas de palabras. 


$18.19 Fundamentos lógicos y numéricos de la programación de 


computadores 


La lógica de juntores tiene sus correspondientes en el álgebra de BOOLE, una lógica algebraica y en 
la lógica combinacional, en electrónica digital, que implementa mediante circuitos eletrónicos opera- 
ciones booleanas. Estas lógicas carecen de memoria, son independientes del tiempo en el sentido 
de que el resultado de una función lógica depende únicamente de sus argumentos —no ocurre esto 
con la lógica secuencial, dependiente del tiempo, con memoria, lógica que se usa por ejemplo, para la 
construcción de máquinas de estado finito, en la que el resultado de una función lógica depende de sus 
argumentos y de llamadas a la misma función (y quizás a otras) con argumentos anteriores en la or- 
denación (posiblemente en sentido temporal), esto es, el resultado depende tanto del estado actual 


de la máquina como de los anteriores ya que aquél está determinado por éstos. 
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$18.20 Muestra de ejemplos 


Ejemplo 514 


Demostremos que 16! + 23'* es divisible por 17. 
[EFO 17.1.2022:5a], [PEP 5.4.2022:5a]. Cfr. [150]: problema resuelto 1.59 (pp. 38-39). 
Resolución. Demostremos que 16!+23'% = 0 (mód 17). Por una parte, como 17es primo, 
entonces, por el teorema de WILSON (vid. supra teorema 18.89 [p. 902 de esta edición), 
(17 — 1)! = —1 (mód 17), 


esto es, 


16! = —1 (mód 17). (18.45) 


Por otra, como 17 y 23 son primos entre sí, entonces, por el corolario 2. del teorema de 
EULER-FERMAT (vid. supra teorema 18.84 [p. 895 de esta edición)), 


es decir, 


23" = 1 (mód 17). (18.46) 


Finalmente, de (18.45) y (18.46), por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 
de esta edición]) de las congruencias, sumándolas miembro a miembro, obtenemos 


16! + 23 = 0 (mód 17), 


en otras palabras, que 16! + 23** es divisible por 17. 


Ejemplo 515 


Calculemos el resto de dividir 3?"+? + 24! — 7 por 11, para cualquier n € N. 


[PEP 10.4.2019:4b]. 


Resolución. Veamos. 


gi 32. 33 gen (mód 11) 
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=9:9 +2:64" (mód 11) 
=9-.9 +29" (mód 11) 
=(9+2)-9" 
=1-9" 
=0 (mód 11). 
En definitiva, 
URL HR = o (mód 11). (18.47) 


Como —7 € [4] mód n, la clase de equivalencia de 4 módulo 11 (si contásemos hacia atrás 7 
desde 11 llegaríamos a 4), 
—7=4 (mód 11). (18.48) 


Finalmente, de (18.47) y (18.48), por la propiedad aditiva (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 
de esta edición]) de las congruencias, sumándolas miembro a miembro, obtenemos 


gan+a dE yen 7=A4 (mód 11). 


Solución. — Para cualquier n € N, el resto de dividir 32"+2 + 264! — 7 por 11es 4. 


Ejemplo 516 


¿Cuáles son los n € Z, múltiplos de 5 cuyo resto al dividirlos por 7 es 1? Exprese- 
mos la respuesta en función de un parámetro, n = f(t),Vt € Z (así, por ejemplo, ..., 
MS SO Se 


[EFO 17.1.2022:5b], [PEP 5.4.2022.:5b]. Cfr. [150]: problema resuelto 1.48 (p. 33). 


Resolución. Por un lado, los enteros múltiplos de 5 son de la forma n = 5k,conk € Z. 


Por el otro, n = 1 (mód 7). De ambos, tenemos que Jk € Z tal que 
Sk =1 (mód 7), 


de donde, por la propiedad de las congruencias, producto por un escalar entero (vid. supra teo- 
rema 18.64 [p. 877 de esta edición]) (en este caso, 3 € Z), 


3-5:k=3-1 (mód 7). (18.49) 
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Por otra parte, como en Z,, 3 y 5 son simétricos multiplicativos, esto es, en particular, 
3-5=1 (mód 7), 

entonces, de nuevo, por la propiedad producto por un escalar entero (k € Z), 

3-5:k=1-k (mód 7), 
que por la simetría de la relación = (mód 7), equivale a 

1-k=3-+5-+k (mód 7). (18.50) 
De (18.50) y (18.49), por la transitividad de la relación = (mód 7), 

k =3 (mód 7), 

en otras palabras, 


ke Bl = 1.23, 18,11, =4/3,10/17, DA, 
=(3+7t:t€Z]), 


por lo que 


n=5k 
=5-+ (3+7t) 
= 15 + 35t, cont € Z. 


Solución. — Los n € Z, múltiplos de 5 cuyo resto al dividirlos por 7 es 1 son precisamente los 
del conjunto (n = 15 +35t: t € Z),estoes,[...,15+35- (—1),154+35:0,15+4+35-1,...), 
es decir, [...,—20,15,50,...). 


Ejemplo 517 


Demostremos que el número 8 divide al producto de cualesquiera dos naturales pa- 


res consecutivos. 


Resolución. Demostrémoslo por dos vías. 


Veamos que 4 divide necesariamente a uno de dichos pares. Demostrémoslo por induc- 
ción débil. 
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En efecto, un número natural m producto de dos pares consecutivos es de la forma m = 
2k(2k + 2) para algún k € N. Sea P(k) = 4|2k o 4|(2k + 2). Apliquemos inducción débil 
(cfr. supra teorema 16.0 —p. 717—): 


Caso base (ID,).— P(0) se satisface ya que 4] 0. 


Paso inductivo (ID,).—Supongamos P(k), estoes, 4|2k 04|(2k-+2), y preguntémonos P(k-+ 
1), es decir, 4|(2k +2) 04|(2(k +1) +2); pues bien, si 4|2k, entonces 4] (2(k +1) +2) ya 


que este último es precisamente 2k + 4; por otra parte, si4|(2k-+2), entonces 4| (2k-+2); 


en definitiva, de P(k) se sigue P(k + 1). 


Conclusión (ID, AID,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces, por el 
teorema 16.0 (p. 717 de esta edición), de inducción débil, se tiene lo buscado, a saber, que 
Vk EN, 4]2k 04] (2k +2). 


Sean 2n y (2n + 2) dos naturales pares consecutivos arbitrarios. El producto es divisible 
por 8 porque Vn € Z,2n-(2n+2) = 4n(n+1) y como el producto de dos números consecutivos 
n + (n +1) es múltiplo de 2 (pues dividir por 2 solo genera un resto no nulo, en otras palabras, 


o bien n es paro bien n + 1es par), se tiene que n(n + 1) es de la forma 2k con k entero y por 


tanto, 2n - (2n +2) = 4n(n +1) =4-2k = 8 - k, esto es, múltiplo de 8. 


Ejemplo 518 


Demostremos que el número 3 divide al producto de tres números naturales conse- 


cutivos cualesquiera. 


Resolución. De hecho, esto se deduce de que la división euclidea por 3 sólo tiene dos res- 
tos distintos de cero. En efecto, sea m - (m +1) - (m + 2);si3 4 m, entonces m = 3k +10 
m =3k-+2, pero, sim = 3k +1,3|(m +2) ya que m+2 = 3k +3, y sim =3k-+2,3|(m-+1) 
ya que m +1=3k +3. 
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Ejemplo 519 


Demostremos que para todo número natural impar n se satisface que el número 
n? — nes divisible por 24. 


A. Recordemos que es buena costumbre demostrar las afirmaciones intermedias que hagamos, 
por muy evidentes que nos parezcan; no las dejemos en meras conjeturas. 


[EFE 28.6.2023:5]. Cfr. [196]: problema 7.19 (p. 146). 


Resolución. Resulta que n? — n es producto de tres números naturales consecutivos. En 


efecto, 


=n=n(n*—1) 


= (n—in(n+1). (18.51) 


Además, observemos que como n es impar, n — 1y n + 1son pares. 


Debemos demostrar que 24| (n*— n). Como 24 = 8-3, que 24 divida a (n* — n) equivale a 
que lo dividan 8 y 3. En definitiva, nuestro objetivo es demostrar que 8|(n?—n) y que3|(n?—n). 


Por una parte, la factorización (18.51) incluye el producto de los naturales pares consecuti- 
vos n —1y n +1. El ejemplo 517 (p. 950 de esta edición) nos asegura que 8 divide a tal producto, 
esto es, que 8|(n — 1)(n +1). Como (n — 1)(n +1) | (n? — n), entonces, de la transitividad de 


|, se sigue que 8] (n? — n). 


Por otra, la factorización (18.51) incluye el producto de los tres números naturales conse- 
cutivos n — 1, n y n + 1. El ejemplo 518 (p. 951 de esta edición) nos asegura que 3 divide a tal 


producto, esto es, que 3|(n? — n). 


Por lo tanto, 24|(n? — n). 


Ejemplo 520 


Demostremos que si n es un número natural par, entonces 48 divide a n(n? + 20). 


[EFO 4.6.2021:5b]. Cfr. [196]: problema 7.81 (p. 172). 


Resolución. En efecto, 


n(n?* + 20) = n(n? — 4+ 24) 
= n(n? — 4) + 24n 
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=n(n-—2)(n+2)+24n. (18.52) 


= Análisis del primersumando, n(n— 2)(n +2). 


Como n es par, n —2 y n +2 también lo son, por lo que el primer sumando de (18.52), 
(n — 2)n(n +2), es el producto de tres pares consecutivos. 


Demostremos que sucede que el producto de tres números naturales pares conse- 
cutivos es múltiplo de 48 (por lo que este primer sumando es múltiplo de 48). Lo 
hacemos por tres vías. 


Por el ejemplo 517 (p. 950 de esta edición), 8 divide al producto de tres números natu- 
rales pares consecutivos, pues divide al de dos; pero fijémonos, 8 divide al producto 
de los dos primeros y como el tercero es par, 2 divide a éste, por lo que 8 - 2, esto es, 
16, divide al producto de los tres. Por otro lado, el ejemplo 518 (p. 951 de esta edición), 
3 divide al producto de tres números naturales pares consecutivos, pues divide al de 


cualesquiera tres naturales consecutivos. En consecuencia, 16 - 3, esto es, 48, divide 


al producto de los tres. 


El producto O - 2 - 4 es múltiplo de 48 por serlo o. Sea n un natural positivo y sean 
2n,2n +2 y2n + 4 los tres pares consecutivos (el primer producto es 2 - 4 - 6). Su 
producto, 2n(2n + 2)(2n + 4) es múltiplo de 16 porque necesariamente uno de los 


pares es múltiplo de 4 (x); por otra parte, uno de ellos necesariamente es múltiplo de 


3 (1) y, por tanto, el producto de los tres es múltiplo de 48 (= 16 - 3). 


(x) Dados n o más números consecutivos, alguno de ellos es múl- 
tiplo de n, ya que por el algoritmo de la división al dividir entre n hay 
n restos posibles, del resto o al resto n — 1y es precisamente el resto o 
el que corresponde a los múltiplos de n. En el caso que nos ocupa, tres 
números pares consecutivos corresponden a cinco números naturales 
consecutivos, por lo que hay, en particular, 4 números naturales con- 
secutivos, de donde alguno de los cuales es múltiplo de 4, y como para 
ser múltiplo de 4 debe ser par, pues alguno de los susodichos pares es 
múltiplo de 4. 


(H) Sea 2n = 3k + r y, portanto,2n+2=3k>+r+2y2N +4 = 
3k +r+4;porelalgoritmo de la división, reso,102;sir =0,entonces 
3|2n;sir =1, entonces 3|(2n + 2); sir =2, entonces 3| (2n + 4). 


El producto de k números naturales consecutivos es múltiplo de k!, pues (n+1)-(n+ 
2)-...(n+k) = (4%). k! (el producto o-2.-4 también es múltiplo de k! por serlo 0). 
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Si escribimos el producto de los tres naturales pares como (2n +2)(2n +4)(2n +6), 


éste es igual a 8(n + 1)(n + 2)(n + 3), que es múltiplo de 8 - 3! = 48. 


= Análisis del segundo sumando, 24. 


Por ser n par, esto es, n = 2k con k natural, entonces el segundo sumando de (18.52), 
24n = 242: k = 48 : k, es decir, es múltiplo de 48. 


Por lo tanto, como ambos sumandos de (18.52), n(n — 2)(n + 2) y 24n, son múltiplos de 


48, se tiene que n(n? + 20) es múltiplo de 48. 


Ejemplo 521 


Demostremos que el cuadrado de un número impar es impar. 


Resolución. Observemos que Vn € Z, (2n +1)? = 4n? + 4n +1 = 2(2n? + 2n) + 1, es 


decir, es de la forma 2k + 1 con k entero. 


Ejemplo 522 


Demostremos que Vn € N se satisface que si n es impar, entonces 16| (n* — 1). 


[PEP 10.4.2019:4]. 


Resolución. Ante todo, n+t—1= (n?*+1)(n?—1) = (n? + 1)(n + 1)(n — 1); entonces: 


=  poruna parte, como n es impar y n — 1y n + 1 son dos pares consecutivos, su producto 
es múltiplo de 8 (vid. supra ejemplo 517 [p. 950 de esta edición]), por lo que n* — 1 también 


lo es; 


= porotra, como n es impar, su cuadrado es impar (vid. supra ejemplo 521 [p. 954 de esta 


edición]), de donde n? + 1 es par, esto es, múltiplo de 2. 


La conjunción de ambos resultados demuestra que n* — 1es múltiplo de 8 - 2 = 16. 


Ejemplo 523 


1103 


¿Qué resto se obtiene al dividir 2963"% por 9? 


Resolución. No nos dicen nada del sistema de numeración, pero según las cifras que ve- 


mos lo más simple es suponer que los números están en base 10. 
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Podríamos pensar en hallar un criterio de divisibilidad por 9 en base 10; y podríamos em- 


plear el criterio general de divisibilidad; así: 


10” =1 (mód 9), por lo que r, = 1; 


1 


10' =1 (mód 9), por lo que r, = 1, 


y los restos se repiten de forma periódica, por tanto, la sucesión de restos potenciales sucesivos 
de 10 módulo 9, ro, r,, f,,...,€S1,1,1,... (no hay residuos en la parte no periódica porque 10 y 


9 son primos entre sí). 
Aplicando el criterio general de divisibilidad en base 10, a saber, 


n = nx... .n2zn,n, es divisible por 9 si, y sólo si, Nay + NT, + M¿N + +++ Ngrk 
es divisible por 9, 


esto es, si, y sólo si, 


No + NM +, +m3 +++ + es divisible por 9, 


en palabras: en base 10, un número es divisible por 9 si, y sólo si, la suma de sus cifras es divi- 
sible por 9. 


Bueno, y todo esto, ¿para qué? Hemos explorado, ¿y ...? 
A ver, intentemos otro camino. 


Hallemos los restos potenciales sucesivos de 2963 respecto al módulo 9, es decir, 


2963” =1 (mód 9), por lo que r, = 1, 

2963' = 2 (mód 9), por lo que r, =2, 
2963" = 2963" - 2963 =2- E ód 9), por lo que r, = 4, 
2963? = 2963' - 2963” =2.- 4 = 8 (mód 9), por lo que r, = 8, 

»P q 
2963* = 2963' - 2963 = 2-8 =16 =7 (mód 9), por lo que r,=7, 
29637 = 2963' - 2963* = 2-7 = 14 = 5 (mód 9), por lo que r; =5, 
p que F; 

2963 = 2963' - 29637 =2-5=10=1 (mód 9), por lo que r¿ =1= ro, 


y los restos potenciales sucesivos comienzan a repetirse de forma periódica. 
Por otro lado, 


1103 6:183+5 


2963 = 2963 


6:183 


= 2963%% . 29637 


a (2963) Ñ 29637. 
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Así, como 2963% = 1 (mód 9), entonces, por la propiedad de potencia (vid. supra teore- 
ma 18.64 [p. 877 de esta edición]) de las congruencias, (2963%)'* = 11% (mód 9), esto es, 


(2963*)'% = 1 (mód 9), 


de donde, por la propiedad multiplicativa (vid. supra teorema 18.64 [p. 877 de esta edición]) de 
las congruencias, (2963%)'% . 29637 =1- 2963% (mód 9), esto es, 


(2963%)% . 29637 = 29637 (mód 9), (18.53) 

y como 
2963” = 5 (mód 9), (18.54) 
entonces, por la propiedad transitiva de la relación de equivalencia = (mód 9) aplicada a 


(18.53) y (18.54), 
(2963) . 29637 = 5 (mód 9). 


Solución.— El resto que se obtiene al dividir 2963" por 9 es 5. 
Ejemplo 524 


¿Cuál es el menor número entero positivo cuyo producto por 33 da un número con 
todas sus cifras iguales a 7? 


Resolución. Al no decir nada, suponemos que se trata del sistema de numeración deci- 
mal (base 10). 


Sea n un entero positivo tal que 33n = 77...7, de donde 33n = 7: 11...1, por lo que 33 
es un divisor de 7 - 11...1y de aquí, al ser 33 y 7 coprimos, deducimos que 33 es un divisor de 
RS A 


Busquemos ahora el menor múltiplo de 33 de la forma 11... .1. Por ser múltiplo de 33, debe 
serlo de 3 y de 11. Entonces: 


=  porun lado, por el criterio de divisibilidad por 3, para ser múltiplo de 3, la suma de sus 
cifras debe ser múltiplo de 3, lo que para un número de la forma 11... 1 significa que su 
número de cifras debe ser múltiplo de 3; 


= porotro, el criterio de divisibilidad por 11 aplicado a un número de la forma 11... 1implica 
que este número debe tener un número par de cifras, ya que la suma alternada (1— 1) + 
(1—1) + +++ + (1— 1) debe ser múltiplo de 11. 
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Así, de tener que ser el número de cifras, múltiplo de 3, el menor posible y par, deducimos 


que el número de cifras es 6, el número es 111 111 y por tanto, n = 777777/33 = 23569. 


Solución. — El menor número entero positivo cuyo producto por 33 da un número con to- 


das sus cifras iguales a 7 es 23 569. 


Ejemplo 525 


Un robot se mueve hacia adelante dando saltos de exactamente 2 m (salto corto) o 
3 m (salto largo), perfectamente alineados en horizontal. Si tiene que recorrer 23 m en 
línea recta, calculemos cuántos saltos cortos y cuántos saltos largos debe dar, siendo el 


número total de saltos (cortos + largos) el menor posible. 


[EFO 3.6.2019:3]. Cfr. [196]: problema 8.5 (p. 183). 


Resolución. 

I. Sixe y representan el número de saltos de 2 m y el de 3 m, respetivamente, entonces, se 
tiene que la siguiente ecuación representa lo expuesto en el enunciado salvo la condición 
de minimización: 


2X + 3Y = 23. 


Esta ecuación es irreducible en los enteros —2, 3 y 23 son números primos y, por tanto, 
(mutuamente) coprimos—. Como se buscan soluciones enteras, se tiene así una ecuación 


diofántica, con dos variables. 
II. ¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(2, 3) = 1/23. 


III. Coeficientes de BÉZOUT: p = —1y q = 1 (podríamos hallarlos también con el algoritmo 
de EUCLIDES hacia atrás o con el algoritmo de EUCLIDES extendido). 


Una solución particular es 


23 (—1 
PE 
1 
23-1 53 
L — 
Yo "| 
IV. La solución general es 
k 
x=-=23+7:3 
1 
= —23 +3k, 
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parak € Z. 


V. Encontremos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio. Para ello, in- 
tentemos acotar k. Como 23 no es divisible ni por 2 ni por 3 (23 es un número primo), es 
seguro que en recorrer los 23 m van a intervenir saltos de 2 m y de 3 m, esto es:x > Oe 


y >oyast 


O<X=>0< -23+3k 
> 23<3k, 


2 
a 
3 


0O<y=>0<23-2k 
=> —23 < —2k 


23 
>k<= 
2, 


> k € [8,9,10,11), 


Se tienen entonces los siguientes valores para x e y según los valores de k: 


k=|8 9 10 1 
x=-23+3k=|1 4 7 10 

y =23-—2k = 5: 3 1 

N.? total de saltos = 9 10 11 


Solución.— Para recorrer 23 m con el menor número total de saltos posible, el robot debe 


hacer un salto de 2 m y siete saltos de 3 m en cualquier orden. 


Observación 18.20.0.— Si estuviésemos interesados en saber el número de formas en que puede 
recorrer los 23 m en estas condiciones, la solución sería el número de multiconjuntos |2, 31, e esto 


es, el número total de permutaciones con repetición 


(+7) 
EA 1-7! 


=8, 


correspondientes a las diferentes posiciones del salto de 2 m, delante (una), entre (seis) y después 


(una) de los 7 saltos de 3 m. 


2 La grafía [x, y]. , designa el multiconjunto formado por s copias de x y t copias de y. Esta notación aparece, por 
ejemplo, en BLIZARD [207]. 
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Ejemplo 526 


Supongamos que una persona debe gastar exactamente 1234 euros en comprar ob- 
jetos de dos tipos. Los objetos de tipo A cuestan 12 euros y los de tipo B, 34 euros, cada 
uno. Si dicha persona debe comprar al menos un objeto de cada tipo, entonces, usan- 
do la teoría de ecuaciones diofánticas, averigúemos cuántos objetos de tipo A y B puede 
comprar. Proporcionemos todas las soluciones existentes. 


[EFE 7.7.2017:4]. Cfr. [153]: ejemplo 12.8 (p. 353). 


Resolución. LI. Sean x el número de objetos de tipo A e y el número de objetos de tipo 


B; entonces lo expuesto en el enunciado se formaliza como 


12x + 34y = 1234, (18.55) 


sujeto a las restricciones de quex > 0e y >0. 
Por el algoritmo de EUCLIDES, el mcd(12, 34), 
34 = 2:12. + 10, (18.56) 
12=1-10+2, (18.57) 
10=5:2+0, 
donde comprobamos que el resto anterior al nulo vale 2. 
Esta ecuación diofántica tiene solución entera ya que mcd(12, 34) = 2 divide a 1234. 
II. De (18.57), 
2=12—10-:1 
= 12 — (34-12 -2)-:1 


=12-3 +34 - (-1), 


por lo que los coeficientes de Bézout s y tson 3 y —1, respectivamente, esto es, una solución 
—particular— de 12x + 34y = 2.€s (x, y) = (3, —1). 


Una solución —particular— de (18.55) es 


3 : 1234 
== ETB, 
2 
—1) : 1234 
yo = 22 a, 
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III. La solución general —o sea, todas las soluciones— de (18.55), tomando como solución 


particular la anterior, es 


x=1851+k- = = 1851 + 17k, 


Il 


—617 —k - - = —617 — 6k (k E Z). 


IV. Calculemos, finalmente, la solución de la cuestión en estudio. 


1851 


Xx>0> 1851 + 17k > 0> k > ETA = —108,88, 
617 
Yy>0>-617-6k>0>k< ra = —102,83, 


de donde 
—108,88 < k < —102,83, 


por lo que los números k € Zson 


— 108 < k < —103, (18.58) 


luego, 


k — x=1851+17k y=-617-6k 


-108 15 31 
-107 32 25 
-106 49 19 
-105 66 13 
-104 83 7 
-103 100 Í 


Solución. — Pudo comprar, bien 15 objetos de tipo A y 31 de tipo B, bien 32 de tipo A y 25 de tipo 
B, bien 49 de tipo Ay 19 de tipo B, bien 66 de tipo A y 13 de tipo B, bien 83 de tipo A y 7 de tipo 
B, bien 100 de tipo Ay 1 de tipo B. 


Ejemplo 527 


Considerando un número suficiente de monedas de 5,10 y 20 céntimos, ¿de cuántas 
formas pueden 14 de tales monedas sumar 2 euros y cuáles son dichas formas? Resolva- 


mos esta cuestión utilizando la teoría de las ecuaciones diofánticas. 


[PEP 10.4.2019:5]. 
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Resolución. Six, y, z representan el número de monedas de 5, 10 y 20 céntimos, respec- 


tivamente, entonces, se tiene: 


5x + 10y + 20Z = 200, 


x+y+z=1, 


que simplificando queda 


IL. 


III. 


IV. 


5x + 10y + 20Z = 200, 


(=5)x + (=5)y + (=5)z = (-5)14 = —70, 


Tenemos así la ecuación diofántica con dos variables, 


Sy + 15z = 130. 


Estudiémosla. 
¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(s, 15) = 5| 130. 


Coeficientes de BÉZOUT: existen infinitos, ya que cualquier par (p, q) con p =1— 3q con 
q € Zes solución de la ecuación 5 = 5p + 154 (ecuación diofántica más sencilla que 
la original pero ecuación diofántica, a fin de cuentas). Tomamos, por ejemplo, p = —2 y 


q=L 


Una solución particular es: 


130 - (-2) 
Yo = s 3 —52, 
130 -1 
Zo = sl = 26. 
5 


La solución general es: 
k 
= E A, 
k 
2=264 2 >(=5) =26-— k, 


siendo k € Z. 


Encontremos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio. Para ello, in- 


tentemos acotar k. Como no puede usarse un número negativo de monedas, tenemos las 
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cotas inferiores x > Oe y > Oyasí, 
1 
E E 
O<Z>0<26-k=>k< 26, 


con k € Z, de donde (18 <k < 26) Ak € Z. 


Se tienen entonces los siguientes valores para x, y, z según los valores de k: 


k=|18 19 20 21 22 23 24 25 26 


y=3k-52=|2 5 8 11 14 17 20 23 26 


zZ=26-k=|8 7 654 3 2 1 O 


x=W4-(y+Z)=|4 2 0-2 -4 -6 -8 -10 -12 


Solución. — Existen pues tres formas en que 14 monedas de 5, 10 y 20 céntimos pueden 
sumar 2 euros: en las formas (x, y, z) = (2,5,7) y (x, y,z) = (4,2, 8), utilizando monedas de 
los tres tipos, y en una tercera, (x, y, ) = (0, 8, 6), en la que sólo se usan monedas de 10 y 20 


céntimos. 


Ejemplo 528 


Supongamos que el día D se ejecutaron once procesos en el computador C, que el 
tiempo total de la ejecución fue de 91 segundos y que los procesos fueron de dos tipos, A 
y B, que son tales que un proceso de tipo A tarda en ejecutarse siete segundos menos 
que uno de tipo B. En estas condiciones, ¿cuánto dura la ejecución de un proceso de 
tipo A y de uno de tipo B? y ¿cuántos procesos de cada tipo se ejecutaron el día D en 


el computador C? 


A Para resolver esta cuestión debemos: I, proponer, razonando su porqué, una ecuación dio- 
fántica que modelice la situación expuesta, y II, demostrar que tiene al menos una solución; 
después, debemos utilizar los coeficientes de BÉZOUT y la teoría de las ecuaciones diofán- 
ticas para: III, calcular una solución particular de la ecuación propuesta en I; IV, calcular 
la solución general de la ecuación propuesta en 1; V, calcular la solución de la cuestión en 
estudio. 


> Importante: Si no recordásemos cómo calcular los coeficientes de BÉZOUT o la teoría de las 
ecuaciones diofánticas, podríamos resolverlos apartados III, IV y V, por teoría de congruen- 
clas. 


[EFE 28.6.2023:6]. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


963 18. Teoría de números 


Resolución. Sea a el número de procesos de tipo A y b el número de procesos de tipo B. 
Sea x (segundos) el tiempo que un proceso de tipo A tarda en ejecutarse (de donde un proceso 


de tipo B tarda x + 7 segundos). Tenemos lo que sigue. 
I. Propuesta de una ecuación diofántica que modelice la situación expuesta. 


Lo expuesto en la totalidad del enunciado queda representado por el sistema de ecuacio- 
nes 


a+b=11, 


ax + b(x +27) = 91. 


De la primera, a = 11 — b, de donde, sustituyendo en la segunda, 


(1 — b)x + bx +7b = 91, 


1x — bX+bX%+7b =091, 


por lo que tenemos la ecuación 
1x + 7b = 91. (18.59) 


Como buscamos soluciones enteras, tenemos así una ecuación diofántica con dos varia- 
bles. Esta ecuación es irreducible en los enteros debido a que los números 11, 7 y 91 son 


primos entre sí. 
II. Demostración de que tiene al menos una solución. 
¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(11, 7) = 1es divisible por 91. 
III. Cálculo de una solución particular. 
1-7t 


Coeficientes de BÉZOUT, existen infinitos, ya que cualquier par (s, t) cons = = con 


t € Zes solución de la ecuación 115 + 7t = 1. Tomamos, por ejemplo, s =2 y t= —3. 
Una solución particular es 


=== = 182 


3 
hb, = HA = 273. 
1 


Comprobación. — En efecto, 11 - 182 + 7 - (—273) = 91. 


Nota.— (182, —273) es una solución particular de 11x + 7b = 91; no debe extrañarnos que 


182 > 91nique —273 < O pues aún no hemos introducido ninguna restricción semántica. 


IV. Cálculo de la solución general a partir de la particular anterior. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


18.20. Muestra de ejemplos 964 


La solución general es 


k 
x=182+-:7 
1 
=182+7k, 


b = -273 + . - (—1) 
= -273 — uk, 
siendo k € Z. 
Comprobación. —En efecto, 11- (182 +7k) +7: (—273 —11k) = 2002+77k —1911—77k = 91. 
V. Cálculo de la solución de la cuestión en estudio. 


Encontremos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio. Para ello, in- 
tentemos acotar k. Tanto el tiempo x que tarda en ejecutarse un proceso de tipo A como 
el número b de procesos de tipo B deben ser positivos (ya que nos dicen que los procesos 


fueron de los dos tipos), por lo que 


O<x>0<182+7k 
> -26<k 
> kE [-25, -24,-23,...), 


o<b>=>0<-—-273 — 11k 


de donde 


Se tiene entonces 


x =182 +7: (-25) =7, 
b = -273 — 1: (-25) =2, 


de donde 


x+7=1, 


a=11-2=09. 


Comprobación. — En efecto, 9-7+2- (7+7) = 63 +28 = 91. 
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Solución.— Un proceso de tipo A tarda 7 segundos mientras que uno de tipo B se ejecuta 
en 14 segundos. En la ejecución del día D en el computador C intervinieron 9 procesos de tipo 
Ay 2 procesos de tipo B. O 


Observación 18.20.1.— Hemos llegado a la ecuación (18.59) sustituyendo a por 11— b. Alternativa- 


mente, 


=  — pudiésemos haber sustituido b por 11— a, en cuyo caso la ecuación (18.59) habría sido 11x—7a = 
14; 
=  pudiésemos haber utilizado como segunda ecuación de partida a(y — 7) + by = 91, y 


pudiésemos haber sustituido a por 11— b, en cuyo caso la ecuación (18.59) habría sido 11y + 
7h = 168; 


pudiésemos haber sustituido b por 11— a, en cuyo caso la ecuación (18.59) habría sido 11y — 


70 = 91. 
Observación 18.20.2.—  Alternativamente, pudiésemos haber interpretado parcialmente la situa- 
ción expuesta en el enunciado y tomado como ecuación diofántica a + b = 11. El procedi- 


miento nos habría llevado a la solución particular (do, bo) = (11,22), ésta a la solución general 
(a, b) = (-1. + k,22 — k) (k € Z), de aquí y de1 < a<nmy1< b< 11 (nos dicen que se ejecutaron 
procesos de tipo A y de tipo B) a la acotación 12 < k < 22 y de ésta a las posibles soluciones (a, b), 
a saber, (1,10), (2,9), (3,8), ...., (8,3), (9,2), (10, 1). A continuación tendríamos que comprobar cuáles 
de éstas hacen que x = (91 — 7b)/(a + b) € Z (esta x proviene de ax + b(x +7) = 91), esto es, que 
(91 —7b)/1 € Z: 


a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
b 10 9 8 7 6 5 4, 3 2 1 
x|21/1 28/11 35/1 42/11 49/1 56/1 63/11 70/11 7 84/11 


Como vemos, sólo el valor (9, 2) para (a, b) hace que x (el tiempo que tarda un proceso de tipo 
A) sea un número entero. 


Aún más, en este caso de aplicar la teoría de ecuaciones diofánticas a la ecuación a + b = 11, 
cabe preguntarnos por qué tomamos también como diofántica la ecuación ax + b(x + 7) = 91 
con respecto a x. Así, si consideramos que los procesos no tienen por qué tardar en ejecutarse un 


número entero de segundos, todas las anteriores son soluciones: 


a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
b| 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
x|21/1 28/1 35/1 42/1 49/1 s6/1  63/1 70/11 7 84/11 
y (98/1 105/11 79/1 19/1 126/11 133/11 140/11 147/11 14 161/11 


Ésta es una tabla de soluciones por columnas. Por ejemplo, la columna encabezada por 7: un 


proceso de tipo A tarda 63/11 segundos mientras que uno de tipo B se ejecuta en 140/11 segundos; 
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en la ejecución del día D en el computador C intervinieron 7 procesos de tipo A y 4 procesos de 
tipo B. 


Observación 18.20.3.— Veamos los apartados III), IV) y V) por teoría de congruencias. Expresemos 


la ecuación (18.59), esto es, 11x + 7b = 91, como 7b = 91 (mód 11), la que como mcd(11,7) = 1, 
tiene solución única, que es b = 91 + 7201 (mód 11), esto es, b = 91: 7% * (mód 11), es de- 
cir, b = 91 + 7? (mód 11), o sea, b = 2 (mód 11) [¡requiere justificación! 4], en definitiva, x € 


[2,13,24,35,46, 57, 68, 79,90, 101,112, ...). Como hay un total de once procesos, nos quedamos con 
el valor b = 2, esto es, hay dos procesos de tipo B en la ejecución del día D en el computador C. De 


aquí, a = 11—2 = 9,es decir, hay nueve procesos de tipo A en dicha ejecución en dicho computador. 


Ahora, despejando b en (18.59), b = (91 — 11x)/7 y sustituyendo en 7b = 91 (mód 11), se tiene 
7: (91 — 11x)/7 = 91 (mód 11), esto es, (91 — 11x) = 91 (mód 11), es decir, (91 — 11x) = 91 (mód 11), o sea, 
x =0 (mód 7) [x requiere justificación x*], en definitiva, x € [0, 7, 14,21, 28, 35, 42, 49,56, 63,70,...). 


Pues bien, un proceso de tipo A no puede tardar en ejecutarse o segundos porque entonces 
un proceso de tipo B también tardaría cero segundos (el doble que un proceso de tipo A), pero 
entonces, once procesos de tipos A y B no podrían tardar 91 segundos (imaginando un redondeo 
a cero si los tiempos son menores que 0,5, el total de once procesos sería como algo menos de 


11 - 0,5 = 5,5 segundos). 


Así, un proceso de tipo A y un proceso de tipo B pueden tardar 7 y 14 segundos, respectiva- 
mente, O 14 y 28, O 21 y 42, 0 28 y 56; 35 y 70 ya no pueden, porque 35 + 70 = 105 > 91; 14 y 28 tampoco 
porque cualquier combinación lineal sería un número par y 91 no es par; 28 y 56 tampoco por el 


mismo motivo; 21 y 42 tampoco porque 91 no es múltiplo de 21; 7 y 14 sí, porque 91 es múltiplo de 7. 


Observación 18.20.4.—  Alternativamente, podríamos haber comenzado la observación anterior 
por 11x = 91 (mód 7), la que como mcd(11, 7) = 1 tiene solución única, que es x = 91-1197=1 (mód 7), 
esto es, x = 91:117* (mód 7),es decir, x = 91-115 (mód 7),osea,x = 0 (mód 7) [x requiere justificación 


x], en definitiva, x € [0,7,14, 21,28, 35, 42,49,56, 63,70,...). 
Observación 18.20.5.— Si no la conoce, puede resultarle curiosa la función 91 de MCCARTHY%*. 
Ejemplo 529 


En los enteros, sea la sucesión definida así: comenzando en O, cada término se ob- 
tiene del anterior sumándole o restándole 2 o 3 a este último. Demostremos que esta su- 


07 . o 00 . 2 AS ES 
cesión siempre alcanza el 4. A modo de ilustración, por ejemplo: 0 > —2 +3 1H 4. 


[EFE 25.6.2019:3]. 


34 Vid. v. gr. https://en wikipedia.org/wiki/McCarthy_91_function. 
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Resolución. Si x representa el número veces que se suma 2, y el número de veces que se 
suma 3, z el número de veces que se resta 2 y t el número de veces que se resta 3, entonces, se 


tiene lo que sigue. 


I. La siguiente ecuación representa lo expuesto en el enunciado: 
2(x—Z)+3(y-—t)=4. (18.60) 


Como se buscan soluciones enteras, se tiene así una ecuación diofántica, que reescribi- 


mos con dos variables; llamemos rax — zysa y — t, entonces (18.60) es: 
2r+3S=4. 


Esta ecuación es irreducible en los enteros —los números 2, 3 y 4 son (mutuamente) co- 


primos. 


II. ¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(2, 3) =1|4. 


III. Coeficientes de BÉZOUT: p = —1y q = 1. Una solución particular es: 
4-(—1 
Fo —= apa) 0 —=4, 
1 
4-1 
So AA 4, 
1 
IV. La solución general es: 
k 
r=-44+--:3 
1 
= -4+3k, 
k 


IR O) 
=4-—2k, 


siendo k E Z, ya que los valores de x, y, z y t son enteros no negativos (representan 


números de veces) y por tanto, r,s € Z. 


V. Como soluciones particulares de la cuestión en estudio se tienen los siguientes valores de 


res según los valores de k € Z: 


k=|(0 1. 1 -2 2 23 
r=x=2Z=-=4+3k=|-4 7 1 10 2 -13 
s=I=ft=4=2%1k=|4 6 2% 8 O 10 

Por ejemplo, para x — z = —4e y — t = 4, se tienen para (x, z, y, £) las infinitas combi- 


naciones compuestas por un primer elemento de: 
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y un segundo de: 


esto es, 


(x, z, y; t) 
(0, 4, 4, 0) 
(0, 4,5, 1) 


(1,5,4,0) 
(1,5,5,1) 


(2, 6, 4, 0) 
(2,6,5,1) 


Observación 18.20.6.— La solución dada a modo de ilustración en el enunciado del ejemplo, 


2 E 13 
0 > —-2 +5 1H> 4, corresponde a k =1,r =-—1,5=2,xX=0,2=1,Yy=2,t=L 


Conjetura de COLLATZ, 1937 


Comenzando en cualquier entero positivo, cada término se obtiene del anterior dividién- 
dolo entre dos si es par o multiplicándolo por 3 y sumándole 1 si es impar (cfr. supra activi- 
dad 12.3 [p. 628 de esta edición]). La conjetura de COLLATZ* afirma que la sucesión así formada 
siempre alcanza el 1. Nadie ni nada lo ha demostrado aún. A modo de ilustración, por ejemplo: 


-3+1 /2 3+1 Y 3+1 /2 1 1 /2 /2 -3+1 1 
23 => 70 —> 35 KA 106 > 53 HU 160 => 80 K—> 40 H=> 20 H=> 10 K—> 5 KT 16 > 


/2 /2 /2 


8 —> 4> 2h 1. 


El gran Paul ERDÓS” dijo que pudiese ser que la matemática no estuviese aún lista para este 


tipo de cuestiones. 


2 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Collatz_conjecture; https://www.dcode.fr/collatz-conjecture. 
> Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Erd%C5%918 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


969 18. Teoría de números 


Ejemplo 530 


Una empresa gastó 100 000 euros en 100 dispositivos electrónicos, algunos de últi- 
ma generación y máximas prestaciones. Compró teléfonos inteligentes a 50 euros, table- 
tas a 1000 y portátiles a 5000. ¿Cuántos dispositivos compró de cada clase? Hallemos la 
solución utilizando: o.”, la teoría de ecuaciones diofánticas, y 1.*, la teoría de ecuaciones 


en congruencias. 


Cfr. [153]: ejemplo 12.8 (p. 353). 


Resolución. Traducida la información del enunciado a un sistema de ecuaciones lineales 


y simplificado éste, 


x+y+z=100 > x+Yy+z=100 
50x + 1000 + 5000zZ = 100000 x +20y + 100Z = 2000 
> x+y+2z=I100 


Xx +y+2Z-+19y + 99Z7 = 2000 


—> 100 + 194 + 99Z = 2000 


> 997 + 19y = 1900 


o.”, Una ecuación diofántica lineal ax+ by = c tiene solución precisamente si med (a, b)|c. 
En tal caso, una solución particular de la ecuación es (xo, Yo) = (cs/d, ct/d) donde d = 
mcd (a, b)ysy tsonlos coeficientes de a y b en la combinación lineal igual a d (identidad 


de BEZOUT). La solución general de dicha ecuación es 
[y):keZ), 


con 


El siguiente cuadro muestra la utilización del algoritmo de EUCLIDES extendido para el 
caso que nos ocupa. La computación se detiene cuando el resto es cero (en color rojo). El 
resto anterior, 1 (en color rojo), es el máximo común divisor. Los coeficientes de BÉZOUT s 
y tson 5 y —26 (en color magenta). Los números en cian, —19 y 99, sin considerar el signo, 


son los cocientes de los originales entre el máximo común divisor. 
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970 


Lo Qi Fi Si t; 
O 99 al o) 
1 19 O L 
299/19=5 99-5:-19=4  1-5-O=1 O-5:-1=-5 


3 19/4=4  19-4:4=3 0O-4-l=-4 — 1-4-(-5)=21 

4 4/3=1 413=1 T1T-1-(4)=%S 5-1:21="»5 

5 3/1=3 3-3:1=0 -4-3:5=-19 21-3:(-26)=99 
Por lo tanto, una solución particular es 


1900 : 5 


Zo = a] == 9500, 
1900 - (—26) 
Yo = O —= 749400, 
y la solución general es 
k - 19 
zZ = 9500 + ——, 
k - 99 


Y = 249400 = E, 


con k € Z. 


Ahora bien, ¿cuántos dispositivos compró de cada clase, sabiendo que compró al menos 


uno de cada clase? Veamos. Sabemos que z > O y que y > O. Por tanto, 9500 + 19k > O 


y —49400 — 99k > O, de donde —500 < kyk < —498,9. Comok € Z,k = —499. 


Sustituyendo, obtenemos z = 19, y =1yx = 100 —1— 19 = 80. 


Solución.— [Por la teoría de las ecuaciones diofánticas]. Esta empresa compró ochenta 


teléfonos, una tableta y diecinueve portátiles. 


1.2, Vista como una ecuación en congruencias, puede ser 997 = 1900 (mód 19), o su equiva- 


lente, 997 = O (mód 19). 


Como mcd (99,19) = 1, este camino nos lleva a que son posibles soluciones todos los 


múltiplos positivos de 19 menores que 100, esto es, z E (19, 38,57, 76, 95). 


Probemos otro camino. La ecuación diofántica 99 + 19y = 1900 también tiene otra vista 


como ecuación en congruencias, a saber, 19y = 1900 (mód 99), o su equivalente, 19y 


19 (mód 99). 


Como med (99,19) = 1, esta ecuación tiene una solución única (mód 99), que es y 
19 - 19999)=1 (mód 99), esto es, y = 19% (mód 99). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


971 18. Teoría de números 


Explorando los residuos potenciales, encontramos que 19'? = 1 (mód 99) de donde, mul- 
tiplicando esta congruencia seis veces, miembro a miembro, obtenemos que 19% = 1 


(mód 99) y por ser transitiva la relación de congruencia, que y = 1 (mód 99). 
Es decir, y = 1 (ya que y < 100). 

Como 99z + 19y = 1900, obtenemos que z = 19. 

Finalmente, de x + y + z = 100, tenemos que x = 80. 


Solución.— [Por la teoría de las ecuaciones en congruencias]. Esta empresa compró ochen- 


ta teléfonos, una tableta y diecinueve portátiles. 


Ejemplo 531 


¿Cómo podríamos distribuir 100 litros de agua en un total de 40 recipientes varios, 
de 1, 4 y 12 litros? 


[EFO 24.5.2018:3]. Cfr. [208]: $ 4.3 Compra de sellos de correos (pp. 158-160). 


Resolución. Representando por x, y, z, los números de recipientes usados de 1, 4 y 12 
litros, respectivamente, el enunciado se traduce en las ecuaciones x + Y +Z =40yYX+4y + 
122 =100: 


Restando de la segunda ecuación la primera, tenemos la ecuación diofántica 3y + 117 = 


60. Como mcd(3, 11) = 1|60, esta ecuación diofántica tiene solución entera. 


Como 1 = 4: 3 + (—1) - 11, los coeficientes de BÉZOUT son p = 4 y q = —1. Una solución 
particular es Yo = 4 : 60/1 = 240, Zo = (—1) - 60/1= —60. 


La solución general es y = 240 + 11k, z = —60 — 3k, con k € Z. 


Suponiendo que en la solución interviene al menos un recipiente de cada tipo, tenemos 
queo< y,z <40-—(1+1) = 38. 


Sustituyendo en estas últimas la solución general encontrada, tenemos, por un lado, que 
o < 240 + 11k < 38, de donde —240/11 < k < —202/11, por lo que —21,82 < k < —18, 36 y, 
por tanto, k € [—21, —20,—19), y por otro lado, que o < —60 — 3k < 38, de donde 60/3 < 
—k < 98/3, por lo que —98/3 < k < —60/3, esto es, —32,67 < k < —20 y, por tanto, 
k € [-32,...,—22, —21). Se tiene, pues, que k = —21. Sustituyendo en la solución general, 
y =240 +11: (-21) =9yz =-—60-— 3 + (-21) = 3, por lo que x = 40 — (9 + 3) = 28. 


Solución. — Suponiendo que al menos debe llenarse un recipiente de cada tipo, se emplean 


veinte recipientes de un litro, nueve de cuatro litros y tres de doce litros. (Si no supiésemos 
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tal cosa, habría otra solución: veinte de un litro, veinte de cuatro litros y cero de doce litros. 


[¡Comprobémoslo! 4.]). 


$18.21 Propuesta de actividades 


Además de las 23 que aparecen en el cuerpo del capítulo, las siguientes. 


Actividad 18.23 
Demostremos que log, 3 É Q. 


Actividad 18.24 
¿Es cierto que para tres números enteros cualesquiera x, y, z sesatisface que six < y,entonces 
lx —2| < ly 21? 


Actividad 18.25 
La sexta parte del producto de tres números naturales consecutivos, ¿es un número natural? 


Indicación: Inducción débil sobre n. 


Actividad 18.26 


Demostrar que Vn € Z, nes par > n? es par. 


Actividad 18.27 

Sea una variable de tipo palabra de n bits etiquetados de 1a n. Inicializamos dicha variable con 
todos los bits en estado 1. Un dispositivo puede actuar de n formas distintas en la palabra: la 
forma 1 cambia el estado de todos los bits; la forma 2 cambia el estado de los bits de dos en dos 
comenzando por el bit 2, y así sucesivamente, esto es, en general, la forma k cambia el estado 
de los bits de k en k comenzando por el bit k. Si dicho dispositivo ejecuta secuencialmente las 
formas de actuar 1, 2,...., , entonces: 

O. ¿qué número de veces cambia de estado el bit r?; 


1. ¿qué bits quedarán en un estado distinto de su estado inicial y por qué? 


A Para resolver esta cuestión, debemos utilizar un razonamiento de teoría de números basado en lo 
estudiado (si utilizamos un criterio de divisibilidad, debemos demostrarlo). 


[PEP 14.5.2023]. Cfr. [154]: problema 1.79 (p. 61). 
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Actividad 18.28 
Resolvamos en Z* el sistema de ecuaciones: 


x+ y = 396 
mo ES 


Cfr. [204]: ejercicio 4.1.3 (pp. 33-34). 


Las siguientes cuatro cuestiones, por orden, son los ejercicios 7.1 (p. 137), 7.12 (p. 143), 7.10 (p. 142) 
y 7.27 (p. 149) del libro [196] Máximo ANZOLA GONZÁLEZ y José Ramón CARUNCHO CASTRO. Problemas 
de álgebra. Tomo 2: Anillos - Polinomios - Ecuaciones. Los autores, Madrid, Comunidad de Madrid (ES-M), 
España, 3.* ed., 1982. OTDR. 


Actividad 18.29 


Hallemos m, n € Z*, con mem(m, n) = 33 y tales que la suma de sus cuadrados sea 1098. 


Actividad 18.30 


Hallemos m, n € Z* tales que mcd(m, n) = 12 y mem(m, n) = 396. 


Actividad 18.31 


Hallemos m, n € Z* tales que m tiene 33 divisores, n tiene 22 divisores y mcd(m, n) = 245. 


Actividad 18.32 


Hallemos el menor n € Z* que satisface: 


n mód4=3 
n mód5s=4 
n mód6= 

a imod 7 =6 
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Las siguientes son sobre congruencias. 


Actividad 18.33 


Demostremos que Vn € N, 23” — 1es divisible por 11. 


Actividad 18.34 
¿Existe algún m E Z* tal que alos =F aio > + +++ + 0,10 + (1, es congruente con a + 


Ax, +-** +4, + 0, módulo m, sea cual sea k € N? 


Actividad 18.35 
Se nos requiere para: 
o. a. utilizando el criterio general de divisibilidad, hallar el criterio de divisibilidad por 
dos en el sistema de numeración heptal (base 7); 
b. utilizando el criterio de divisibilidad hallado en el apartado anterior, averiguar si el 
número heptal 12321, es divisible por dos; 
1. finalmente, si nolo es, usar el criterio de divisibilidad hallado para sustituir la cifra heptal 


3 por otra cifra heptal x tal que el número heptal 12x21(, sea divisible por dos. 


Actividad 18.36 
Se nos requiere para: 
o. a. utilizando el criterio general de divisibilidad, hallar el criterio de divisibilidad por 
seis en el sistema de numeración heptal (base 7); 
b. responder a la pregunta: ¿es divisible por seis el número heptal 1234321(?; 
1. finalmente, si no lo es, para sustituir la cifra heptal 4 por otra cifra heptal x tal que el nú- 
mero heptal 123x321(, sea divisible por seis. 


[AIC-G 10.4.2018:6], [AIC-W 10.4.2018:6]. 
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Las siguientes, sobre ecuaciones diofánticas. 


Actividad 18.37 

Dos personas llevaban un cesto de huevos. Un caballo que pasó a su lado hizo un extraño y 
les asustó, cayéndose el cesto y rompiéndose todos los huevos. La persona al cargo del caballo, 
queriendo pagarles su pérdida, les preguntó cuántos huevos llevaban en el cesto. Ellas no se 
acordaban exactamente aunque recuerdan que al contarlos en manos de tres sobraban dos y en 
manos de cuatro, sobraban tres. Calcule el número de huevos, sabiendo que estaba entre 100 y 


110, utilizando la teoría de las ecuaciones diofánticas. 


[EFO 1.6.2017:3a]. Cfr. [153]: ejemplo 12.6 (p. 351). 


Actividad 18.38 

Le pedimos a una persona que haga mentalmente las multiplicaciones de su día y mes de naci- 
miento por 12 y 31, respectivamente; a continuación, nos dirá el resultado de la suma de ambas 
multiplicaciones. De vuelta, le decimos qué día y mes nació. ¿Cómo? 


Cfr. [208]: $ 4.5 Adivinar el día de nacimiento (pp. 162-165). 


Actividad 18.39 

Hurgando por aquí y allá, recogimos 17 monedas de 2 euros. Con ellas, nos encaminamos a una 
primera tienda a comprar ese primer objeto que costaba 11 euros. La persona encargada nos dijo 
que ya había cerrado la caja y que sólo tenía 4 billetes de 5 euros para poder darnos el cambio. 
¿Pudimos comprar el objeto por su precio exacto? 


[AIC-G 10.4.2018:5]. Cfr. [208]: $ 4.1 Compra de una bufanda (pp. 149-155). 


Actividad 18.40 

Se compró cierto número de objetos (entre 50 y 100) a 17 euros cada uno. De ellos, se venden 
unos cuantos a 35 euros cada uno, obteniéndose un beneficio de 123 euros. ¿Cuántos objetos 
faltan por vender? 


[AIC-W 10.4.2018:5]. Cfr. [209]: problema 1 (p. 61). 


Actividad 18.41 


Hecha una auditoría, se ha descubierto que se compraron 12 objetos de dos tipos, A y B, por un 
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total de 1200 euros y que cada objeto de tipo A costó 30 euros más que cada uno de tipo B y que 
se compró el mínimo posible de estos últimos. Sin embargo, no figura cuántos se compraron 
de cada tipo. ¿Podríamos saberlo? 


Cfr. [153]: ejemplo 12.3 (p. 347). 


Actividad 18.42 

En un sistema informático determinado, procesar una consulta de tipo I supone un coste 
computacional de 700 ucb (unidades de coste de bit), una de tipo II un coste de 550 ucb y proce- 
sar una de tipo III un coste de 390 ucb. Si dicho sistema ha procesado 69 consultas con un coste 


computacional total de 32 740 ucb, ¿cuántas consultas puede haber habido de cada tipo? 


[PEP 14.5.2023:6]. Cfr. [154]: problema 1.72 (p. 56). 


Actividad 18.43 

Un robot es capaz de dar saltos de exactamente 1 m (salto corto) tanto hacia adelante como hacia 
atrás y de exactamente 2 m (salto largo) sólo hacia adelante, todos perfectamente alineados en 
horizontal. Si se desconoce en todo momento qué tipo de salto va a dar el robot, ¿puede éste 


recorrer exactamente 23 metros en línea recta en exactamente 15 saltos? 


[EFE Coincidencias 25.6.2019:3]. 


Siguen algunas cuestiones de matemagia*”, sencillitas, más divertimentos que otra cosa, pero 


no dudemos que siempre se aprende; pudiésemos decir que son de adivinación y mentalismo. 


Actividad 18.44 

Tres personas acaban de comer juntas en un restaurante. La comida les ha costado 10 euros a 
cada una. Pagan, pues, 30 euros al camarero, quien los entrega en caja, donde la propietaria 
le informa de que esas tres personas son buenas clientes y le dice que les devuelva 5 euros. 
El camarero, en vista de que no le dieron propina, les entrega sólo 3 euros, uno a cada una, 
guardándose en su bolsillo los otros 2. Resulta, pues, ahora, que las tres personas han pagado 
9 euros cada una, o sea, 27 euros en total, que más los 2 que se guardó el camarero suman 29. 
¿Dónde está el euro que falta??* 


35 Algo más sobre matemagia: Matemagia «básica», por Carlos VINUESA (https://gaceta.rsme.es/abrir.php?id=983); 
Adrián PAENZA (http://cms.dm.uba.ar/material/paenza). 
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Cfr. [210], Serie V, Problemas de ilusionismo, Otro (p. 132). 


Actividad 18.45 
Retirar una o cuatro cartas de un grupo de veinte: tres jugadores—. Juegan tres personas, por 
turnos, retirando una o cuatro cartas en cada turno. Gana el juego quien retire la última carta. 
Sijugásemos a este juego y éste comenzase con veinte cartas, procuraríamos jugar en segundo 
lugar, ¿por qué? 


Cfr. [211], 4. Juegos de estrategia conflictiva. EC 6-1 (p. 178). 


Actividad 18.46 

Colocamos arbitrariamente sobre una mesa un número de monedas en las que sea fácilmente 
identificables su cara y su cruz. Nos volvemos de espalda y pedimos a alguien que dé vuelta a 
cuantas monedas quiera cuantas veces quiera de una en una diciendo en voz alta «vuelta» cada 
vez que lo haga y que después tape una moneda. Nos giramos de cara y adivinamos si la moneda 
tapada presenta bocarriba su cara o su cruz. ¿Por qué conseguimos adivinarlo? 


Cfr. [210], Serie 1, Juegos de adivinación y mentalismo, ¿Cara o cruz? (p. 13). 

Actividad 18.47 

Escribamos un número decimal cualquiera de tres cifras que no sea capicúa, que no tenga las 
cifras iguales y que su primera cifra sea mayor que la última. Restémosle el número formado 
por sus cifras invertidas de lugar —si era abc, restémosle cba—. Sumemos al número resul- 


tante el número formado por sus cifras invertidas de lugar. Dará siempre como resultado 1089. 
¿Verdad? 


Cfr. [210], Serie V, Problemas de ilusionismo, Otro (p. 132). 


Actividad 18.48 


Con ayuda de un computador, demostremos que el número 23: 


26 Puro ilusionismo, ¿a que sí? Ésta es la primera cuestión de matemagia que aprendí y que recuerdo con mucho cariño 
porque también fue la primera que me enseñó mi madre. 
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O. esel menor primo con un número primo de dígitos primos cuya suma es un número pri- 
mo; 

1.  esel menor primo para el que la suma de los cuadrados de sus dígitos es un primo impar; 

es el menor primo que es igual a la suma de tres primos distintos de dos formas diferentes; 


el menor primo de la forma p” — q1 donde p y q son primos; 


Rh wo» 


es el mayor entero que no es la suma de potencias distintas. 


Por cierto, 23 = 07 + 14 + 23 + 32 + 4 + 52, Por otro lado, la sucesión constante 23 está 
catalogada en la OEIS como la sucesión Ao10862 (https://oeis.org/A010862). Para saber más, 
podríamos consultar, por ejemplo, el artículo «23 (number)» en Wikipedia (https://en wikipe- 
dia.org/wiki/23_(number). 


Actividad 18.49 

¿Podría sernos de utilidad haber estudiado teoría de números para solucionar el problema 
de las garrafas que se plantea en esta secuencia de la película La jungla de cristal 3: la venganza 
(https://www.youtube.com/watch?v=2vdF6NASMIE)? 


$ 18.22 Muestra de ejemplos finales 


Ejemplo 532 


¿Cuál es el menor número decimal n tal que su producto por 11 —esto es, 11n— se 


escribe en base 13 (sistema de numeración tridecimal) sólo con cifras 6,estoes, 66... 6(13? 


[EFO 12.6.2020:2a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. 11n en base 13 es: 


1IN=6+6-13+6-132+---+6-13%7 
=6-(1438+1+--+1) 


k-=1 
13 :13-1 
= (2) 
131 


(31) 


NIH 


(por ser la suma parcial de los primeros k términos de una progresión geométrica de razón 13 


y primer término 1), de donde, (13* — 1) es divisible por 11 (al no serlo 1/2), esto es, 


13 —1=0 (mód 1), 
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es decir, 
13% =1 (mód 11). (18.61) 
Como 


2 (mód 11), 


13 


por la propiedad de potencia, 


3*=2* (mód 11), 


que por simetría de = (mód 11) (es una relación de equivalencia), es 


Kk == q2K 


2% =13% (mód 11). (18.62) 


De 18.62 y 18.61, por transitiva de = (mód 11), 


2 =1 (mód 11). 


Averigúemos cuál es el menor k > o tal que 2* = 1 (mód 11):2* = 2 (mód 11), 2? = 4 
(mód 11), 22 = 8 (mód 11), 2* = 5 (mód 11), 22 = 10 (mód 11), 2% = 9 (mód 11), 2” = 7 
(mód 11), 2 = 3 (mód 11), 2? = 6 (mód 11), 2'? = 1 (mód 11), resultando que dicho menor 


k es 10. 
De aquí, 


1 10 
un =-(13" —1 
, (131) 


1 
a (137858491849 — 1) 


= 68 929 245 924. 


Solución.— El menor número decimal tal que su producto por 11 se escribe en base 13 sólo 
con cifras 6 es 68 929 245 924. 
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Ejemplo 533 


Consideremos una red en línea (en bus) de 18 computadores, de los que 17 tienen 
igual potencia de cómputo y uno, Litty, el último de la red, tiene menor potencia. Se trata 
de repartir n tareas entre todos ellos. La primera vez se decide repartirlas tareas por igual 
entre los 17 y las que sobren para Litty, recibiendo éste 3 tareas. Tras un fallo generalizado, 
no puede contarse ya con 6 de los de mayor potencia; entonces, se vuelven a repartir las 
tareas por igual entre los de mayor potencia, recibiendo Litty 4. De nuevo se produce 
otro fallo generalizado, quedando sólo 6 de los computadores de mayor potencia y Litty. 
Se hace un nuevo reparto, de nuevo por igual entre los de mayor potencia, recibiendo 
Litty 5 tareas. La pregunta es, ¿cuál es el mínimo número n de tareas que se ha estado 
repartiendo siempre? Resolvámoslo: 0.*, por la teoría de congruencias, y 1.*, por la teoría 


de las ecuaciones diofánticas. 


[EFO 12.6.2020:2a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. El enunciado se traduce en el sistema de congruencias lineales 


n =3 (mód 17), (18.63) 
n =4 (mód 11), (18.64) 
n =5 (mód 6), (18.65) 
cuya solución es n = 785. 
Veamos por qué. 
O.”. Resolución por la teoría de congruencias. 
Usaremos el teorema chino de los restos: sean m,, m,,...., my primos entre sí, dos a dos, sea 
M=m,:-m,-...- mysean b,, b,,..., by enteros cualesquiera, entonces el sistema de 


congruencias lineales: 


x= b, (mód m,), 


x = bi (mód m4), 


tiene una única solución módulo M (es decir, cualquier otra solución es congruente mó- 
dulo M con ésta) que es 


x=b,MM, +... + bi¿MiM; (mód M), (18.66) 
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18. Teoría de números 


1.?. 


siendo paratodo ¡ =1,2,..., k,M¡= M/m;y M; el inverso único de M; módulo m;, esto 


es, la única solución de M¡x = 1 (mód m;) (que existe al ser mcd(M;, m;¡) = D. 


En el caso que nos ocupa, k = 3, m, = 17, m, = 11y m, = 6, que son primos entre sí, dos 
a dos, y el teorema chino de los restos asegura que dicho sistema tiene una única solución 
módulo M que es (18.66) con M = 17: 11- 6 = 1122. 


Además, como 


66M; = 
102M; 


187M) = 


Il 
pun 
El 
Os 
a 
pu 
DE 
e 


y 


dicha solución es 


n=3-66-8+4-102-4+5-187-1 (mód 1122), 
esto es, 

n = 1584 + 1632 + 935 (mód 1122), 

es decir, 


n= 4151 (mód 1122), (18.67) 


y como 


4151 = 785 (mód 1122), (18.68) 


(este hecho asegurará precisamente que 785 es el mínimo buscado), 


entonces, por transitiva de = (mód 1122) aplicada a (18.67) y (18.68), 


n =785 (mód 1122). 


Solución.— [Por la teoría de congruencias]. El mínimo número de tareas que se ha estado 


repartiendo siempre es n = 785. 


Resolución por la teoría de las ecuaciones diofánticas. 
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De (18.63) y (18.64), se deduce que existen dos enteros u, v tales que 


n=3+17Uu, (18.69) 
n= 4+1lv. (18.70) 


Restando la segunda de la primera, 
174 —1= Iv, 


esto es, 17u — 1es múltiplo de 11. Al representar n el número de tareas distribuidas, por 
las ecuaciones (18.69) y (18.70), tenemos la seguridad de que u > Oy v > O. Además, 


buscamos el menor valor para n. 


Pues bien, el menor u que satisface que 11| (17u — 1) es u = 2, por lo que también lo 
satisface cualquier u de la forma 
u=2+Mt, (18.71) 


con t entero. 


Sustituyendo (18.71) en (18.69), se tiene 


n= 37 + 187t. (18.72) 
De (18.65), 
n=5+6s. (18.73) 
Restando (18.73) de (18.72), 
6s — 187ft = 32. 


Esta ecuación es irreducible en los enteros —los números 6, 187 y 32 son (mutuamente) 


coprimos. Tenemos así una ecuación diofántica con dos variables; estudiémosla: 
I. ¿Tiene solución entera? Sí, pues mcd(6, —187) = mcd(6, 187) =1y 1132. 
II. Coeficientes de BÉZOUT: p = —31y q = —1. 


III. Una solución particular es 


321 =31 
Zi 
to == a ) == —32. 
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IV. La solución general es: 


k 
Ss=-—992 + cl (-187) 
= —992 — 187k, (18.74) 
k 
b= 232 += - (6) 


==32=86k, (18.75) 


donde k € Z (yaques,t € Z). 


V. Encontremos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio. Para ello, 
intentemos acotar k. Al representar n el número de tareas distribuidas, por las ecua- 
ciones (18.72) y (18.73), tenemos la seguridad de que s > 0yt > 0. 


O<S=0< 992 — 187k 


=> 187k < —992 


—992 
=>k< E = —5,305 
187 


>k€l1...,-8,-7,-6), 
O<t=>0<-—-32-— 6k 
> 6k < —-32 


—232, 
=>k< m5 = —5,333 


> k = [...,—8,-—7,—6), 


Como (18.72) y (18.73) son monótonas crecientes para valores positivos de t y s, res- 
pectivamente, y s = —992—187k y t = —32—6k,como funciones de k, son monóto- 
nas decrecientes para valores negativos de k, el mínimo de n sealcanza para k = —6, 
de donde, por un lado, de (18.74), s = 130 y, entonces, de (18.73), n = 5+6-130 = 785, 
y por otro lado, de (18.81), t = 4 y, entonces, de (18.72), M = 37 + 187 - 4= 785. 


Solución.— [Por la teoría de ecuaciones diofánticas]. El mínimo número de tareas que se 


ha estado repartiendo siempre es n = 785. 


Observación 18.22.0.— Para calcular la solución al sistema de congruencias lineales, pudiésemos 


haber utilizado el artefacto SageMath*” y este programita en lenguaje Sage: 


crt([3, 4, 51, [17, 11, 6]) 


37Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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Observación 18.22.1.— Para calcular el máximo común divisor y los coeficientes de Bézout, hu- 


biésemos podido utilizar de nuevo el artefacto SageMath y este programita en lenguaje Sage: 
gcd(6,-187) 
para calcular dicho máximo común divisor, y éste: 


xgcd(6,-187) 


para también calcular los coeficientes de Bézout. 
Ejemplo 534 


En base diez, ¿cuáles son todos los números naturales 100000 < n < 999999 que 
tienen la propiedad de seriguales a las últimas cifras de su cuadrado (esto es, los números 
n = ab..c € [100 000, 999 999] N N tales que n? = xy..zab..c)? (Un ejemplo entre 10 y 
99es n = 5 ya que n? = 25). 


[EFE 29.6.2020:2a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Los números en [100 000, 999999] N N son de 6 cifras. Sean n = ab..c, 
n? = xy..zab..cy m = xy..z, entonces n? = 10%m+n,0lo que es equivalente, n?—n = 10%m 
o lo que también es equivalente, 
n(n—1) =10'm, 


de donde 10%|n(n — 1). 


Ahora bien, como n y n—1son primos entre síy10* = 21.5%, setiene, o bienque3r,s € Z* 
tales que n = 2%r y n — 1= 5%s, esto es, que 


==, (18.76) 
o bien, que 3t, u € Z* tales que n = 5%ty n —1= 2%u, esto es, que 
st—-2u=1. (18.77) 
Analicemos ambas posibilidades. 


a.  Laecuación diofántica lineal (18.76). 


I. dicha ecuación diofántica tiene solución entera ya que mcd(2%,-—5%) 


med(2*,5%) =191 [8 


II. los coeficientes de BÉZOUT son p =1709y q =7; 
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III. una solución particular es 


1: 1709 
Fo = = 1709, 


1 
1:7 
1 


So = =7; 


IV. la solución general es 


k 
iS di 


=1709—5sék, (18.78) 


=7-— 64k, (18.79) 


siendo k € Z (ya quer, s € Z); 


V. calculemos finalmente la solución particular para la cuestión en estudio; para ello, 
intentemos acotar k; al representar n un número positivo, tenemos la seguridad de 
quer > 0ys>o0: 


O<r>0<1709-5'k 


=> 5ék < 1709 

1709 

15 625 
>kE[Í...,-3,-2,—L,0); 


k< 


0O<S=>0<7-— 64k 
> 64k < 7 
7 
=>k<-= 
6 
>kEÍ...,-3,-2,—L0J); 
a la vista de lo cual: 


=  sik =o0,por(18.78),r = 1709, y, por tanto, como n = 2fr, se tiene que n = 
109 376, y 


" si k = —1, por (18.78), r = 1709 + 15625 = 17334, y, por tanto, como n = 2 
se tendría que n = 1109376 É [100000, 999 999| N N —en realidad, como r 
es decreciente en k, a menor k, mayor r, por lo que el número buscado es el 
obtenido para k = O, esto es, n = 109 376—. 


b.  Laecuación diofántica lineal (18.77). 
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I. dicha ecuación diofántica tiene solución entera ya que mcd(s*, —20) 
mcd(5%, 2%) =1y1|1; 


II. los coeficientes de BÉZOUT son p = —7y q = —1709; 


III. una solución particular es 


1: (7 
to = ) == 2% 
1 
1 - (—1709) 
Uy = = —1709; 
1 
IV. la solución general es 
k 
b= —=7 + 1 . (2%) 
= —7—2k, (18.80) 
k 
il 
= -1709 —5'k, (18.81) 


siendo k € Z—yaquet,u € Z; 


V. la solución particular para la cuestión en estudio; para ello, intentemos acotar k; al 


representar n un número positivo, tenemos la seguridad de que t > 0oyu>o0: 


act=o<=-7=2*k 
= Uk —7 
=7 
=>k<— 
64 
>kEÍ....-3,-2,-1); 


, 


o<u=>0<-—1709 — 5ék 


>5k < -—1709 


—170 
=>k< En 
15 625 
>kEef...,-3,-2,-1); 
a la vista de lo cual: 
=  sik = —1,por(18.80), t = 57, y, por tanto, como n = 5%f, se tiene que n = 
890 625, y 
" sik= —2, por (18.80), ft = 121, y, por tanto, como n = sét, se tendría que 


n = 1890625 E [100 000, 999 999| NM N —en realidad, como t es decreciente 
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en k, a menor k, mayor t, por lo que el número buscado es el obtenido para 
k = —1, esto es, n = 890 625—. 


Solución. — Sólo existen dos números en [100 000, 999 999] NN que tienen la propiedad de 


ser iguales a las últimas cifras de su cuadrado, a saber, 109 376 (cuyo cuadrado es 11 963 109 376) 


y 890 625 (cuyo cuadrado es 793 212 890 625). 


Observación 18.22.2.— Estos números cuyos cuadrados terminan en las mismas cifras que el nú- 
mero en síse conocen como números automorfos**; en base 10 son 0, 1, 5, 6, 25,76, 376, 625, 9 376, 90 625, 
109 376, 890 625, 2.890 625, 7109 376, 12 890 625, 87 109 376, 212 890 625, 787 109 376, 1787109 376,8 212.890 625,... 
(sucesión A003226 en la OEIS39). 


Ejemplo 535 


En Terrapaz las disputas se deciden jugando. Las personas terrapacenses se rigen 
por un sistema de puntos, atendiendo a su comportamiento social. Tres terrapacenses en 
disputa, deciden jugar varias partidas de un juego. Cada una de estas personas emplea 
una determinada cantidad de su total de puntos para jugar. Convienen en que la que 
pierda una partida, dobla los puntos de las otras dos. Al cabo de tres partidas, de las que 
perdió una cada persona, se dieron cuenta de que cada una tenía exactamente 8 puntos 
y acordaron darse por satisfechas, por lo que finalizaron el juego y zanjaron la disputa. 
¿Cuántos puntos destinó cada una de las tres personas inicialmente al juego? Resuélvalo 


utilizando la teoría de las ecuaciones diofánticas. 


[EFE 29.6.2020:2b (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Sean X, Y, Z las tres personas terrapacenses en disputa; sean x, y, z los 
puntos que cada una destinó inicialmente al juego, y sean A, B y C las partidas, en ese orden. 


Supongamos que X pierde la partida A, Y la partida B y Z la partida C. 


Por ejemplo, al perder X'la partida A, ha tenido que doblar los puntos de Y y de Z, lo que a 
X le ha supuesto perder y + z y, por tanto, quedarse con x— (y +2) ya Y y Z incrementar sus 
cantidades en los puntos que tenían, consiguiendo un total de y + y yz +2, respectivamente. 
Así se refleja en el siguiente cuadro, para ésta y las otras dos partidas: en color negro lo que 
tenían antes de la partida correspondiente, en verde lo que ganan y en rojo lo que pierden en 


dicha partida. 


38 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Automorphic_number. 
3 Vid. https://oeis.org/A003226. 
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Tras la partida Puntos de X Puntos de Y Puntos de Z 
A x=y=Z y+y zZ+2Z 
B (x=y=z)+(x-=y-=2) 2y —(x=y=—Z)-2z 22 +22 
Co ax—y a+ yz) (By—z-X)+(BY—=2=X) 422% Y—2)-(8y-2-X) 


El hecho es que al cabo de las tres partidas, a cada una le quedan 8 puntos. Por un lado, 


como el total de puntos es constante a lo largo del juego, esto nos informa de que 
x+Y+z=24 


(en cada fila del cuadro, la suma de los puntos de X, Y y Z es x + y + z, el monto de pun- 
tos al inicio y siempre). Por otro, tal situación la representa el sistema de ecuaciones lineales 
diofánticas siguiente (una vez simplificadas las tres expresiones de la última fila del cuadro 
correspondientes a los puntos que les restan tras la partida C), 


4x —4y —= 4Z =8 
—2X + 6y — 27 =8 
—=x—= y+7Z2=8 


Multiplicando la última fila por 2 y sumando las tres ecuaciones, lado a lado, 


8Z = 32, 
de donde, 
2=k 


por lo que el sistema anterior, una vez simplificadas las ecuaciones, queda 


x= uy= 6 
=x+3y= 8 
x+ y=20 


sumando estas tres ecuaciones se tiene la ecuación diofántica lineal 
x+3y = 34. 
Resolvamos esta ecuación: 


I. tiene solución entera ya que mcd(1, 3) = 1y 1|34; 


II. los coeficientes de BÉZOUT son p =1y q =0; 
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III. una solución particular es 


34:1 
Xo = =77 = 34, 
1 
e o 
o 1 , 
IV. la solución general es 
k 
A (3) 
= 34 +3k, (18.82) 
k 
EEN (1) 


= —k; (18.83) 


V. eneste punto, sustituyendo (18.82) y (18.83) en 4x — 4y — 4z = 8, obtenemos que k = —7 
y, por lo tanto, que x =13,Y =7yZ = 4. 


Solución.— La persona que perdió la primera partida destinó 13 puntos al juego, la que 
perdió la segunda, 7 y la que perdió la tercera, 4 puntos. 


Observación 18.22.3.— En V, alternativamente, pudiésemos haber investigado la acotación de k; 


como sabemos que x, y € Z*, ya que representan cantidades iniciales de puntos, se tiene que 


O<X>0<34+3k 
> —-34< 3k 


>kE€ [-11,-10-9,...), 
o<y=>0<-—k 


>k<o0 
=> k € [...,-3,-2,-1), 
de donde k € [-11,—10—9,...)Mf...,-3,—2,-1) = [-11, -1] N Z, y podríamos calcular los valores 


de x, y, z según los de k € [-11, —1] N Z y en cada caso, bien comprobando las ecuaciones de (??), 
bien calculando los puntos iniciales y verificando si el total de puntos es 24 (= 8 - 3); en cualquier 
caso, obtendríamos, igualmente, que el único valor válido es k = —7. 
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Razonamiento combinatorio 


Íntimamente relacionada con la teoría de números, la teoría de probabilidades y la teoría 
de grafos, la combinatoria extiende sus ramas por los más diversos campos del conoci- 
miento como, por ejemplo, biología, química, física, economía y lingiística, y en ma- 
terias como, por ejemplo, teoría de juegos, cinética de gases, genética de poblaciones, 


dinámica de poblaciones y difusión de epidemias. 


La 


CAPITULO 


Modelización matemática: combinatoria 


C.P.: Carissimus (o Clarissimus) puer, Civis publicus, Curavit ponendum. 
P.C.: Pactum conventum, Patres conscripti, Pecunia constituta, Ponendum curavit, Post consulatum, 


Potestate censoria. 


(Wikipedia. Anexo: Abreviaturas latinas — Wikipedia, La enciclopedia libre. 2023. 


https://es wikipedia.org/wiki/Anexo:Abreviaturas_latinas). 


Los datos proceden de la observación y trabajamos directamente con ellos, enmarcán- 
dolos en poblaciones, muestras o unidades. Estudiamos cuatro modelizaciones com- 
binatorias: selección (que también llamamos muestreo simple), distribución simple (a 
la que también nos referimos como modelos de ocupación), partición simple de un 


conjunto y partición simple de un entero positivo. 


Pensemos que cuando calculamos probabilidades, una de las partes más trabajosas 
es contar los casos favorables y los casos posibles. Para ello puede resultar útil de nuevo 
el conocimiento de modelos y el razonamiento por analogía. Una perspectiva estruc- 
turalista y sistémica que considere varios niveles: el nivel de las entidades (elementos), 
el nivel de las relaciones entre las entidades, el nivel de las relaciones entre estas re- 
laciones y así sucesivamente; elementos y relaciones articulados según determinados 
principios de estructura. Sin embargo, dejamos para otro momento la definición de 
probabilidad y el concepto de variable aleatoria como modelo de tratamiento de la 


incertidumbre, en definitiva, el estudio de la modelización aleatoria. 


Por otro lado, está el uso que cada persona o artefacto hace de estas estructuras, según 
su manera peculiar de actuar en cada situación concreta. El examen de estos usos, sus 
interrelaciones y su acción sobre los principios estructurales, la posible alteración de 


éstos y su evolución quedan fuera del alcance de estas notas. 
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$ 19.0 Preliminares 


$ 19.0.0 Funciones suelo, techo, redondeo y truncamiento 


Definición 19.0.— Llamamos función suelo a la aplicación |] : R —> Z, que asigna a un número 


real x el mayor número entero n menor o igual que x, esto es, que está definida Vx € R, Vn € Z, por 


lx =noeon<x<n+1 


Definición 19.1.— Llamamos función techo ala aplicación [| : R —> Z, que asigna a un número real 


x el menor número entero n mayor oigual que x, esto es, que está definida Vx € R, Vn € Z, por 


[lx] =non-1<x<mn. 


Definición 19.2.— Llamamos función redondeo ala aplicación | | : R —> Z, que asigna a un número 


real x el número entero más próximo a x. La definimos a partir de las funciones suelo y techo, Vx E R, 


por 
[x—=0,5] si x<o 
[x+0,5] si x>0 


[lx] = 


Definición 19.3.— Llamamos función truncamiento a la aplicación [] : 


R — Z, que asigna a un 


número real x el número entero que resulta de eliminar la parte decimal de x. La definimos a partir 


de las funciones suelo y techo, Vx € R, por 


[lx] si x<o 


x= 


[lx] si x>0 
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$ 19.0.1 Factoriales y primorial 


Definición 19.4.— Llamamos factorial a la aplicación 


f:N —> N 
1 sin=0 
n == n= , 
n-f(n=1) si n>1 


Definición 19.5.— Llamamos factorial de n (o sinónimamente, n factorial) a la imagen de n por la 


aplicación factorial, f(n); notamos dicha imagen por n!, y es el número 


n!l=n-(n—-1)! 
=n-(n-1)-(n-2)-...:3:2-1, 


abreviadamente, 


n—1 


n!| = [| — i). 


i=0 


Observación 19.0.0.— El «equivalente» del factorial de n para la suma es el número triangular 


enésimo?, T, =1+2+--*-+n,siendo T, = o. Análogamente, se satisface T,, = T,-, +n, para n > 1. 


Definición 19.6.— Llamamos número factorial descendente de n de orden k al número 
n£=n(n—-D(n—-2)...(n—k+0), 


abreviadamente, 
k-=1 


nÉ = Po — i). 


i=0 


También lo notamos por (n)z. 


Teorema 19.0 
Se satisface: 
De 


1 n=£.kl=nl; 


2. n-(n—k)i=n!. 


Actividad 19.0 
Demostremos este teorema a partir de las definiciones anteriores. 


2 Vid. infra observación 20.3.7 (p. 1150 de esta edición). 
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Teorema 19.1 (Recurrencias) 


Se satisface: 


o. n =nt.(n=k); 


A 


Actividad 19.1 
Demostremos este teorema a partir de las definiciones anteriores. 


Definición 19.7.— Llamamos número factorial ascendente de n de orden k al número 
tenido nido (n+k=i), 


abreviadamente, 


También lo notamos por n(*, 


Teorema 19.2 (Interrelaciones entre el factorial descendente y el ascendente) 


Se satisface: 


o. nK=(n+k-0D' 
1 n=(n-=k+ Da 


Actividad 19.2 
Demostremos este teorema a partir de las definiciones anteriores. 


Definición 19.8.— Llamamos primorial de n al número 


n+* = |] P, 


p<n 
p, primo 


esto es, al producto de los números primos menores o iguales que n. 


$ 19.0.2 Coeficiente binomial 


Definición 19.9.— Llamamos coeficiente binomial (o sinónimamente, número combinatorio), al número 
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siendo n,k E Nyk< mn. 
Observación 19.0.1.— En particular, 
Oo. VnenN, (*) =1; 

o 


LL sin<kok<o0, (7) =0. 


Teorema 19.3 


Algunas propiedades que satisfacen los coeficientes  binomiales son 


A eN: 
n! 


y k!(n — k)! 


ae 
| 


sik<mnm; 


= 10; 


(complementación) 


AM ; a 
SN: (identidad de PASCAL) 
k 


n=kY . 
sik<ms<m; 
m=k 


m>+n 


» ) ; (identidad de VANDERMONDE, 1772; ZHU Shijie, 1303) 


mE ) . — (id. de VANDERMONDE generalizada) 


Se conoce como triángulo de PASCAL (o sinónimamente, de TARTAGLIA?), la siguiente disposición 


de los coeficientes binomiales: 


* El teorema del binomio y el triángulo fueron descubiertos varios siglos antes en la matemática china por YANG Hui, 
ZHU Shijie y Jia Xian, en la matemática india por los matemáticos védicos y jain, con el nombre de meru-prastara, y en la 
matemática árabe por los discípulos de AL-KARAJI. 
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5 5 
(Y 6) 
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
(lr IES A E AE) 


1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 


n n ( n ) ( n ) ( n ) ( n ) ( n ) ( n ) n n n 
(0) (2) 3 4 5 n=5 n—4 n—3 (, E) le ,) (”) 

n! n! n! n! n! n! n! n! n! n! n! n! 
oln! 1101) 2!(n—2)38(n—3)4!(n—=4)5!(n=5)! (n=5)Mn=4)2Xm—3)13(m—2)!4(n—1)15! nto! 


Teorema 19.4 (Teorema binomial) 


(NEWTON). Se satisface, Vx, y € R,Vn E N, 


Observación 19.0.2.— 
n n n n n 
O. n = n,,0o n—1,,1 n—=2,,2 donar 1, /n—1 0,,n 
ar [jr (Era ¿raro + 2 Jasa [Joan 
n n n n 
1. (+ y)” ==) PEA [a 
k=0 k=0 
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Teorema 19.5 (Corolario: algunas potencias destacadas de binomios) 


Se satisface, Vx, y E R: 
o. (x+y)=x?*>+2xy + Y); 


xy) =x?+3xy + 3xy? + y?; 
4 


da 
= O A e e 

A O E LO 

=x* + 6x y + 15x*y? + 20x? y? +15xy* + 6xy? + yl. 


5 


6 


( 
(x= 
( 
( 


2 y) 
e) 
| 


Teorema 19.6 (Algunas factorizaciones destacadas) 


Se satisface, Vx, y ER: 
ADS ES 

da A E ES 

A A A O 


Teorema 19.7 (Algunas propiedades más satisfechas por los coeficientes binomiales. !) 
Se satisface: 
o. WneZ?, 
n+k-=1 nk 
PO 
Simetría, Vn € Z*, 


n+k-=—1 n+k-—1 ! 
k n= 1 


Cardinal del conjunto potencia: Vn E N, 
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Teorema 19.8 (Algunas propiedades más satisfechas por los coeficientes binomiales. 11) 
Se satisface: 


6. Fórmula del «palo de hockey»: 


e IAEA 


n n+1 


1+m 2+m n=+=m n+m>+1 
A O 
1 2 n n 


Teorema de la estrella de David) (GOULD, 1972): 
cd n-— 1 n n+1 
== k 


$ 19.0.3 Coeficiente multinomial 


Definición 19.10.— Sean n,p,Ko,K;,..., Kkp € N;llamamos coeficiente multinomial al número 


n n! 
Ko, A M ko! E ¡AA 


Teorema 19.9 (Teorema multinomial —LEIBNIZ—) 
Dados n, p € N, se satisface 


Kp 


Lo+A+ 0 +xp) = e 


n 
LS 
A 


donde ko, ...,Kkp € N y existen tantos sumandos como posibles sumas ko + k, +-+* + Kkp 


iguales a n. 


Ejemplo 536 


Demostremos queVx,y,z ER, (x+y+2)? =x?+y?+2?*+2xy +2XZ + 24yZ. 
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Resolución. En efecto, 


asqrz? == Alle lt zo (pull uz 


2,0,0 0,2,0 0,0,2 1,0,1 0,11 


=xX*+y?4+z2?+42xy + 2XZ + 2yZ. 


Observación 19.0.3.— El teorema del binomio de Newton es el caso particular del teorema mul- 


tinomial de Leibniz para p = 1. 


Teorema 19.10 (Generalización de la identidad de PASCAL) 


ys ES Z,+, tales que k. +k,+:::+ k, = n; entonces 


n e NU y N=1 
Koko o = las kn ko Kaka =L Bos 


== 3 
ll 


Ko, Ki, k, n ML ... 


m == 
CN E 


$ 19.1 Principios fundamentales de recuento 


$ 19.1.0 Principio de la adición 


Teorema 19.11 
Si un suceso S¿ puede ocurrir de m formas distintas y un suceso S, de n formas distintas, y 
no pueden ocurrir ambos sucesos a la vez, entonces, el suceso unión S, U S,, puede ocurrir de 


m + n formas distintas. 


Esto se extiende a un número finito de sucesos, incompatibles dos a dos. Notemos por +*S el 


número de formas en que sucede un suceso S. 


Teorema 19.12 
Dados So, S;,... , Sx, sucesos incompatibles dos a dos, se satisface que el número de formas 


en que sucede el suceso unión S¿U S, U...U Sy, es la suma de los números de formas en que 


suceden los sucesos, esto es, 


k k 


4 Us; A 
(0 


1i=0 
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También es posible enunciarlo en términos de conjuntos, ya extendido a un número finito de 


conjuntos. 


Teorema 19.13 


Dados Xo, X;, ..., Xx, conjuntos finitos disjuntos dos a dos, se satisface que el cardinal del con- 


junto unión X, UX,U... U Xx, es la suma de los cardinales de los conjuntos, esto es, 


k k 


UXx|=> 1x1. 


i=0 i=0 


Ejemplo 537 


Utilicemos razonadamente el principio de la adición para calcular el número total 
de saludos que tienen lugar en una reunión a la que asisten n personas en la que todas 
se saludan entre sí una, y sólo una, vez. Para ello: o.”, formalicemos la situación según el 
principio de la adición; 1.”, razonemos de cuántas formas sucede cada uno de los sucesos 


intervinientes, y 2.*, finalmente, apliquemos el principio de la adición. 


[EFE 22..6.2022:7]. Cfr. v. gr. [214]: ejercicio 3.20 (p. 43). 


Resolución. Veamos. 
o.?, Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles dos 
a dos. Para ello, sin pérdida de generalidad, numeremos las personas (comenzamos en 1 
por claridad de la exposición), dispongámoslas en una fila y pensemos que se saludan en 
orden: la primera saluda al resto de n — 1 personas de la fila, tras lo que se retira de la 
misma; la segunda —que ahora ocupa la primera posición en la fila— saluda al resto de 
n — 2. personas de la fila, tras lo que se retira de la misma; la tercera —que ahora ocupa la 
primera posición en la fila— saluda al resto de n—3 personas de la fila, tras lo que se retira 
de la misma, y así sucesivamente, la persona n — 2 saluda a dos personas (a las personas 
n —1yala n) y, finalmente, la persona n — 1 saluda a una persona (a la persona n). 


De este modo, podríamos hablar de los sucesos 


S, < la primera persona saluda, 


S, < la segunda persona saluda, 


Sn-1 = la persona (n — 1)-ésima saluda. 
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que son incompatibles dos a dos puesto que cada persona, al retirarse de la fila, saluda a 


cada una de las demás una única vez. 
1.2, Delas formas de suceder los sucesos. 


El suceso S, sucede de n — 1 formas distintas; el suceso S,, de n — 2 formas distintas; en 
general, para1 < ¿ < n— 1, el suceso S; + la persona iésima saluda, sucede de n — í 
formas distintas. 


2.., Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión S, US, U 
. .. US), 1. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles dos a dos —ya que la persona 
i ya ha sido saludada por la persona ¡ — 1y, por tanto, no va a volver a saludarla—, así que 
es admisible aplicar el principio de la adición. Notando por +X' el número de formas en 
que sucede un suceso X, 


*(S.US,U...USp-1) =*S +45, +... + Sp, 


=(n-D)+(n-2)+...4+42+1. 


Observación 19.1.0.— Lasuma1+2+--*+(n—2)+(n-—1) es la de los n — 1 primeros términos de 
una progresión aritmética de diferencia 1 —recordemos la anécdota de Gauss de niño en clase—, 


esto es, 


ana) A 


Observación 19.1.1.— En la formulación del principio con conjuntos disjuntos dos a dos, éstos son 


Si = [x : x es saludada por ¿) y sus cardinales, |S¡| = n — i. 


Observación 19.1.2.— Cfr. infra ejemplo 654 (p. 1202 de esta edición). 


$ 19.1.1 Principio de la multiplicación 


Teorema 19.14 


Si un suceso S puede ocurrir en dos fases sucesivas e independientes, S, y S,, y existen m 


formas distintas de realizar la fase So y n formas distintas de realizar la fase S,, independien- 


temente de cómo se haya realizado la fase So, entonces existen m - n formas diferentes en las 
que puede ocurrir el suceso S. 


Observación 19.1.3.— «Independientemente de cómo se haya realizado la fase So», no de qué se 


haya realizado en la fase So. 
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Esto se extiende a un número finito de fases sucesivas, independientes consecutivamente. 


Teorema 19.15 


Si un suceso $ puede ocurrir en un número finito de fases sucesivas e independientes conse- 


cutivamente So, S,,..., Sy (la realización de S;,, es independiente de cómo se haya realizado 
S¡), se satisface que el número de formas en que puede ocurrir el suceso S es el producto de 


los números de formas en que se realizan las fases, esto es 


k 
*S = | ]+S;. 


También es posible enunciarlo en términos de conjuntos, ya extendido a un número finito de 


conjuntos. 


Teorema 19.16 


Dados Xo, Xi, ..., Xx, conjuntos finitos, se satisface 


k 


XX = 104 


i=0 


Ejemplo 538 


Calculemos el número total de números capicúas de seis cifras en base seis (un nú- 
mero es capicúa si se lee igual de izquierda a derecha que de derecha a izquierda). Para 
ello: 0.*, formalicemos la situación según el principio de la multiplicación, el suceso y 
sus fases; 1.*, razonemos de cuántas formas puede realizarse cada una de las fases, y 2.", 


finalmente, apliquemos el principio de la multiplicación. 


[EFE 7.7.2017:5a]. Cfr. v. gr. [214]: ejercicios 3.6-3.7 (p. 48). 


Resolución. Veamos. 
o.?, Formalización del principio de la multiplicación: del suceso y sus fases. 


Un número senario capicúa de seis cifras tiene la forma abccba, con a,b,c € 


[o,1,2,3,4,5) y a + O. Observemos que para hallar las cifras basta considerar abc. 


Intuitivamente, vemos que existen cinco posibilidades para a, seis para b y otras seis para 


Cc. 
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Formalmente, para poder aplicar el principio de la multiplicación debemos definir un su- 


ceso descompuesto en fases sucesivas e independientes consecutivamente. 


Sea el suceso 


S <G la «construcción» del número senario abc, 


que ocurre en tres fases sucesivas e independientes: 


So < la «construcción» de la cifra senaria a, 
S, <= la «construcción» de la cifra senaria b, 
S, <= la «construcción» de la cifra senaria c. 
que son sucesivas e independientes consecutivamente. 
1.2, Delas formas de realizar las fases. 
= Fase 'S,: existen cinco formas distintas de realizarla, ya que a puede ser1,2,3,405. 
= Fase S,:existen seis formas distintas de realizarla, ya que a puede ser 0,1,2,3,405. 
= Fase S,:existen seis formas distintas de realizarla, ya que a puede ser0,1,2,3,405. 
2.., Aplicación del principio de la multiplicación. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso S. Como hemos 
dicho ya, S ocurre en tres fases sucesivas e independientes, así que es admisible aplicar 
el principio de la multiplicación. Notando por +X' el número de formas en que ocurre un 
suceso X y también el número de formas en que se realiza una fase X, existen 


HS = HS. : 4S, z +4S, 


=5-:6:6 


= 180 


formas de que ocurra el suceso $. 


Observación 19.1.4.— En la formulación del principio con conjuntos disjuntos dos a dos, éstos son 
So =1x:xENAI<x< 6), S, = Sy U [o], S, = $, y sus cardinales, |So] = 5, |S,] = 6 y |S,] = 6. 


Observación 19.1.5.— Ya que hemos mencionado los números (senarios) capicúas, pudiésemos 
ver esta demostración, sencilla e instructiva, ofrecida por Marta MACHO STADLER?, de que no existen 
números primos capicúas, excepto el 11, con un número par de cifras: https://ztfnews.wordpress.co- 


m/2014/06/06/no-hay-numeros-primos-palindromicos-con-un-numero-par-de-cifras/. 


2 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Marta_Macho_Stadler. 
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Por cierto, se conjetura que el número de primos capicúas? es infinito. 


Ejemplo 539 


¿Cuántos números naturales menores que 1000 tienen todas sus cifras distintas? 
Para ello: 0.*, formalicemos la situación según el principio de la adición; 1.*, razonemos 
de cuántas formas sucede cada uno de los sucesos intervinientes, y 2.”, finalmente, apli- 
quemos el principio de la adición. 


Resolución. Los naturales menores que 1000 tienen una, dos o tres cifras. Vamos a apli- 
car el principio de la adición y a la hora de calcular algunos números de formas en que suceden 
los sucesos, el de multiplicación. 


o.”, Formalización del principio de la adición: de los sucesos. 


Distinguimos los sucesos: 


So < ser un número natural de una cifra, 
S, 5 ser un número natural de dos cifras con sus cifras distintas, 


S,, < ser un número natural de tres cifras con todas sus cifras distintas, 


que son incompatibles dos a dos (por ejemplo, no existe un número natural con dos y tres 
cifras a la vez). 


El suceso S < ser un número natural menor que 1000 con todas sus cifras distintas es 
S 2 So U S; U S,. 


1.2, Delas formas en que suceden los sucesos. 
A. Deunacifra, hay 10 números naturales, del o al 9. 
B. Para dos cifras, vamos a aplicar el principio de la multiplicación. 
o.”, Formalización del principio de la multiplicación: del suceso y sus fases. 


Un número decimal de dos cifras tiene la forma ab, con a,b € [x :x E 
NAOEX <IO y A+0. 


Para poder aplicar el principio de la multiplicación debemos definir un suceso 


descompuesto en fases sucesivas e independientes consecutivamente. 


Sea el suceso 


S <G la «construcción» del número decimal de dos cifras ab, 


3 Vid. v. gr. https://en wikipedia.org/wiki/Palindromic_prime. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


19.1. Principios fundamentales de recuento 1008 


que ocurre en dos fases sucesivas e independientes consecutivamente (la reali- 
zación de S, es independiente de cómo se haya realizado S,—no de qué se haya 


hecho, sino de cómo—): 


So <= la «construcción» de la cifra decimal a, 


S, < la «construcción» de la cifra decimal b. 


1.2, Dela forma de realizar las fases. 


= Fase S,: existen nueve formas distintas de realizarla, ya que a, la cifra de 


las decenas, tiene nueve posibles valores (del 1 al 9). 


= Fase S,: existen nueve formas distintas de realizarla, ya que b, la cifra de 
las unidades, tiene nueve posibles valores, del o al 9 excluyendo la cifra de 


las decenas (estamos contando números con cifras distintas). 
2..”, Aplicación del principio de la multiplicación. 


El principio de multiplicación establece que el número de formas en que sucede 
el suceso S es igual al producto de los números de formas en que se realizan sus 


fases, esto es, existen 


formas de que suceda S. 


C. Para tres cifras, el razonamiento es análogo al anterior hecho para dos cifras. Re- 
sumido, es: hay 9 posibilidades para la cifra de las centenas (del 1 al 9), otras 9 para 
la de las decenas (del o al 9 excluyendo la de las centenas) y otras 8 para la cifra de 
las unidades (del o al 9 excluyendo la de las centenas y la de las decenas), así, por el 


principio de la multiplicación hay 9 - 9 - 8 = 648. 
2.., Aplicación del principio de la adición. 


El principio de la adición establece que el número de formas en que sucede el suceso S = 
So U S, U S, es igual a la suma de los números de formas en que suceden los sucesos So, 
S, y S,, esto es, 


HS 2 HS + 4S, + +4S, 
= 10 + 81 + 648 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


1009 19. Modelización matemática: combinatoria 


= 739. 


Actividad 19.3 
Demostremos que el número de divisores positivos de un número entero positivo es el que es- 
tablece el teorema 18.18 (p. 849 de esta edición). 


Cfr. [214]: ejercicio 3.10 (p. 49). 


$ 19.1.2 Principio del complementario 


Teorema 19.17 


Dado un conjunto X y Y C X, se satisface 


MSI Ad 


siendo X | Y el complementario de Y en X. 


Ejemplo 540 


Sirva el ejemplo 573 (p. 1046 de esta edición) como tal. 


$ 19.1.3 Principio de la división 


Teorema 19.18 (Principio de la división) 
Un suceso $ que ocurre de n formas, en realidad ocurre de n/d formas distintas si cualquier 
forma r, a su vez, ocurre de d de las n formas (formas distintas no pueden ocurrir de la misma 
forma, esto es, notando D, el conjunto de formas en que ocurre la forma x, entonces si dos 
formas r y s son distintas, D, N D;, = 0). 


También es posible enunciarlo en términos de conjuntos. 


Teorema 19.19 
Sea X un conjunto finito unión de n subconjuntos disjuntos dos a dos, cada uno de cardinal d, 


entonces 


_M 
d ' 


n 


Y en términos de funciones. 
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Teorema 19.20 


Sif : X — C transforma el conjunto finito X sobre C y si Ve € Clos conjuntos f*(c) = 


[x € X : f(x) = c] son disjuntos dos a dos y tienen el mismo número de elementos, digamos 


d, entonces 
[X] 


a. 


Ejemplo 541 


En una frase aparecen treinta palabras distintas con diferentes atributos (sean éstos 
semánticos, morfológicos, fonológicos, pragmáticos, en definitiva, un predicado relativo 
a la palabra —por ejemplo, tener el mismo número de vocales—), cada atributo es com- 
partido por seis palabras y ninguna palabra tiene más de un atributo de los considerados. 


Entonces debe haber cinco atributos. ¿Por qué? 


Resolución. 

=  Enla formulación del principio de la división en términos de sucesos, S es el suceso ser 
una palabra de la frase, suceso que sucede de 30 formas (en 30 palabras), si bien como 
a cada palabra le acompaña su atributo y la caracteriza en este contexto, tenemos que 
en realidad sucede de 30/6 = 5 formas distintas (las 5 representantes de las 5 clases de 


palabras según sus atributos). 


=  Enla formulación del principio de la división en términos de conjuntos, X es el conjun- 
to de 30 palabras, unión de los subconjuntos disjuntos de palabras que comparten cada 
atributo, A; = [ palabras que comparten el atributo ¿], y d = 6, por lo que el número de 


atributos es n = 5 (tantos como subconjuntos disjuntos). 


=  Enla formulación en términos de funciones, X es el conjunto de palabras, C el conjunto 


de atributos, y f la función que asigna a cada palabra su atributo. 


$ 19.1.4 Principio de los cajones (DIRICHLET) 


Teorema 19.21 (Principio restringido de los cajones de DIRICHLET) 


Si distribuimos k objetos en n cajones y n < k, entonces hay al menos un cajón que contiene 


al menos dos objetos. 
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Ejemplo 542 


Demostremos que dados tres números enteros, la suma de dos de ellos es par. 


Resolución. Observemos que para elaborar un esquema de resolución basado en los re- 
quisitos para aplicar el principio restringido de los cajones de Dirichlet, tenemos que forma- 
lizar la situación determinando cuáles y cuántos son los objetos y cuáles y cuántos son los ca- 


jones, y que el número de cajones sea menor que el de objetos. 


Consideramos tres objetos (k = 3), los tres números enteros, y dos cajones (n = 2), el 
cajón de los números pares y el cajón de los números impares; entonces, como n =2< 3 =k, 
del principio restringido de los cajones de Dirichlet se sigue que hay un cajón que contiene al 
menos dos objetos, esto es, de los tres números enteros, o bien dos son pares o bien dos son 
impares, y en ambos casos, la suma es par (si ambos son pares, 2m+2n = 2(m + n);si ambos 


son impares, 21M +1+2n+1=2(m+nN)+2=2(m+m+1)). 


Teorema 19.22 (Principio generalizado de los cajones de DIRICHLET) 
Si se distribuyen k objetos en n cajones y n < k, entonces: 
o.”, al menos un cajón contiene como mínimo [k/n] objetos, y 


1.2, al menos un cajón contiene como máximo | k/n| objetos. 


Ejemplo 543 


En una presentación de proyectos se puntúa con las puntuaciones enteras no nega- 
tivas 0,1, 2,3. Nos preguntamos: 0.*, ¿cuál es el mínimo número de proyectos para que al 
menos siete reciban la misma puntuación?, y 1.?, ¿cuál es el mínimo número de proyectos 


para que como máximo siete reciban la misma puntuación? 


Resolución. 

0.”, Cuatro cajones (n = 4), los cajones de las puntuaciones 0, 1, 2 y 3. Según el principio gene- 
ralizado de los cajones de Dirichlet, tenemos que encontrar el menor k tal que [k/4] > 7, 
donde | | es la función techo. (Los objetos son los proyectos y su número k es lo que debe- 
mos averiguar). Observemos que |24/4] = [6] =6y|25/4] = [6,25] = 7. En palabras: 
si hubiese 4-6 = 24 proyectos, podrían recibir cada seis de ellos la misma puntuación, así 


que si hay 4-6+1= 25 proyectos seguro que al menos siete reciben la misma puntuación. 


1., Según el principio generalizado de los cajones de Dirichlet, tenemos que encontrar el me- 
nor k tal que |k/4] < 7, donde | | es la función suelo. La respuesta es k = 1, sólo un 
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proyecto. (Por si no nos convenciese esta respuesta, neguémosla: ¿hay acaso más de siete 


proyectos que reciben la máxima puntuación?). 


Ejemplo 544 


Del conjunto de números naturales [1, 2, ..., 33) elegimos siete números distintos. 


Demostrar que al menos dos de estos siete son tales que su diferencia es como mucho 5. 


Resolución. Seanno,M,,...,ns € [1,2,...,33) los números elegidos. Supongamos, sin 
pérdida de generalidad, que ny < n, < --- < ng. Debemos razonar sobre la diferencia entre 
dos números. Consideremos la suma de las diferencias entre consecutivos, (n, — no.) + (n, — 


n) +++-+(n¿— ns). Esta suma es igual a n¿ — n, y menor o igual que 33 — 1 = 32. 
¿Por qué hacemos esto? Veamos. 


Consideremos n = 6 cajones, los 6 sumandos. 


Los objetos son k = 32 unos (objetos indistinguibles). Consideremos ahora que un valor 
numérico es una suma de unos eimaginemos por un momento que los números No, My, ... Ns 


fuesen 1, 2,4,7, 11,16, 22, entonces la suma de las diferencias entre consecutivos sería 


E a e 


es decir, en el primer cajón habría un objeto (representado por un uno), en el segundo habría 
dos objetos (dos unos), y así sucesivamente hasta el último cajón en el que habría seis objetos 


(seis unos). 


Como 6 < 32 (esto es, n < k), entonces del principio generalizado de los cajones de 
Dirichlet se sigue que existe al menos un cajón que contiene como máximo |32/6| = 5objetos, 


esto es, existe como mínimo un sumando menor o igual que 5, en otras palabras, al menos dos 


de los siete números elegidos son tales que su diferencia es como mucho 5. 


Observación 19.1.6.— Esto es un ejemplo de codificación. 
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Actividad 19.4 
Aplique el principio de los cajones (generalizado o no) de Dirichlet para demostrar que dados 
cinco puntos interiores de un triángulo equilátero de lado dos unidades, al menos dos de esos 


puntos distan, como máximo, una unidad. 


Cfr. [214], ejemplo 3.15 (p. 39). 


Observación 19.1.7.— A propósito del principio de los cajones. Ejemplos de su aplicación: 


= en Una de mates*: Una de mates: el principio del palomar”; 


= en Matemoción”: 
El principio del palomar, una potente herramienta matemática (parte 1)”; 


El principio del palomar, una potente herramienta matemática (parte 2)?. 


$ 19.1.5 Principio de inclusión-exclusión 


Teorema 19.23 (Principio de inclusión-exclusión) 

Sean A conjuntos ticos el O seis tistace: 

(0), PE U X] = |1Xo] + 1] > »E n a 

LL  |[XUXUX]|= |] +1] +16] - 1% 0nX]|-/6n2%]-/1Xn%|+|16nXn2%] 
2 
i=o i<j 


t<J 


3 3 
IX] ANA + 7 nx nx] 0% (ij k € h); 
¡<j ¡<j<k i=0 


i=o i=) ES 


A ANA A E NA NX] +(=1)" 0% (i,j,k € l.). 
i<j i<j<k i=o 


S Eo 


1=0 


Observación 19.1.8.— El principio de inclusión-exclusión aparece en algunos textos con una no- 
tación más compacta. Sean Xo, Xi, ..., X., conjuntos finitos, /, = ([0,1,2,...,n) y 2) el conjunto 


potencia de /,,; se satisface 


NX 


jel 


Ux|= E oa 


Jean 


4 Vid. https://culturacientifica.com/categoria/una-de-mates/. 

3 Vid. https://culturacientifica.com/2015/10/06/una-de-mates-el-principio-del-palomar/. 

6 Vid. https://culturacientifica.com/categoria/matemocion/. 

7 Vid. https://culturacientifica.com/2015/02/11/el-principio-del-palomar-una-potente-herramienta-matematica- 
parte-1/. 

$ Vid. https://culturacientifica.com/2015/02/25/el-principio-del-palomar-una-potente-herramienta-matematica- 
parte-2/. 
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$ 19.1.6 Desorden 


Definición 19.11.— Llamamos desorden a una permutación en la que ninguno de sus elementos apa- 


rece en la posición original. 


Ejemplo 545 


(El problema del guardarropa). Un grupo de doce personas visita un museo. Todas 
llevan abrigo de lana. Al entrar, los dejan en el guardarropa. Al salir, la persona encarga- 
da pone sobre el mostrador los doce abrigos. Completamente distraídas por una conver- 
sación muy interesante, cada persona del grupo coge uno al azar. Empleemos un razo- 
namiento combinatorio para determinar de cuántas formas puede ocurrir que ninguna 
haya cogido su abrigo. 


Para saber más: E738 — Solutio quaestionis curiosae ex doctrina combinationum en: 
http://eulerarchive.maa.org/ 


Cfr. [124]: 2.8 La dama del guardarropa (pp. 99ss.). 


Resolución. Setrata de encontrar el número de desórdenes de 12 objetos. En vez de para 
12, vamos a calcularlo para n. Sea [1,2,..., nm). Siendo P el conjunto de todas las permutacio- 


nes y Ps el conjunto de todos los desórdenes que fijan k elementos, entonces, el conjunto de 


D=P- U P, 
í=1 


todos los desórdenes es 


Veamos: 


= ¿Cuántas permutaciones fijan un número concreto? Pues las permutaciones del resto, n— 
1, o sea, (n — 1)! y como hay n números, son (n — 1)! - n las permutaciones que fijan un 


número cualquiera [subyace el principio de la multiplicación (4). 


= ¿Cuántas permutaciones fijan dos números concretos? Pues las permutaciones del resto, 
n—2,osea, (n — 2)! y como hay C(n, 2) formas de elegir dos números distintos entre n, 
son (n — 2)! - C(n, 2) las permutaciones que fijan dos números cualesquiera [subyace el 


principio de la multiplicación (4»)]. 


Observemos que en el caso n = 2, esto es, ([1, 2], al restar las que fijan el 1, se resta una 
vez las que fijan el 1 y el 2 y al restar las que fijan el 2 se resta otra vez las que fijan el 1 y el 2, por 


lo que hay que sumarlos una vez. Si seguimos este análisis, el número de permutaciones que 
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no conserva ningún número en su lugar (desórdenes) es: 
n 
p=1P1- (Ur, 
í=1 


= MOS [(*)0-091+ (7) 0-21 +(=o" (ja 


Así, para el caso de ser n = 12, existen 


(Jr — [) (12 —1)! + [=) (12 — 2)! —---+ yen (ja 70 PA BAL 


O 


desórdenes. 


Solución.— De 176 214 841 formas. 


Veamos ahora un teorema y su demostración que reforzará lo pensado en el ejemplo anterior a 


la par que introduciremos la definición de subfactorial. 


Teorema 19.24 


El número de desórdenes de un conjunto de n elementos es 


abreviadamente, 


Este número se conoce como subfactorial de n y se nota !n. 


Demostración. Sea un conjunto de n elementos C = [c,, C,, ... , Cn-1). Aplicaremos el principio 
del complementario. Sea B el conjunto de las permutaciones de C; sabemos que |B| = n!. Sea A el 
conjunto de los desórdenes de C, por lo que BA A es el conjunto de las permutaciones de C que dejan 
fijo algún elemento, esto es, el conjunto de las que dejan fijo c, unión el conjunto de las que dejan 
fijo c, y así sucesivamente hasta su unión con el conjunto de las que dejan fijo c,_,. Formalicemos 
esto último: si llamamos S, al conjunto de permutaciones que dejan fijo el kaésimo elemento, cx, 
cono < k < n, entonces BA A= S¿U---US,_;. 


Nos proponemos calcular |B A A], esto es, [Sy U -- - U Sh-,|, mediante el principio de inclusión- 


exclusión. 


IBNA|=|S,U---U Sp] 
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n—1 


=) 15 - Y |5,nSj + 5 ns ms =p" px kelo): 


i<j i<j<k 
donde /,-+=(0,1,2,+=< 10 =1)L. 
Observemos que la primera suma es el total de permutaciones que dejan fijo un elemento, la 


segunda el total de permutaciones que dejan fijos dos elementos, la tercera el total de permutaciones 
que dejan fijos tres elementos, etc. 


Vamos a formalizar esto utilizando el principio de la multiplicación. Sea S = (So, S,,..., Sp-1). 


Entonces: 


= elegimos un subconjunto R de S, de cardinal h (esta elección es la fase O), existiendo C(n, h) 
subconjuntos de S de cardinal h (éste es el número de formas en que es posible realizar la fase 
0), y 


= observamos que la intersección de h conjuntos S;, distintos, fija h elementos (esta acción de la 
intersección es la fase 1), existiendo (n—h)! permutaciones que hacen tal cosa (éste es el número 
de formas en que es posible realizar la fase 1). 


Del principio de la multiplicación se sigue que el número de permutaciones correspondiente a todos 
los posibles subconjuntos de S de cardinal h es C(n, h) - (n — h)!. 


Por lo tanto, del principio de inclusión-exclusión se sigue 


n 


IBN A|= [*) 0-01 ("Joa [Ja +0 (5)a 


y como un desorden es una permutación que no deja fijo ninguno de los n elementos, entonces, por 
el principio del complementario, 


¡AJ=18B] —]BX A] 


== |5,1)*+* US; <] 


IT AAA 
MEPSh 5) 


n! 
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Observación 19.1.9.— 
o. n= /|alfe] 11m. 


1  Elsubfactorial!n está catalogado como la sucesión AOOO166 en la OEIS?. 


Ejemplo 546 


¿Cuántos términos del desarrollo de un determinante de orden n contienen uno o 


más elementos de la diagonal de la matriz correspondiente? 


Resolución. De nuevo aplicaremos el principio del complementario. 


A 
El determinante de la matriz A = : : |, calculado por la fórmula de Leibniz, 


E 
es det(A) = )_¿es, S8N(0)0,0(1) *** An,a(n) (comenzamos en 1 por claridad de la exposición). 


Cada sumando se corresponde con una permutación, por lo que el número de sumandos 


es el número de permutaciones en el grupo S,,, esto es, n!. 


Contener un elemento de la diagonal es que en la permutación ú suceda que 0(i) = i 


para un í, es decir que O tenga un punto fijo. 


No contener ningún elemento de la diagonal es el suceso complementario al anterior, que 
la permutación correspondiente no fije ningún punto. En definitiva, contar los términos que 
no contienen ningún elemento de la diagonal es contar las permutaciones que no fijan ningún 
punto, en otras palabras, contar los desórdenes. 


SeaC = [1,2,..., nj elconjunto de índices para las filas y las columnas. Sea B el conjunto 
de las permutaciones de C; sabemos que |B| = n!. Sea A el conjunto de las permutaciones de 


C que dejan fijo algún elemento, por lo que BA A es el conjunto de los desórdenes de C. 


Del ejemplo anterior sabemos que |B 1 A] =!n. 


? Vid. https://oeis.org/A000166. 
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Por el principio del complementario: 


¡Al =1B| — |BAA] 


= n!l-In 


o ao (EU EY EE 2) 


1 (=)" 
=m | 1-14+1==+-"+ 
21 n! 
1 1 1 —1)” 
om (Fe + ) 
! lo 4! n! 


Solución. — En un determinante de orden n, el número de términos del desarrollo que 
contienen uno o más elementos de la diagonal de la matriz es 


1 1 Al —1)” 
m1 (1 BS ala 2). 
2! ! 


n! 


$ 19.2 Primeras operaciones combinatorias 


Estudiadas en la educación secundaria, anticipadas en estas notas (cfr. supra $ 6 [p. lxxiv de esta 
edición]) y algunas ya utilizadas en los ejemplos anteriores, es la hora de definir y estudiar en mayor 
profundidad estas primeras operaciones combinatorias, a saber, variaciones, permutaciones y combi- 
naciones, ordinarias y con repetición, y su número. 


$ 19.2.0 Variación 


Definición 19.12.— Una variación de k elementos de un conjunto no vacío X es cualquier aplicación 
inyectiva de [0,1,...,k—1jenX. 


Ejemplo 547 


Dado el conjunto X = (fa, b, c, d, e), un ejemplo de variación de tres elementos de X es la 
aplicación 0 — a,1+> C,2 > dí, que abreviamos con la tupla (a, c, d). Observemos que 
dicha variación es una aplicación distinta de, por ejemplo, 0 += d,1+> a,2+H> c,abrevia- 
damente, (d, a, c)—. Esto se corresponde con lo que en cursos anteriores nos comentaron de 
ser la variación el caso en que «importaba el orden de disposición de los elementos, ninguno 
de éstos se repetía y no intervenían necesariamente todos». 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


1019 19. Modelización matemática: combinatoria 


Teorema 19.25 


Una variación de k elementos de un conjunto no vacío X es cualquier aplicación inyectiva de un 


conjunto de k elementos en X. 


Demostración. Esto es así porque por tener igual cardinal existe una aplicación biyectiva entre 


[o,1,...,k — 1) y cualquier conjunto de k elementos, digamos Y, y ser, por tanto, la composición 


resultante una aplicación inyectiva de [0,1,...,k—1JenX. 


Teorema 19.26 


Si X tiene n elementos, siendo n > k, el número de variaciones de k elementos de X es n£, esto 


es, n-(n—1)-( ) (n—k-+1). V(n, k) (o sinónimamente, V»,x, Ve, mV,” Veo VE) 


designa dicho número. Si n < k, no existen variaciones. 


Ejemplo 548 (PRen1) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
C/ repartir tres tareas distinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, Ca, Cs, 


Céó y C,, si ninguno de éstos puede recibir más de una? 


Resolución. Cada reparto corresponde a una aplicación inyectiva del conjunto de tareas 
[t, tt") en el conjunto no vacío C de computadores auxiliares [c,, C,, ..., Cy) (inyectiva por- 
que ningún computador auxiliar puede recibir más de una tarea), así, diremos que cada re- 
parto es una variación de tres elementos de C; el número de posibles repartos es el número de 


variaciones, por lo tanto, existen V(7,3) = 7? =7- 6-5 = 210 formas posibles de repartir las 


tareas. 


Observación 19.2.0.—  Notemos la similitud con una resolución posible del ejemplo anterior por 


el principio de la multiplicación (7 - 6 - 5 han sido las formas). 


Observación 19.2.1.—  Notemos también que todo ha consistido en seleccionar ordenadamente 
(el orden de los computadores importa para distinguir dos muestras) los tres computadores auxi- 
liares que han recibido una tarea cada uno; selección sin reemplazamiento ya que un computador 
auxiliar puede ser seleccionado sólo una vez (no puede recibir más de una tarea) (cfr. infra. cuadro 
n.” O —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —). 


Observación 19.2.2.— Es posible interpretar un reparto desde diferentes puntos de vista concep- 
tuales; por ejemplo, entre otros, como una selección de computadores (observación anterior), o 
como una distribución o asignación de las tareas a los computadores (estas interpretaciones co- 


rresponden a las modelizaciones | y ll que estudiaremos más adelante). 
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$ 19.2.1 Variación con repetición 


Definición 19.13.— Una variación con repetición de k elementos de un conjunto no vacío X es cual- 


quier aplicación de [o,1,...,k—1jenX. 


Ejemplo 549 


Dado el conjunto X = [a, b, c, d, ey, un ejemplo de variación con repetición de 4 elementos 
de X es la definida poro +—> 0,1 H> C,2 H=> d,3 == Cc, que abreviamos con la tupla 
(a, c, d, c). Observemos que dicha variación con repetición es una aplicación distinta de, por 
ejemplo, la definida por o —> d,1 => 0,2 H> C,3 H—> C, abreviadamente, (d, a, c, c). 
Esto se corresponde con lo que en cursos anteriores nos comentaron de ser la variación con 
repetición el caso en que «importaba el orden de disposición de los elementos, algunos de éstos 
se repetían y no intervenían necesariamente todos». 


Teorema 19.27 


Una variación con repetición de k elementos de un conjunto no vacío X es cualquier aplicación 


de un conjunto de k elementos en X. 


Demostración. Esto es así porque por tener igual cardinal existe una aplicación biyectiva entre 


[o,1,...,k — 1) y cualquier conjunto de k elementos, digamos Y, y ser, por tanto, la composición 


resultante una aplicación de [0,1,...,k—1jenX. 


Teorema 19.28 


Si X tiene n elementos, siendo n > k, el número de variaciones con repetición de k elementos de X 


es n*., VR(n, k) (o sinónimamente, VR, x, VR?, , VRi, "VR o VR£) designa dicho número. 


Ejemplo 550 (PRen2) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir tres tareas distinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, Ca, Cs, 
Cé y C,, si cualquiera de éstos puede recibir cualquier número de tareas? 


Resolución. Cada reparto corresponde a una aplicación cualquiera del conjunto de tareas 
[t, t', 1”) en el conjunto no vacío A de computadores auxiliares [c,, C,,..., Cy) (sin ninguna 
condición, pues dice que cualquier computador auxiliar puede recibir cualquier número de 
tareas), así, diremos que cada reparto es una variación con repetición de tres elementos de A; 


el número de posibles repartos es el número de variaciones con repetición, por lo tanto, existen 


VR(7,3) =7 =7-:7-:7= 343 formas posibles de repartir las tareas. 
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Observación 19.2.3.—  Notemos la similitud con una resolución posible del ejemplo anterior por 


el principio de la multiplicación (7 - 7 - 7 han sido las formas). 


Observación 19.2.4.—  Notemos también que todo ha consistido en seleccionar ordenadamente 
los tres computadores auxiliares que han recibido una tarea cada uno; selección con reemplaza- 
miento ya que un computador auxiliar puede ser seleccionado más de una vez (puede recibir más 


de una tarea) (cfr. infra. cuadro n.” O —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —). 
Ejemplo 551 


¿Cuántas palabras ternarias de longitud 15 contienen al menos un o, al menos un 1 
y al menos un 2? 


Resolución. El número de palabras ternarias de longitud 15 es VR(3,15) = 3% = 
14 348 907 (pensemos por qué). 


Sea S el conjunto de todas las palabras ternarias de longitud 15, entonces |S| = 3”. 
Sean: 
So =1x ES: x notiene ningún cero); 


S, =(x€S: xnotiene ningún uno]; 


S, =1x € S : x notiene ningún dos). 
Sea B= [x € S : xtiene al menos un cero, al menos un uno y al menos un dos), por lo 


que Bl = [x € S : x notiene ningún cero o no tiene ningún uno o no tiene ningún dos). 


Nos interesa calcular | B| y por el principio del complementario sabemos que |B] = |S| —]B*], 
es decir, |B] = |S| — |S¿ U S, U S,]. 


Sabemos (pensemos por qué): 


¡Sal =15:)=1531:=VR(2.15)=2*= 32768; 
[So N S;] => |S, N S,| = [5,115] = 1; 
IS. N SN S,| =0. 


(Pensemos, por ejemplo, en que |5,n S] =(22...2),|5.n5,] =(1...1)y15,11S,] = 
[oo...o). ¿Yelúltimo?, ¿cuántas palabras no tienen ni ceros, niunos, ni doses? Pues ninguna, 


es cuestión de leer las definiciones de los conjuntos S, y preguntarnos sobre sus cardinales...). 
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Aplicando el principio de inclusión-exclusión, 


[Sy U S, U S,] = |So] + 151] + 1S,] = |S¿ N Si] = [Sy N Sa] = |S, N Sa] + |S, N S, N S,] 
=2 +2 42% -1-1-1+0 
=3- (2-1) 
= 98 301, 


por tanto, 


|B] =|5]| — [S, U S, U S,| 
=3*-3- (2% —1) 
= 14 348 907 — 98 301 
= 14250 606. 


Solución.— Existen catorce millones doscientos cincuenta mil seiscientas seis palabras 


ternarias de longitud 15 que contienen al menos un o, al menos un 1 y al menos un 2. 


Actividad 19.5 


Terminemos la demostración del teorema 1.3 (p. 63 de esta edición). 


$ 19.2.2 Permutación 


Definición 19.14.— Una permutación de los elementos de un conjunto finito X es cualquier aplica- 


ción biyectiva de X en X. 


Teorema 19.29 


Una permutación de los elementos de un conjunto finito X de n elementos es cualquier aplica- 


ción biyectiva de un conjunto de n elementos en X. 


Demostración. Esto es así porque por tener igual cardinal existe una aplicación biyectiva entre 


X y cualquier conjunto de n elementos, digamos Y, y ser, por tanto, la composición resultante una 


aplicación biyectiva de X en X. 


Ejemplo 552 


Dado el conjunto X = (a, b,c, d, ej, un ejemplo de permutación de X eso — a,1 > 


Cc,2 H> d,3 > e,4 ==> b, que abreviamos con la tupla (a, c, d, e, b)—. Observemos 
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que dicha permutación es una aplicación distinta de, por ejemplo, o —= d,1 += 0,2 > 
0,3 — b,4 —> e, abreviadamente, (d, a, c, b, e). Esto se corresponde con lo que en cursos 
anteriores nos comentaron de ser la permutación el caso en que «importaba el orden de dis- 


posición de los elementos, ninguno de éstos se repetía e intervenían necesariamente todos». 


Observación 19.2.5.— Una permutación de los elementos de un conjunto finito X de n elementos 


es una variación de n elementos de dicho conjunto X. 


Teorema 19.30 


Si X tiene n elementos, el número de permutaciones de sus elementos es n! y lo notamos P(n) (o 


sinónimamente, P,,). 


Observación 19.2.6.— Si X tiene n elementos, el número de permutaciones de sus elementos es 


igual al número de variaciones de n elementos de dicho conjunto X, esto es, P(n) = V(n, n). 
Ejemplo 553 (PRen3) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir siete tareas distinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, Ca, 
Cs, Cg Y Cy, Si ninguno de éstos puede recibir más de una? 


Resolución. Cada reparto (asignación o distribución) corresponde a una aplicación in- 


mn 
,t 


yectiva del conjunto de tareas [t, t',... ) en el conjunto no vacío A de computadores au- 
xiliares [c,, C,,..., C,), que también tiene cardinal 7 (inyectiva porque ningún computador 
auxiliar puede recibir más de una tarea); como la aplicación es inyectiva y ambos conjuntos 
tienen el mismo cardinal, entonces la aplicación es biyectiva, así, diremos que cada reparto es 
una permutación de los elementos de A; el número de posibles repartos es el número de per- 
mutaciones, por lo tanto, existen P(7) =7!| =7-6-5-4-3-2-1= 5040 formas posibles de 


repartir las tareas. 


Observemos que P(7) = V(7, 7). 


Observación 19.2.7.—  Notemos la similitud con una resolución posible del ejemplo anterior por 


el principio de la multiplicación (7-6-5-4-3-2-1han sido las formas). 


Observación 19.2.8.—  Notemos también que todo ha consistido en seleccionar ordenadamente 


los 7 computadores auxiliares que han recibido una tarea cada uno; selección sin reemplazamiento 
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ya que un computador auxiliar puede ser seleccionado más de una vez (no puede recibir más de 


una tarea) (cfr. infra. cuadro n.” O —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —).. 


Observación 19.2.9.— Por cierto, ¿por qué 5040 es un número bien conocido? (¿Y por qué son 


famosos los números naturales 0, 1, 2, 3, 6, 42, 73, 1089, 6174 y tantos otros?) 


$ 19.2.3 Permutación con repetición 


Definición 19.15.— Una permutación con repetición de orden ko, K,,- ++ , K,_, de los elementos de un 
conjunto Y de p elementos, es cualquier aplicación sobreyectiva de un conjunto X de k. +k, +++ 
k,-, elementos en Y, sujeta a las condiciones siguientes: k, elementos de X tienen la misma imagen 
Yo E Y, k, elementos de X tienen la misma imagen y, € Y,..., k,-, elementos de X tienen la misma 


imagen Yp-: € Y, además Vi, ¡E fo,1,...,p-1) i¿F+jy + y 


Ejemplo 554 


Dados los conjuntos X = [a,b,c, d,ej e Y = [x, y, zp, un ejemplo de permutación con re- 
petición de orden 3, 1, 1delos elementos de Yesa — x,bH>x,CH>x,d > y en>z, 
que abreviamos con la tupla (x, x, x, y, Z). Observemos que dicha permutación con repetición 
es una aplicación distinta de, por ejemplo, a +— x,bH=> y,CH> xd H>z,e > xXx, 
abreviadamente, (x, y, Xx, z, x). Esto se corresponde con lo que en cursos anteriores nos co- 
mentaron de ser la permutación con repetición el caso en que «importaba el orden de disposi- 


ción de los elementos, algunos de éstos se repetían e intervenían necesariamente todos». 


Teorema 19.31 


z E e k+k +: +k 
El número de permutaciones con repetición es igual a |” ” dl 


PR (ko, ka, -. 


y lo notamos 


aa 


Ejemplo 555 (PRen4) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
C/ repartir siete tareas, tres indistinguibles y cuatro distinguibles de esas tres y distin- 
guibles también entre sí, entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, C4, Cs, Có Y C7, Si 


cada uno de éstos recibe una tarea y sólo una? 


Resolución. Sea el multiconjunto de tareas M = [fr, r, r,s, t, u, v)) llamémoslas, por 
ejemplo, así) y sea X = (fr, s, t, u, v) su conjunto subyacente. Cada reparto corresponde a 


una aplicación sobreyectiva del conjunto de computadores C = [C;, Cz, Cz, C4, Cs, Cg, Cy en X. 
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Así, diremos que cada reparto es una permutación con repetición de orden 3, 1, 1, 1, ¿entonces 
el número de posibles repartos es el número de permutaciones con repetición; por lo tanto, 
existen PR(3,1,1,1,1) = (3+1+1+1+0D!/(3! -1) 11-11-11) =7!/3! =7:-6-5:4= 840 
formas posibles de repartir las tareas. 


Observación 19.2.10.— El resultado coincide con V(7, 4) =7%=7-6-5- 4, esto es, con seleccionar 
ordenadamente los cuatro computadores auxiliares que han recibido una tarea distinguible cada 
uno —selección sin reemplazamiento ya que ninguno de estos cuatro computadores auxiliares 
puede ser seleccionado más de una vez (ninguno puede recibir más de una tarea) — (a cada uno 


de los tres computadores auxiliares restantes se le asigna cualquiera de las tareas indistinguibles). 


En realidad, lo que hemos hecho en esta observación es reducir el problema original, llamé- 
moslo A, al problema, digamos B, de reparto de cuatro tareas distinguibles entre siete computado- 
res auxiliares que ninguno puede recibir más de una tarea. La solución del problema B existe —cfr. 
supra ejemplo 548 (p. 1019 de esta edición) — y proporciona una solución para el problema A caso 


de que éste la tenga. 


$ 19.2.4 Combinación 


Definición 19.16.— Una combinación de k elementos de un conjunto no vacío X es cualquier sub- 


conjunto de X de k elementos. 


Ejemplo 556 


Dado el conjunto X = La, b, c, d, e), un ejemplo de combinación de tres elementos de X es el 
subconjunto La, c, dj. Observemos que dicha combinación es el mismo subconjunto que, por 
ejemplo, [d, a, cj. Esto se corresponde con lo que en cursos anteriores nos comentaron de ser 
la combinación el caso en que «no importa el orden de disposición de los elementos, ninguno 


de éstos se repite y no intervienen necesariamente todos». 


Teorema 19.32 


E , E , n 
Si X tiene n elementos, el número de combinaciones de k elementos (k < n) esigual a y ) , esto 
k 


es, a n!/(k!(n — k)!), ylo notamos C(n, k) —o sinónimamente, Cp, x, Cr, p Ex,” Cx o Ci—. 


Teorema 19.33 
Se satisface la interrelación 
Vins =P) do): 
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Ejemplo 557 (PRen5) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir tres tareas indistinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, Ca, 


Cs, Cé Y Cy, Si ninguno de éstos puede recibir más de una? 


Resolución. Si un computador auxiliar recibe una tarea, al ser las tres indistinguibles, da 
igual qué tarea ha recibido, esto es, cada reparto corresponde a una elección de tres compu- 
tadores auxiliares entre los siete sin importar el orden pues las tres tareas son indistingui- 
bles (carece de sentido ordenar ttt) y sin reemplazamiento ya que un computador auxiliar 
puede ser elegido sólo una vez (no puede recibir más de una tarea), en otras palabras, esta- 
mos eligiendo un subconjunto de tres elementos de un conjunto de siete; así, diremos que 
cada reparto es una combinación de tres elementos de un conjunto no vacío de siete elemen- 
tos, concretamente del conjunto € = ([c,, C,, Cz, Ca, Cs, Có, Cy) de siete computadores auxi- 


liares. El número de posibles repartos es el número de combinaciones, por lo tanto, existen 


C(7,3) =7!/(3! - (7— 3)!) = 35 formas posibles en que c, puede repartir las tareas. 


Ejemplo 558 (PRen6) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir siete tareas, tres indistinguibles y cuatro distinguibles de esas tres y distin- 
guibles también entre sí, entre siete computadores auxiliares, C,, C,, Cz, Ca, Cs, Có Y Cr, 
si algunos de éstos pueden recibir dos o más tareas distinguibles y ninguno dos o más 
tareas indistinguibles? Para calcularlas: 0.*, formalicemos la situación según el princi- 
pio de la multiplicación, el suceso y sus fases; 1., razonemos de cuántas formas puede 
realizarse cada una de las fases, y 2.*, finalmente, apliquemos el principio de la multipli- 


cación. 


[EFE 22.6.2022.:8]. 


Resolución. Nuestra estrategia de resolución comienza por calcular el número de repar- 
tos posibles de las cuatro tareas distinguibles —y, por ahora, como poder quedar, quedarán 
seguro computadores auxiliares sin recibir tarea—, para después determinar el número de 
repartos de las tareas indistinguibles y finalmente agregarlos mediante el principio de la mul- 
tiplicación. 

o.?, Formalización del principio de la multiplicación: del suceso y sus fases. 


El suceso 
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S < se reparten siete tareas, tres indistinguibles y cuatro distinguibles a esas tres 
y distinguibles también entre sí, entre siete computadores auxiliares, pudiendo al- 
gunos de éstos recibir dos o más tareas distinguibles y ninguno dos o más tareas 


indistinguibles, 
sucede en las dos fases sucesivas e independientes consecutivamente, 


fase o < se reparten cuatro tareas distinguibles entre siete computadores auxiliares, 


pudiendo algunos de éstos recibir dos o más tareas, 


fase 1 <= se reparten tres tareas indistinguibles entre siete computadores auxiliares, 


no pudiendo ninguno de éstos recibir dos o más tareas. 
1.2, Delas formas de realizar las fases. 
a. Resolución de la fase O. 


Decir «si algunos de éstos pueden recibir dos o más tareas distinguibles» no aporta 


información alguna, es como no decir nada. 


Como cada computador auxiliar puede recibir más de una tarea, cada reparto de las 
cuatro tareas distinguibles corresponde a una aplicación cualquiera —sin ninguna 
condición— del conjunto de tareas ([1, 2, 3, 4) en el conjunto no vacío A de compu- 
tadores auxiliares; así, diremos que cada reparto de las cuatro tareas distinguibles 
es una variación con repetición de cuatro elementos de A, esto es, el número de po- 
sibles repartos de las cuatro tareas distinguibles es el número de variaciones con re- 


petición, por lo tanto, existen —cfr. supra ejemplo 550 (p. 1020 de esta edición) — 


VR(7,4) =7 


= 2401 


formas posibles de repartir las cuatro tareas distinguibles. 
b. Resolución de la fase 1. 


Ahora, pensemos en las tres tareas indistinguibles. Ningún computador auxiliar 
puede recibir dos tareas indistinguibles, por lo que, en este caso nos interesa el nú- 
mero de formas de repartir las tres tareas indistinguibles entre los siete computado- 
res auxiliares si ninguno de éstos puede recibir más de una tarea. Pues bien, si un 
computador auxiliar recibe una tarea, al ser las tres indistinguibles, da igual qué ta- 
rea ha recibido, esto es, cada reparto (asignación o distribución) corresponde a una 


selección de tres computadores auxiliares entre los siete sin importar el orden —el 
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orden no importa porque las tres tareas son indistinguibles; no es posible ordenar 
ttt— y sin reemplazamiento ya que un computador auxiliar puede ser seleccionado 
sólo una vez —no puede recibir más de una tarea—; en otras palabras, se está se- 
leccionando, en tales condiciones, un subconjunto de tres elementos de un conjunto 
de siete, así, diremos que cada reparto es una combinación de tres elementos de un 
conjunto no vacío A de siete elementos, esto es, el número de posibles repartos es el 
número de combinaciones, por lo tanto, existen —cfr. supra ejemplo 557 (p. 1026 de 
esta edición) — 


C(7, 3) = 1-31 


formas posibles de repartir las tareas. 
2..”, Aplicación del principio de la multiplicación. 


Entonces, el suceso S se ha resuelto en dos fases sucesivas, independientes consecutiva- 
mente, por lo que por el principio de la multiplicación, el número de formas de repartir 


las tareas es 


VR(7, 4) - C(7,3) = 2401: 35 
= 84035. 


Solución.— De 84 035 formas. 


Ejemplo 559 


Utilicemos razonadamente el principio de la adición para calcular el número de 
subconjuntos de D = [0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9) que tienen un número primo de elemen- 
tos. Para ello: o.”, formalicemos la situación según el principio de la adición; 1.*, razone- 
mos de cuántas formas sucede cada uno de los sucesos intervinientes, y 2.*, finalmente, 


apliquemos el principio de la adición. 


[PEP 2016-2017:1], [EFE 19.1.2023:7]. 


Resolución. Veamos. 
o.”, Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles dos a 


dos. Para ello, observemos que se trata de conjuntos y no de multiconjuntos, por lo que no 
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se pueden repetir los elementos. Por esto, las únicas posibilidades de cardinalidad prima 
para ellos son los números primos menores o iguales que diez (el cardinal de D), a saber, 


2,3,5y7. 


De este modo, podríamos hablar de los sucesos 


S 


= ser un subconjunto de exactamente dos elementos de D, 


= ser un subconjunto de exactamente tres elementos de D, 


on 


u 


= ser un subconjunto de exactamente cinco elementos de D, 


<D 


= ser un subconjunto de exactamente siete elementos de D. 


que son incompatibles dos a dos puesto que deben tener exactamente el número de ele- 


mentos que dice cada uno. 
De las formas de suceder los sucesos. 


El número total de subconjuntos de k elementos de un conjunto de n elementos viene 
dado por el número de combinaciones de n elementos tomados de k en k, C(n, k). De 


aquí que: 

= elsuceso S, sucede de C(10, 2) formas distintas; 
=  elsuceso S, sucede de C(10, 3) formas distintas; 

=  elsuceso S; sucede de C(10, 5) formas distintas, y 


= elsuceso S, sucede de C(10, 7) formas distintas. 


2.>, Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión S, U 
S, U S; U S,. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles dos a dos —por tener 
exactamente el número de elementos que indica cada subíndice—, así que es admisible 
aplicar el principio de la adición. Notando por +X' el número de formas en que sucede un 


suceso X, 


*(S, U S, U S; U S,) —= +4S, + HS, + HS: + 4S, 
(7) (>) (>) >) 
- + + + 
2 3 5 7 
10! 10! 10! 10! 


21-81 31-71 siost 71-31 
= 537. 
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Solución.— El conjunto D = ([0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9) tiene 537 subconjuntos con un nú- 


mero primo de elementos. 


Observación 19.2.1.— En la formulación del principio con conjuntos disjuntos dos a dos, éstos 


son S; = [x : x es subconjunto de exactamente ¡ elementos de D) y sus cardinales, 
n 
¡Si Ñ ] ) 
[ 


Ejemplo 560 


Por cierto, del conjunto D del ejemplo anterior, ¿cuántos subconjuntos suyos hay 


cuyos elementos son todos números primos? 


Resolución. Siendo P = ([2,3,5,7), lo que queremos hallar es en realidad el número 
de subconjuntos no vacíos de P, esto es, restando uno (el conjunto vacío) al número total de 
subconjuntos de P: 


as 


Solución. — Hay 15 subconjuntos de D cuyos elementos son todos números primos. 


Ejemplo 561 


Colocamos aleatoriamente los números ([1,2,3,...,8) en forma de matriz 2 Xx 4. 
o. ¿Es posible asegurar que alguna fila contiene al menos dos múltiplos de dos? 
1. ¿Cuántas colocaciones existen en las que en cada fila el elemento que inicia la fila es 
el mínimo de la fila? 


Resolución. 

o.  Haycuatro múltiplos de dos entre esos números, a saber, 2, 4, 6 y 8; aplicando el principio 
restringido de los cajones de DIRICHLET, como k = 4 objetos (los cuatro múltiplos de dos) 
se distribuyen en n = 2 cajones (las dos filas) y 2 = n < k = 4, entonces hay al menos 
un cajón que recibe al menos dos objetos, esto es, hay al menos una fila que contiene al 
menos dos múltiplos de dos. 


1.  Seaelsuceso 
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<=  seruna matriz 2 x 4 en la que en cada fila el elemento que la inicia es el mínimo de 
la fila. 


Dicho suceso ocurre en dos fases independientes consecutivamente, 


So = la colocación en la fila cero de cuatro números, elegidos de ocho, de tal forma que 


el elemento que la inicia sea el mínimo de la fila; 


S, = la colocación en la fila uno de cuatro números dados, de tal forma que el elemento 


que la inicia sea el mínimo de la fila. 
en realidad, descompuestas en tres subfases cada una: 
Sá = la elección de cuatro números para la fila cero; 
Soo =la colocación del menor de estos cuatro números en la posición cero de la fila cero; 
Sa <= la colocación del resto, tres números, en las demás posiciones, tres, de la fila cero; 
Sí = la elección de los cuatro números restantes; 
Sio = la colocación del menor de estos cuatro números en la posición cero de la fila uno; 
Su = la colocación del resto, tres números, en las demás posiciones, tres, de la fila uno. 
Las formas de realizar estas subfases son (pensemos por qué): 


£5.=U(8,4)=70; 


45! =C(44) =1 


Aplicando el principio de la multiplicación, tenemos que el número de formas en que 


sucede S es el producto de las formas en que pueden realizarse las subfases, esto es, 


$S=70:1:-6-1:1-6= 2520. 


Una codificación como palabra numérica puede ayudar a resolver cuestiones. Por ejemplo, ¿podría- 


mos utilizar una codificación en palabras binarias para responder a la pregunta del siguiente ejem- 


plo? 
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Ejemplo 562 


De una fila de siete personas, ¿de cuántas formas es posible elegir tres de forma que 


ningunas dos de las elegidas estuviesen en posiciones seguidas en la fila? 


Resolución. Codificamos cada elección como una palabra binaria donde cero significa 


no elegida y uno sí elegida. Entonces, una pregunta equivalente a la inicial es 


¿Cuántas palabras binarias de longitud siete, con 7 — 3 = 4 ceros y tres unos, 


existen que no contengan dos unos consecutivos? 


Para descubrir cuántas son pensemos en cómo construir una de tales palabras. Pues bien, 


como hay 7 — 3 = 4ceros, hay cinco posiciones donde situar los tres unos, 


obLoLoLo 


La pregunta inicial se reduce a: 
¿De cuántas formas es posible colocar tres unos en cinco posiciones? 


Siendo [po, Pi, P2, P3, pa) las cinco posiciones, colocar unos en las posiciones, por ejemplo, 1, 
2 y 4, significa la extracción del subconjunto [p,, p,, p,), esto es cada colocación es una com- 
binación de tres elementos de un conjunto de cinco elementos. Por lo tanto, el número de co- 


locaciones es el número de combinaciones de tres elementos de un conjunto de cinco, esto es, 


€E(5,3)-=10: 


Observación 19.2.12.— En el ejemplo anterior, C(5,3) = C(4 + 1,7 — 4), siendo 7 la longitud de la 


palabra y 4 el número de ceros. 


Nim, codificación binaria y Nathan (X+Y —A Brilliant Young Mind—) 

Nim, un antiguo juego con piezas distribuidas en filas, que clásicamente juegan 
dos personas con una única regla, a saber, en cada turno, poder retirar cuantas piezas 
quiera de una única fila, ganando el juego quien retire la última de todas. 

[ 
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Como es norma en los juegos no cooperativos (vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/- 
wiki/Juego_no_cooperativo), quienes juegan persiguen definir una estrategia ganadora 
(vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Winning_strategy). 

En esta forma de jugar Nim, puede demostrarse que existen posiciones ganado- 
ras y perdedoras y que siempre es posible pasar de unas a otras. 

Convirtiendo el número de piezas de cada fila a binario, puede demostrarse que 
las posiciones ganadoras son aquellas que tienen un número par de unos en cada co- 
lumna. Por ejemplo, esta conversión en el caso anterior es 

111  (7piezas) 
101  (5piezas) 
100  (4plezas) 
011  (3piezas) 
o11  (3piezas) 

Una posición perdedora puede transformarse en ganadora; por ejemplo, la si- 
tuación anterior podría transformarse en ganadora retirando 6 piezas de la primera 
fila, ya que entonces quedaría 

o0o1 (pieza) 
101  (5piezas) 
100  (4pliezas) 
011  (3piezas) 
011  (3piezas) 

Observemos que, en particular, la posición final —ninguna pieza en ninguna 
fila—es ganadora. 

Pudiésemos aprender mucho más sobre Nim y sus múltiples variantes en el ar- 
tículo correspondiente de Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/Nim). 

Muchas demostraciones en combinatoria son posibles gracias a la codificación 
binaria/ternaria/... de la información. Por otra parte, pudiésemos ver esta escena de 
la película X+Y dirigida por Morgan MATTHEWsS, distribuida en los Estados Unidos 
como A Brilliant Young Mind (2014); es recomendable que atendamos al enunciado de 
la cuestión propuesta en la escena y tratemos de resolverla primero; en cualquier caso, 
también es recomendable estudiar la resolución que se muestra en la película: esce- 
na en inglés (https: //www.youtube.com/watch?v=mYAahN1G8Y8); la misma escena, 
subtitulada en español (https://www.youtube.com/watch?v=A_-gDrXy6Vo);la misma 
escena, doblada a español (https://www.youtube.com/watch?v=ZnhH pr_ipgE). 


Lo cierto es que es posible generalizar la demostración del ejemplo 562 (p. 1032 de esta edición) 


y, por lo tanto, la observación 19.2..12 (p. 1032 de esta edición), y obtener el siguiente teorema. 
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Teorema 19.34 


El número de palabras binarias de longitud n con exactamente k ceros y n— k unos es C(n, k) 


y el número de ellas que no contienen dos unos consecutivos es C(k +1, n — k). 


Observación 19.2.13.— Sik+1 < n-— k, entonces C(k + 1,n — k) = o (por ejemplo, no existe 
ninguna palabra binaria de longitud diez con exactamente cuatro ceros y seis unos sin dos unos 


consecutivos). 
Ejemplo 563 


¿Cuántas palabras binarias de longitud siete existen que no contengan dos unos 


consecutivos? 


Resolución. El número de palabras binarias de longitud siete es 27 = 128, entonces, de 


ellas, ¿cuántas no contienen dos unos consecutivos? 
Apliquemos el principio de la adición. 
o.?, Formalización del principio de la adición: sucesos. 
Sea el suceso 
<=  seruna palabra binaria de longitud siete que no contiene dos unos consecutivos, 
suceso que es la unión de los sucesos 


Sk <= ser una palabra binaria de longitud siete con k ceros y 7 — k unos que no contiene 


dos unos consecutivos, 
para o < k < 8, sucesos que son trivialmente incompatibles dos a dos. 
1.2, Delas formas de suceder los sucesos S;.. 


El suceso Sí sucede de C(k + 1,7 — k) formas distintas. En efecto, el teorema 19.34 
(p. 1034 de esta edición) establece que el número de palabras binarias de longitud n con 
exactamente k ceros y n — k unos es C(n, k) y el número de ellas que no contienen dos 
unos consecutivos es C(k + 1, n — k). Por tanto, según esto, para cada caso posible hay 
C(k+1, n—k;) palabras binarias de longitud n con exactamente k ceros y n—k unos y que 
no contienen dos unos consecutivos. En este ejemplo, como n = 7, se tiene el siguiente 


cuadro. 
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kceros n—kunos C(k+1,n— k) 
7 ceros Ounos C(7+1,0) =1 
6ceros 1unos C(6+1,1) = 

5 ceros 2unos C(5s+1,2) = 15 
4 ceros 3unos C(4+1,3) = 10 
3 ceros 4unos C(3+1,4) =1 
2 ceros 5unos C(2+1,5)=0 
1ceros 6unos C(14+1,6) =0 
Oceros 7unos C(o+1,7)=0 


2.”, Aplicación del principio de la adición. 


Por el principio de la adición, el número de formas en que sucede el suceso S = S¿US, U 
. .. U S, es la suma de los números de formas en que suceden los sucesos So, S,, ..., S», 


O= 34. 


estoes,1+7+15+ 10+1+0+04 


Solución.— Existen 34 palabras binarias de longitud siete que no contienen dos unos con- 


secutivos. 


Ejemplo 564 


¿Cuántas palabras binarias de longitud n existen que no contengan dos unos con- 
secutivos? 


Resolución. Un procedimiento similar nos permite responder a la pregunta general. 


De hecho, podríamos compactar la suma anterior utilizando la notación sigma; para ello, 
cambiamos la forma de los sumandos usando la igualdad 


ao) 
_ dd 


k 
de donde 
di =1+7+15+10+1+O0+0+0 
Es A ES O ES A 
z [EA » Ad 
3 4 
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7 +1 7 7—1 72 153 
A 
O 1 2 3 4 


Sabemos que sii < j, C(i, j) = 0. Así, como, por un lado, (n — [n/2]) +1> [n/2] sin 
espary (n—|[n/2])+1= [n/2] si n es impar, y, por otro, (n—([n/2] +1))+1< [n/2]+1, 
para todo n € Z*, entonces, si estuviésemos hablando de palabras binarias de longitud n, del 


total de 2” palabras, las que no tendrían dos unos consecutivos serían 


[A 


o 1 Es 


CAS 


Ésta es la solución buscada. 


esto es, 


$ 19.2.5 Combinación con repetición 


Definición 19.17.— Una combinación con repetición de orden k de elementos de un conjunto no vacío 


X es un multiconjunto de elementos de X de cardinalidad k. 


Ejemplo 565 


Dado el conjunto X = [a, b, c, d, ej, un ejemplo de combinación con repetición de orden tres 
es el submulticonjunto (La, c, d, cj). Observemos que dicha combinación con repetición es 
el mismo submulticonjunto que, por ejemplo, [(d, a, c, cj). Esto se corresponde con lo que 
en cursos anteriores nos comentaron de ser la combinación con repetición el caso en que «no 
importa el orden de disposición de los elementos, algunos de éstos se repiten y no intervienen 


necesariamente todos». 


Teorema 19.35 


Si X tiene n elementos, el número de combinaciones con repetición de orden k (k <  n) es 
n+k-=1 (n+k-—1) 
, ES sel 


I 
h -. CR(n, k) —o sinónimamente, CR», CRE) CR,” CRe 


o CRE 


n? 


k!(n — 1)! 


o simplemente ( A ) — designa dicho número. 
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k—1 
Observación 19.2.14.— CR(n,k) = Cn+k-1k, esto es, ( ) = Ú pS ) Notemos que, en par- 
K K 
(n—1)! 


ticular, CR(n, 0) = Crioa= E =al =1 


Ejemplo 566 (PRen”7) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir tres tareas indistinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, C4, 
Cs, Cs y Cy, si cualquiera de éstos puede recibir cualquier número de tareas? 


[SEP 12..5.2022.:7]. 


Resolución. El computador central debe repartir tres tareas indistinguibles entre sie- 
te computadores distintos, sin ninguna restricción. En esta situación, cada reparto hecho 
por c, está representado por un submulticonjunto del conjunto de computadores auxiliares 
C = [c,, Ca, C3, Car Cs, Có, 07). Por ejemplo, el reparto de dos tareas al computador c;, una ta- 
rea al computador c, y ninguna tarea al resto de computadores, puede representarse por la 
combinación con repetición [[c;, cy, c,)), esto es, por dicho submulticonjunto de C. 


Concluimos que el número de formas en las que c, puede repartir tres tareas idénticas en- 
tre siete computadores sin ninguna restricción es el número de combinaciones con repetición 
CR(7,3) = C(7+3-1,3) = (7+3-—1)!/(3!- (7 —1)!) = 84. 


Observación 19.2.15.— Recordemos que si A es el conjunto subyacente del multiconjunto 
[(a,,.*.,a,,a,,.£.,0,,..., An, .*., An|j|, una combinación con repetición de orden k de elementos 
de A es una aplicación de A en [0,1,...,k) tal que a cada elemento a; de A = [a,,0,,..., adn) 
le asocia el número de veces (entre o y k) que aparece repetido a; en un submulticonjunto del 
multiconjunto, sujeta dicha aplicación a la condición de que la suma de tales números sea k. 


Observemos que tal aplicación define precisamente al submulticonjunto con esta característica. 


En la situación en estudio en el ejemplo anterior, cada reparto efectuado por el compu- 
tador central c, está representado por una aplicación del conjunto de computadores auxiliares 
C =([C;, Cz, C3, C4, Cs, Co, Cy en fo, 1,2, 3) tal que a cada computador auxiliar le asocia el número de 
tareas que le corresponden sujeta a la condición de que la suma de tales números es 3. El ejem- 
plo que pusimos nos sirve: el reparto de dos tareas al computador cz, una tarea al computador 
Cc, y ninguna tarea al resto de computadores auxiliares es tal que o+0+2+0+0+0+1=3, 
por lo que puede representarse por la combinación con repetición [([cz, cz, cy), esto es, por dicho 


submulticonjunto del multiconjunto [(c,, Cy, Ci, Cz, Cz, Ca, » ++, C7, C7, C7 pH. 


Observación 19.2.16.— Cfr. infra ejemplo 593 (p. 1068 de esta edición) para estudiar otras vías de 
resolución (modelizaciones). 
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Ejemplo 567 (PRen8) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
C/ repartir siete tareas, tres indistinguibles y cuatro distinguibles de esas tres y distin- 
guibles también entre sí, entre siete computadores auxiliares, C,, C,, Cz, C4, Cs, Có Y Cz, Si 


alguno de éstos puede no recibir ninguna tarea? 


Resolución. Nuestra estrategia de resolución comienza por calcular el número de repar- 
tos posibles de las cuatro tareas distinguibles —y, por ahora, como poder quedar, quedarán 
seguro computadores auxiliares sin recibir tarea—, para después determinar el número de 
repartos de las tareas indistinguibles y finalmente agregarlos mediante el principio de la mul- 
tiplicación. 

o.”, Formalización del principio de la multiplicación:del suceso y las fases. 


El suceso 


S < se reparten siete tareas, tres indistinguibles y cuatro distinguibles a esas tres y 
distinguibles también entre sí, entre siete computadores auxiliares, pudiendo algu- 
nos de éstos no recibir ninguna tarea, 


sucede en las dos fases sucesivas e independientes consecutivamente, 


fase O < se reparten cuatro tareas distinguibles entre siete computadores auxiliares, 


pudiendo algunos de éstos no recibir ninguna tarea, 


fase 1 5 se reparten tres tareas indistinguibles entre siete computadores auxiliares, 


pudiendo algunos de éstos no recibir ninguna tarea. 
1.2, Delas formas de realizar las fases. 
a. Resolución de la fase O. 


Decir «alguno de éstos puede no recibir ninguna tarea» no aporta información algu- 


na, es como no decir nada. 


Como cada computador auxiliar puede recibir más de una tarea, cada reparto de las 
cuatro tareas distinguibles corresponde a una aplicación cualquiera —sin ninguna 
condición—del conjunto de tareas [ to, t,, t,, t,) en el conjunto no vacío C de compu- 
tadores auxiliares; así, diremos que cada reparto de las cuatro tareas distinguibles 
es una variación con repetición de cuatro elementos de C, esto es, el número de po- 


sibles repartos de las cuatro tareas distinguibles es el número de variaciones con re- 
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petición, por lo tanto, existen —cfr. supra ejemplo 550 (p. 1020 de esta edición) — 
VR(7,4) =7* 
=17:7:*7:7 
= 2401 
formas posibles de repartir las cuatro tareas distinguibles. 
b. Resolución de la fase 1. 


Ahora, pensemos en las tres tareas indistinguibles. Existen tantas formas de repar- 
tirlas como soluciones enteras no negativas tiene la ecuación x, + X, + ==" + X7 = 3 
(x; representa el número de tareas que recibe el computador c;), que son un total de 
CR(7,3) = 84 —cfr. supra teorema 19.37 (p. 1040 de esta edición)—. 


2..”, Aplicación del principio de la multiplicación. 


Entonces, el suceso S se ha resuelto en dos fases sucesivas, independientes consecutiva- 
mente, por lo que por el principio de la multiplicación, el número de formas de repartir 


las tareas es 


VR(7, 4) - CR(7,3) = 2401 - 84 
= 201684. 


Solución.— De 201 684 formas. 


$ 19.2.6 Definición alternativa de combinación y combinación con repetición 


Podríamos haber definido alternativamente los conceptos de combinación y combinación con 


repetición como clases de equivalencia, en la siguiente forma. 


Definición 19.18.— 
o.  Enlaclase de todas las aplicaciones de [o,1,...,k—1) en un conjunto X no vacío, definimos la 
relación fRg si, y sólo si, im f = im y, que resulta ser de equivalencia, por lo que diremos que 


f y g son aplicaciones equivalentes según R; 


1.  unacombinación de k elementos de un conjunto no vacío X es una clase de equivalencia de dicha 


relación R cuando se trate de aplicaciones inyectivas; 


2. una combinación con repetición de k elementos de un conjunto no vacío X es una clase de equiva- 


lencia de dicha relación R cuando se trate de aplicaciones cualesquiera. 
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Y entonces tendríamos este teorema. 


Teorema 19.36 


Siendo R la relación anterior y X un conjunto con n elementos, el número de combinaciones y de 


combinaciones con repetición es el cardinal del conjunto cociente XA /'R en cada caso. 


$ 19.2.7 La ecuación diofántica x, + X, +... + Xp = k (Parte I) 


Número de soluciones no negativas 


En el ejemplo 566 (p. 1037 de esta edición), también es posible representar cada reparto por una 
solución entera no negativa de la ecuación x, + x,+...+x, = 3 donde x; designa el número de tareas 
que recibe el computador auxiliar c;, por lo que todo consiste en calcular el número de soluciones enteras 
no negativas (x, > 0) de dicha ecuación (esto es consistente con el hecho de que como las tareas son 
indistinguibles, sólo importa el número de tareas que ha recibido cada computador auxiliar); dicho 


número, CR(7, 3), es el número de formas de repartir las tareas. 


Establecido el orden de interpretación c,c,c,C,CsCsC,, las codificaciones cuaternarias 0020001, 
IOOIO1O y 0000300 son ejemplos de soluciones (corresponden a los submulticonjuntos [£c,, cz, c,P), 
[4c,, Cy, Cs) y [1£cs, Cs, cs) ) del multiconjunto [£c,,.?., C,, Cz,.?., Cz,-. 1 Cp, -?., Cy) ), respectiva- 


mente). 


Teorema 19.37 


El número de soluciones enteras no negativas de la ecuación diofántica Xx, +x,+...+Xp =Kk 


es CR(n, k). 


Observación 19.2.17.— Six +X,+...+ Xp = 0, la única solución no negativa es (0,0,...,0), en 


otras palabras, CR(n, 0) = o, algo que ya sabíamos. 


Observación 19.2.18.— Otra interpretación es una selección donde hay n tipos de objetos y la va- 


riable x; representa el número de objetos que se seleccionan del tipo de objeto i. 


Número de soluciones positivas 
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Ejemplo 568 (PRen9) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
C, repartir diez tareas indistinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, Ca, 


Cs, Có Y Cy, de manera que cada uno de éstos reciba como mínimo una tarea? 


[EFO 1.6.2017:5b], [EFO 20.5.2022:7b]. Cfr. [214]: ejercicio 7.1 (pp. 138-139). 


Resolución. Exploremos dos vías. 


Como las tareas son indistinguibles, sólo importa el número de tareas que ha recibido 
cada computador auxiliar, esto es, se trata de calcular el número de soluciones enteras positivas (x; 
representa el número de tareas que recibe el computador c;) (x; > 1, porque cada computador 


auxiliar debe recibir al menos una tarea) de la ecuación 


xA+FX+...+x=10. (19.0) 


Por el teorema 19.37 (p. 1040 de esta edición), sabemos que el número de soluciones no 
negativas, esto es, si x; > O, de esta ecuación viene dado por CR(7, 10). Sin embargo, busca- 
mos soluciones positivas, esto es, si x; > 1. Una vía de resolución consiste en transformar la 
ecuación 19.0 en una ecuación sujeta a la condición de no negatividad de sus variables (que es 


la que sabemos por dicho teorema que corresponde a las combinaciones con repetición). 


Para conseguirlo, hacemos el cambio de variable y; = x; — 1, de lo que se sigue que x; > 
19 x¡-1>1-1 > y; > O. Ahora, si restamos 1 a cada incógnita en la ecuación (19.0), 
entonces (x, —1) + (x, —1)+:::*+(x,—1) =10— (141+1+1+1+1+1) y, así, la ecuación 
(19.0) se ha transformado en Y, + Y, +:** + Y7 = 10 —7,con y; > O, que como sabemos 


por el teorema 19.37 (p. 1040 de esta edición), su número de soluciones enteras no negativas es 


CR(7, 10 — 7) = 84, siendo éste el número de formas buscado de repartir las tareas. 


Asignamos una tarea cada computador auxiliar, esto es, hacemos que se satisfaga el re- 
quisito impuesto (que cada uno reciba como mínimo una tarea). Ya hemos repartido siete ta- 
reas. Para asignar las 10 — 7 tareas restantes no existe ningún requisito, por lo que es posible 


asignarlas de CR(7, 10 —7) formas —vid. supra ejemplo 566 (p. 1037 de esta edición) (PRen7)—. 


En otras palabras, hemos reducido el problema PReno al PRen7. 


Solución.— De 84 formas. 
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Teorema 19.38 


El número de soluciones enteras positivas de la ecuación diofántica x, + X,+...+Xp = Kk, 


n<k,es C(k-1,n—1). 


Demostración. Demostrémoslo codificando gráficamente la información. En efecto, sucede tal 
como enuncia este teorema ya que la cuestión equivale a calcular cuántas formas existen de situar 
n — 1 marcas sobre las k — 1 divisiones de un segmento de longitud k. 


Por ejemplo, una forma de posicionar seis marcas (las marcas son los e) sobre las nueve divisio- 


nes de un segmento de longitud diez es: 
— —0—0—0— —O0—O0— —O0— 
DO T234a5S678S 


que corresponde ala solución positiva (X,, Xz, X3, X4, Xs1 X6, X7) = (2,1,1,2,1,2,1) dex. +Xx2+...+X7 = 
10 —dos unidades hasta la primera marca (situada sobre la segunda división del segmento), después 
una unidad hasta la segunda marca (situada sobre la tercera división), después una unidad hasta la 
tercera marca (situada sobre la cuarta división), después dos unidades hasta la cuarta marca (situada 
sobre la sexta división), después una unidad hasta la quinta marca (situada sobre la séptima división) 
y finalmente dos unidades hasta la sexta marca (situada sobre la novena división) —. Cada posicio- 
namiento es un subconjunto de seis elementos del conjunto ([1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9) (en este ejemplo, el 
subconjunto [2, 3, 4, 6,7, 9)), esto es, una combinación de seis elementos de dicho conjunto. El nú- 
mero de posicionamientos es el número de combinaciones de seis elementos de dicho conjunto, esto 
es, C(9,6) = 84. Observemos que [2, 3, 4, 6,7, 9) es una codificación de la solución (2,1,1,2,1,2,1), 
otra es la palabra binaria o11101101 (o indica posición no marcada y 1 marcada). 


Observemos que el número de soluciones positivas de x, +x,+...+X, =10€es C(10—1,7—1). 


Análogamente, el número de soluciones positivas dex, + X,+...+Xp =kes C(k—1,n-— 1). 


Número de soluciones no negativas acotadas inferiormente 


Ejemplo 569 (PRen10) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir k tareas indistinguibles entre n computadores auxiliares, C,, C,, C3,..., Cn, de 
manera que cada uno de éstos reciba como mínimo m tareas? Suponemos que m-n < k. 


Resolución. Es admisible enunciar alternativamente esta cuestión así: calculemos el nú- 
mero de soluciones no negativas dex, + Xx, +-+**+Xp =k,siVi € [1,2,...,n),x; > m, con 


m-«n< k. 
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Para su resolución, hacemos el cambio de variable y, = x; — m, de lo que se sigue que 


Xx 2>M%X>—M>m->=mM+%>y>0. 


(Lo hacemos porque nos interesan las variables no negativas ya que sabemos que entonces 
cada solución no negativa es una combinación con repetición). 


Ahora, restando m a cada incógnita en la ecuación original, (x, — m) + (x,=m)+::-+ 
(x, — m) = k— m-+n, dicha ecuación queda y, + Y¿+:**+Yn =k-—m-n,con y; > O, cuyo 


número de soluciones enteras no negativas es CR(n, k — m - n) —cfr. supra teorema 19.37 (p. 


1040 de esta edición)—. 


Teorema 19.39 


El número de soluciones no negativas dex +x,+-+:*+Xp =k,siVi € (1,2,...,0],Xx, > Mm, 


con m-n< k,es CR(n,k— m-n). 


Número de soluciones no negativas con una componente fija acotada superiormente 


Ejemplo 570 (PRen11) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
C¿ repartir k tareas indistinguibles entre n computadores auxiliares, C,, C,, C3, ..., Cn, 
de manera que exactamente uno de ellos reciba como mucho m tareas? Suponemos que 
m< k. 


Resolución. Es admisible enunciar alternativamente esta cuestión así: calculemos el nú- 
mero de soluciones no negativas dex, +X,+-:**+Xp=k,siVi € [1,2,...,N0<x<m, 
con m < k. 


Intuitivamente, el resultado buscado es el número de soluciones enteras no negativas me- 
nos el número de ellas que satisfacen x, > m +1. 


Esto es, por un lado, el número de soluciones enteras no negativas dex, +x,+:**+FXp = k 
es CR(n, k); por otro, calculemos el número de soluciones enteras no negativas de x, + x, + 
«+++ Xp = kque satisfacen x, > m + 1, algo que es posible hacer de manera parecida a como 


hemos resuelto el ejemplo anterior. 


Hacemos el cambio de variable y, = x, — (m +1), entonces x, > mM+1 + x,—(m+1) > 
(m +1) — (m+1) > y; > O. Ahora, restando m + 1a la primera incógnita en la ecuación 
original, (x, — (M+1)) + Xx. ++: +Xp = k— (m +1) y, así, la ecuación original se ha 


transformado en y, +X.+-::*+xXp» =k-—(m-+1),cony; > 0,X, > 0,...,Xp > O, por 
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lo que el número de sus soluciones enteras no negativas es CR(n, k — (m + 1)) —cfr. supra 


teorema 19.37 (p. 1040 de esta edición)—. 


Para hallar el resultado final que buscamos, vamos a utilizar el principio del complemen- 
tario. Siendo B = [x : xesuna solución entera no negativa dex, + X, +::* + Xp = k)]y 
A= (x : xesuna solución entera no negativa de x, +x,++-*+Xp = k que satisface x, < m), 
tenemos que BA A = [x : xesuna solución entera no negativa dex, + X, +: + Xp = 
k tal que x, > m +15, entonces el número de soluciones buscado (el número de soluciones 
no negativas menos el número de ellas que satisfacen x, > m + Des |A] = |B] — |BA A] = 
CR(n, k) — CR(n, k — (m +1)). 


Teorema 19.40 


El número de soluciones no negativas de x, + Xx, +-::*+Xp = k,siVi € ([1,2,...,npo< 


x < m,conm < k,es CR(n, k) — CR(n, k — (m +1)), esto es, C(n + k —1,k) — C(n+ 
k=m-=2,k=—m-—1). 


$ 19.2.8 Número de permutaciones circulares 


Ya hemos estudiado las permutaciones circulares cfr. supra definición 17.37 (p. 777 de esta edi- 
ción). Ahora nos interesa su número. 


Ejemplo 571 


¿De cuántas formas no equivalentes pueden sentarse cuatro personas alrededor de 
una mesa redonda en cuatro asientos? (Consideramos dos formas equivalentes precisa- 


mente si cada persona tiene las mismas personas sentadas a derecha e izquierda). 


Resolución. Hay cuatro asientos, digamos A, B, C y D, luego hay cuatro personas dispo- 
nibles para el asiento A, tres personas para el B, dos para el C y una persona para el asiento D; 
un total, por el principio de la multiplicación, de 4 -3 - 2-1 = 24, es decir, el suceso «sentarse 
cuatro personas en cuatro asientos» ocurre de n = 24 formas —esto es justo el comienzo del 
enunciado del principio de la división—. 


Nombrando ahora las personas R, $, T, U, y fijándonos, por ejemplo, en la forma de sen- 
tarse (R, S, T, U), existen cuatro disposiciones (formas de sentarse) equivalentes (dos formas 
son equivalentes precisamente si cada persona tiene las mismas personas sentadas a derecha 
eizquierda): (R,S, T,U), (U,R,S, T), (T,U,R,S)y(S, T,U,R). 
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Este hecho de haber 4 formas de sentarse equivalentes para una dada, sucede para cual- 
quier forma de sentarse. Es decir, cualquier forma distinta de sentarse sucede de dl = 4 de las 


n = 24 formas. 


Por tanto, por el principio de la división, hay 24/4 = 6 formas distintas en las que cuatro 


personas pueden sentarse alrededor de una mesa redonda en cuatro asientos. 


Observación 19.2.19.— Pues sí, cada una de las formas distintas (no equivalentes) de sentarse 
(R,S,T,U), (R,S,U, TP), (R,T,S,U), (R, T,U,S), (R,U,S, T) y (R, U, T, S) sucede de d = 4 de las 


n = 24 formas: 


Destu=((R,S,T,U),(U,R,S,T),(T,U,R,S),(S,T,U,R)), 
Desr= (RS UTURRSDAOTRASASOTAN 
Dersu=((R,T,S, U), (U,R,T,S),(S, U,R,T),(T,S, U,R)), 
Deus =U(R,TUSASATOOSRADITOS 2 
Dres = [RUS TARRO TARDES TAN 
Drs = (RUT SRL SR TS A 


Éstos son los seis conjuntos disjuntos de formas distintas. En efecto, somos capaces de de- 
mostrar quei HF j=> DN D; = Y (formas distintas —no equivalentes— no suceden de la misma 


forma). 


Observación 19.2.20.— En la formulación del principio en términos de conjuntos, X = DrsTu U 


Drsur U DrrsuU DrruS U DrusT U Drurs, que como dijimos son conjuntos disjuntos dos a dos. 


Observación 19.2.21.— Cada una de estas seis formas distintas, (R,S,T,U), (R,S,U,T), 
(R,T,S,U), (R,T,U,S), (R,U,S, T) y (R,U, T,S), se conoce como una permutación circular 
de las cuatro «entidades» R, S, T y U. En general, el número de permutaciones circulares de n 
entidades es (n — 1)! (en este ejemplo, (4 — 1)! = 6). No hay una notación estándar para el número 


de permutaciones circulares de n entidades, utilizaremos P(n). 
Ejemplo 572 


¿Y si las personas R y S quieren sentarse juntas? 


Resolución. Tenemos que considerar dos posibilidades, a saber, que R y S se sienten así 
(R,S) o así (S, R); como R y $ quieren sentarse juntas, en cualquiera de estos dos casos es 


como si hubiera un total de tres personas (esto es, n =3-2-1= 6, d = 3, y por el principio de 
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la división, hay 6/3 formas distintas), por lo que el resultado final, como hay dos casos, (R, S) 
y(S,R),es2 - (6/3) = 4 formas. 


o 


Observación 19.2.22.— Utilizando permutaciones circulares, tenemos 2 - P(3) =2- (3 — 1)! =4. 


Actividad 19.6 
Cierto es que 2 - 6/3 = 6/3 + 6/3. ¿Podríamos interpretar esta suma como un resultado del 
principio de la adición? 


Ejemplo 573 


¿Y silas personas R y S quieren sentarse separadas? 


Resolución. Por el principio del complementario, siendo B = [x : x es una forma dis- 
tinta de sentarse cuatro personas en cuatro sillas en una mesa redonda) y A = [x : xes una 
forma distinta de sentarse cuatro personas en cuatro sillas en una mesa redonda si dos deter- 
minadas quieren sentarse separadas], entonces, como |B 1 A] es el número de formas en que 


pueden sentarse juntas (cfr. ejemplo anterior), |4] =|B| — |BX 4] =6-— 4 = 2 formas. 


En otras palabras, P(a) —2: P(3) = (4-1)! -2-(3-1)=6-4=2. 


Matemagia: el mejor truco de cartas 

Un ejemplo de matemagia que combina para su solución el principio de los 
cajones, relaciones de orden, aritmética modular y permutaciones; lo podemos 
conocer en DivulgaMat'”: https://www.divulgamat.net/index.php?option=com_con- 
tentSview=articlesrid=14733Sdirectory=67. 


19 Vid. http://www.divulgamat.net/. 
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$ 19.3 Modelización de problemas de recuento simple 


No es lo mismo. Ni siquiera se le parece. O sí. Sea como sea, el diseño de patrones 
(cfr. v. gr. TALLA [215]) comparte similaridades con la modelización. ¿Por qué resolver 
un problema dos veces? Pensar en un modelo, en una reminiscencia a la que ajustar 


el nuevo problema, en eso consiste este camino. 
En combinatoria se distinguen cinco tipos de problemas básicos: de existencia, de enumeración, de 


recuento, de clasificación y de optimización. En esta breve introducción tratamos sólo cuatro modeliza- 


ciones de problemas de recuento simple (cfr. DUBOIS [216)). 


$ 19.3.0 Modelización I: selección o muestreo simple 


Se trata de las formas simples en que se pueden seleccionar —o extraer una muestra de— k 
objetos de un total de n objetos distinguibles 0,, 0,,...,0n-, y el número total de cada una de tales 


formas simples. 


Teorema 19.41 (Modelización |: esquema de interpretaciones) 


Cuadro n.* o 
Los cuatro tipos de selecciones simples 
de k objetos de un total de n objetos distinguibles 


Selección (muestra) Reposición de objetos N.* de selecciones 


Ordenada Sin reemplazamiento  V(n,k) 


(el orden de los objetos importa Con reemplazamiento  VR(n,k) 


para distinguir dos muestras) 
No ordenada Sin reemplazamiento  C(n,k) 


Con reemplazamiento  CR(n,k) 


Como sabemos, el caso particular V(n, n) lo conocemos como P(n) y corresponde al número 
de muestras ordenadas sin reemplazamiento de n objetos de un conjunto de n objetos distinguibles. 


Observación 19.3.0.— ¿Porqué CR(n, k)? Representemos los n objetos distinguibles como n car- 
tas numeradas de 1a n. Nos interesa el número de manos de k cartas que pueden formarse a partir 
del mazo de n cartas, permitiendo la repetición. Para ello, añadimos k — 1 cartas extra («comodi.- 


nes»), numeradas de n +1a n + k — 1 y que portan las instrucciones: 


n +1 repetir la carta de numeración más baja; 


n + 2: repetir la 2.? carta de numeración más baja; 
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n + k — 1: repetir la (k — 1)-ésima carta de numeración más baja. 


Entonces, existe una biyección entre las manos de k cartas sin repetición de este mazo agrandado 


de k + r — 1 cartas y las manos de k cartas con repetición del mazo original de n cartas". 


Ejemplo 574 


En una fila de 7 sillas, ¿de cuántas formas se pueden sentar 3 personas? 


Resolución. Pudiésemos razonar, bien por definición, bien por alguna de las cuatro mo- 


delizaciones. 


Por ejemplo, por definición y por la primera modelización. 


(Por definición). 


Cada sentada es una aplicación inyectiva de [o, 1,2) en el conjunto de las sillas S = 
[So, ..., sé), esto es, una variación de k = 3 elementos del conjunto no vacío S de 7 elemen- 
tos —es aplicación (función total) porque es función ya que cualquier persona, de sentarse, 
lo haría en una sola silla y concretamente es una función total porque las tres personas han de 
sentarse; es inyectiva porque no es posible que más de una persona se sienten simultáneamen- 


te en una misma silla—. El número de dichas variaciones es V(7,3) =7- 6-5 = 210, siendo 


éste el número de sentadas. 


(Por la modelización 1). 


Cada sentada es una selección simple ordenada de k = 3 objetos de un total de n = 7 
objetos distinguibles (las sillas). Es ordenada porque la elección de una silla se hace efectiva 
mediante la asignación de una persona que se sienta en ella, siendo entonces como si la per- 
sona «etiquetase» la silla, por lo que, si por ejemplo, las personas son Po, P, y P,, en realidad 
las sillas elegidas, vemos cómo el orden importa, pues no es lo mismo la sentada (Po, P,, P,,) 
que la sentada (P,, Po, P,). En definitiva, el número total de sentadas es el número total de 


variaciones, V(7,3) =7-6-5= 210. 


1 Esta respuesta es de Solomon Wolf GOLOMB y aparece en «Combinatorial Communication: A New Interpretation 
of a Basic Combinatorial Formula», publicado en JPL [Jet Propulsion Laboratory] Space Programs Summary 37-42, Vol. IV 
(Supporting Research and Advanced Development —Unclassified—), pp. 197-198, California Institute of Technology, Pa- 
sadena, California (31 de diciembre de 1966) (https://ntrs.nasa.gov/citations/19670009018). 
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Ejemplo 575 


¿Cuántas palabras decimales diferentes de longitud diez hay que contienen los pri- 
meros cinco dígitos, O, 1, 2, 3, 4 (llamémoslos dígitos de tipo DD), y los segundos cinco dí- 
gitos 5, 6, 7, 8, 9 (llamémoslos dígitos de tipo ID), y tales que en cualquier subpalabra de 


longitud dos, siempre hay uno de los dígitos de tipo I y uno de los dígitos de tipo II? 


Resolución. Apliquemos el principio de la multiplicación. 
o.”, Formalización del principio de la multiplicación: del suceso y sus fases. 


Para poder aplicar el principio de la multiplicación debemos definir un suceso descom- 


puesto en fases sucesivas e independientes consecutivamente. 
Sea el suceso 


S <= la<construcción» de una palabra decimal de longitud diez tal que en cualquier sub- 
palabra de longitud dos hay uno de los dígitos de tipo I y uno de los de tipo II, 


que ocurre en cuatro fases sucesivas e independientes: 


So = la construcción de una palabra de longitud cinco tal que todos sus dígitos son de 


tipo L, 


S, <= la acción de dejar un hueco entre cada dos de estos dígitos y al principio y al final, 


001020304 


(pues entonces podremos colocar los dígitos de tipo II en estos huecos y así satis- 
facer la restricción impuesta, a saber, que no puede haber dos dígitos consecutivos 


ni de tipo I ni de tipo ID). 
S, = la selección de cinco de los seis «huecos» entre las letras de la palabra anterior, 
S, = la reordenación de todos los dígitos de tipo II. 
Cuatro fases que son sucesivas e independientes consecutivamente. 
1.2, Delas formas de realizar las fases. 


= Fase S,: existen 120 formas distintas de realizarla, ya que existen P(5) = 5! = 120 
palabras de longitud diez tales que todos sus dígitos son de tipo I (cada forma es una 
selección ordenada sin reemplazamiento de 5 objetos [los cinco dígitos de tipo I] de 
un total de 5 objetos distinguibles [los cinco dígitos de tipo 11]). 


= FaseS,: existe sólo una forma de realizarla. 
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= Fase S,:existen seis formas distintas de realizarla, ya que elegimos 5 de los 6 huecos 
para colocar los dígitos de tipo II, lo que es posible hacer de C(6, 5) formas (cada 
forma es una selección no ordenada sin reemplazamiento de 5 objetos [cinco huecos] 


de un total de 6 objetos distinguibles [los seis huecos]). 


= Fase S,: existen 120 formas de realizarla, pues es posible ordenar los dígitos de tipo 
II de P(s) = 5! = 120 formas diferentes (cada forma es una selección ordenada sin 
reemplazamiento de s objetos [los cinco dígitos de tipo II] de un total de 5 objetos 


distinguibles [los cinco dígitos de tipo 11]). 
2..”, Aplicación del principio de la multiplicación. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso S. Como hemos 
dicho ya, S ocurre en cuatro fases sucesivas e independientes, así que es admisible aplicar 
el principio de la multiplicación. Notando por +X' el número de formas en que ocurre un 


suceso X y también el número de formas en que se realiza una fase X, existen 


ES = So ES, -$S, HS, 


formas de que ocurra el suceso $. 


Solución.— Existen 86 400 diferentes palabras decimales con estas características. 


$ 19.3.1 Modelización II. Distribución, almacenamiento o colocación simple 


Se trata de las formas simples en que es posible distribuir, almacenar o colocar k objetos en 
n recipientes (también se conocen como problemas de ocupación —de recipientes por objetos—). 
Representamos cada una de estas formas simples, esto es, cada distribución de k objetos en n reci- 
pientes, por una aplicación f : O —> R, donde O es el conjunto o multiconjunto de objetos y R el 


conjunto o multiconjunto de recipientes. 
Al distribuir objetos en recipientes, debemos de tener en cuenta: 


A.  Eltipo de la aplicación f : O —> R representa la situación de los recipientes con respecto a los 


objetos —cfr. infra teorema 19.42 (p. 1051 de esta edición) —). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


1051 19. Modelización matemática: combinatoria 


Teorema 19.42 (Modelización Il: estado de los recipientes y tipo de aplicación) 


Cuadro n.*1 
Correspondencia entre la situación de los n recipientes 


y el tipo de la aplicación f : O => R 


Situación de los n recipientes Tipodef: O—=>R 


Algunos vacíos o con más de un objeto Cualquiera 


Ninguno contiene más de un objeto Inyectiva 


Cada uno contiene al menos un objeto Sobreyectiva 


Cada uno contiene exactamente un objeto Biyectiva 


B. También hemos de considerar que tanto los objetos como los recipientes sean distinguibles o 


indistinguibles, diferenciándose, pues, cuatro posibilidades. 


C. Además, consideramos la posibilidad de que los objetos estén ordenados (o no) en los recipien- 


tes. 


De este modo, dado que hemos descompuesto la ocurrencia del suceso ser una distribución sim- 
ple de k objetos en n recipientes en tres fases independientes consecutivamente, cuyos números de 


formas de realización son: 


= SA = 4,por ser cuatro los tipos de aplicación f : O —> R (cualquiera, inyectiva, sobreyectiva, 


biyectiva); 


=  Sg= 4,por ser cuatro las posibilidades de distinguibilidad/indistinguibilidad para objetos y 


recipientes; 


= Sc = 2, por ser dos las posibilidades para los objetos dentro de los recipientes, ordenados o 


no, 


entonces, por el principio de la multiplicación, tenemos un total de 4 - 4 - 2 = 32 casos, pero como la 
distinción entre distribuciones ordenadas de objetos indistinguibles carece de sentido (imaginemos 
tratar de ordenar tres bolas rojas indistinguibles dentro de un mismo recipiente, sin más, sin nada 
externo, imposible), hay que excluir ocho casos, por lo que el número de tipos distintos de distribu- 


ciones simples es 24. 


En definitiva, se trata de contar el número total de distribuciones en cada uno de los 24 tipos. 


Distribuciones no ordenadas 


El siguiente teorema muestra los 16 tipos de distribuciones simples no ordenadas y el número 


de distribuciones para cada tipo. 
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Como hemos dicho, por distribución no ordenada nos referimos a que no influye en el recuento el 
orden de los objetos dentro de los recipientes, esto es, que dos distribuciones no son distintas porque 
sean distintos tales órdenes. 


Teorema 19.43 (Modelización Il: esquema de interpretaciones: distrib. no ordenadas) 


Cuadro n.* 2.a 


Los 16 tipos de distribuciones simples no ordenadas de k objetos en n recipientes 


Distribución Objetos Recipientes Aplicación N.? de distribu- 


ciones 


No ordenada Distinguibles Distinguibles Cualquiera VR(n, k) 
Inyectiva V(n, k) 
Sobreyectiva n)S(k, n) 
Biyectiva 
Indistinguibles Cualquiera 
Inyectiva 
Sobreyectiva 


Biyectiva 


Indistinguibles  Distinguibles Cualquiera CR(n, k) 


Inyectiva C(n, k) 
Sobreyectiva CR(n,k—n) 
Biyectiva dl 

Indistinguibles Cualquiera II(k, n) 
Inyectiva í 
Sobreyectiva p(k, n) 
Biyectiva 1 


Nuevas operaciones combinatorias: S, 2, p y II 


Definimos, e interpretamos ahora en la modelización II, las nuevas operaciones combinatorias (me- 
nos simples) que aparecen en el teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición), S, p, L, 2, IL y A, de la siguiente 


forma: 


a Sík,0 al LA yl | (r— 05, (Vk, r € N, r < k) números de Stirling de 2.* especie) 


—satisfacen la. cesen S[k,r) = r- S(k—1,r) + S(k-1r-1)(1 < r < Kk), con 
S(o,o) = 1,S(k,o) = S[o,k) = o(k > 0)y S[(k,1) = S(n,n) = I—; interpretamos 
S(k, n) como el número de distribuciones no ordenadas en las que cada recipiente contiene al 
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b) 


c) 


d) 


menos un objeto (no admitimos recipientes vacíos) de k objetos distinguibles en n recipientes 
indistinguibles; 
n 


E(k, n)= y S(k, í), que interpretamos como el número de distribuciones no ordenadas cua- 
í=1 


lesquiera (admitimos recipientes vacíos) de k objetos distinguibles en n recipientes indistingui- 
bles; 


p(k, r) satisfacen la recurrencia p(k, r) = p(k—1,r—1)+p(k—r,r) (1< r < k),conp(o, o) = 
1y p(k,1) = p(n,n) =1(1 < k, n); interpretamos p(k, n) como el número de distribuciones 
no ordenadas en las que cada recipiente contiene al menos un objeto (no admitimos recipientes 
vacíos) de k objetos indistinguibles en n recipientes indistinguibles; 


n 


II(k, n) = y p(k, i), que interpretamos como el número de distribuciones no ordenadas cua- 
í=1 


lesquiera (admitimos recipientes vacíos) de k objetos indistinguibles en n recipientes indistin- 


guibles; II(n, n) suele designarse por p(n). 


Observación 19.3.1.— En algunos textos, X(k, n) y II(k, n), se notan por S(k) y p(k), respectiva- 


mente. Por otro lado, p(k, r) también se nota px(r). 


Distribuciones ordenadas 


El siguiente teorema muestra los ocho tipos de distribuciones simples ordenadas y el número 


de distribuciones para cada tipo. 


Como hemos dicho, por distribución ordenada nos referimos a que el orden de los objetos dentro 


de los recipientes es un elemento diferenciador entre distribuciones, esto es, que dos distribuciones 


son distintas si tales órdenes son distintos. 
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Teorema 19.44 (Modelización ll: esquema de interpretaciones: distribuciones ordenadas) 


Cuadro n.* 2.b 


Los ocho tipos de distribuciones simples ordenadas de k objetos en n recipientes 


Distribución Objetos Recipientes Aplicación N.* de distribu- 
ciones 


Ordenada Distinguibles Distinguibles Cualquiera P(K)CR(n, k) 


Inyectiva 
Sobreyectiva 
Biyectiva 
Indistinguibles Cualquiera 
Inyectiva 
Sobreyectiva 


Biyectiva 


Nuevas operaciones combinatorias: L y A 


Definimos, e interpretamos ahora en la modelización II, las nuevas operaciones combinatorias (me- 


nos simples) que aparecen en el teorema anterior, L y A, de la siguiente forma: 


a) Hk r)= E j Ñ : (números de Lah sin signo [también llamados números de Stirling de 3.* 
especie]); interpretamos L(k, n) como el número de distribuciones ordenadas en las que cada 
recipiente contiene al menos un objeto (no admitimos recipientes vacíos) de k objetos distin- 
guibles en n recipientes indistinguibles; 

n 
b) A(k,n) = y L(k, i), que interpretamos como el número e distribuciones ordenadas cuales- 


i=l 


quiera (admitimos recipientes vacíos) de k objetos distinguibles en n recipientes indistingui- 


bles. 


Observación 19.3.2.— En algunos textos, A(k, n) se nota por L(k). 


Teorema 19.45 


Se satisface: nf = 
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Interpretación intermodal 


El teorema 19.46 (p. 1055 de esta edición) establece la correspondencia entre el modelo de distri- 


bución y el de selección, sirviendo de diccionario a la hora de traducir situaciones. 


Por ejemplo, una distribución no ordenada de k objetos indistinguibles en n recipientes distin- 
guibles donde ningún recipiente contiene más de un objeto (la aplicación subyacente es inyectiva), 
corresponde a una selección o muestra no ordenada de k objetos, procedente de un muestreo sin 
reemplazamiento de n objetos distinguibles. 


Pero hemos de tener cuidado. Esta inter-traducción no es ni completa ni unívoca: 


= noes completa porque existen problemas de distribución (la subclase correspondiente a reci- 


pientes indistinguibles) intraducibles a problemas de selección, y 


=  noesunívoca porque, aunque todo problema de selección puede traducirse al menos a uno de 
distribución, algunos problemas de selección ordenada se traducen tanto a un problema de dis- 


tribución ordenada como no ordenada de objetos distinguibles en recipientes distinguibles. 


Teorema 19.46 (Modelizaciones | y II: diccionario intermodal) 


Cuadro n.* 3 (primer diccionario intermodal) 


Correspondencia entre el modelo de distribución simple y el de selección simple 


Distribución de k objetos en n reci- Selección de k objetos de un total de n obje- 


pientes tos distinguibles 


k objetos (a colocar) Distinguibles k objetos (muestra) Selección ordenada 
Indistinguibles Selección no ordenada 
n recipientes Distinguibles n objetos Distinguibles 


Indistinguibles - 


Aplicación Cualquiera Selección Con reemplazamiento 


Inyectiva Sin reemplazamiento 
Sobreyectiva Con reemplazamiento 


Biyectiva Sin reemplazamiento 
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$ 19.3.2 Modelización III. Partición simple de un conjunto 


Se trata de las formas simples en que se puede partir un conjunto S de k elementos en n sub- 


conjuntos; cada una de estas formas simples es una colección (So, S,,..., Sn-,) de subconjuntos de 


S que sea una partición de S. 

Aunque hablamos de conjunto y subconjuntos, debemos entender multiconjunto y multisub- 
conjuntos cuando se trate de elementos indistinguibles. 
Partición en subconjuntos no ordenados 


El siguiente teorema muestra los 16 tipos de particiones en subconjuntos no ordenados y el nú- 


mero de particiones para cada tipo. 


Teorema 19.47 (Modelización lIl: esquema de interpretaciones: subconjuntos no ordena- 


dos) 


Cuadro n.* 4.a 


Los 16 tipos de particiones simples de un conjunto de k elementos en n subconjuntos no ordenados 


Subconjuntos Elementos 


Particiones 


Subconjuntos 


N.” de parti- 


ciones 


No ordenados  Distinguibles 


Indistingui- 


bles 


Ordenadas 
(tuplas) 


No ordenadas 


Ordenadas 
(tuplas) 


No ordenadas 


Vacíos y no unitarios 
Vacíos y unitarios 
No vacíos 

Unitarios 

Vacíos y no unitarios 
Vacíos y unitarios 
No vacíos 

Unitarios 

Vacíos y no unitarios 
Vacíos y unitarios 
No vacíos 

Unitarios 

Vacíos y no unitarios 
Vacíos y unitarios 
No vacíos 


Unitarios 


CR(n, k) 
C(n, k) 
CR(n,k=n) 
1 

I1(k, n) 

1 


p(k,n) 
1 
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Observación 19.3.3 (Partición ordenada).— La entendemos como totalmente ordenada, enton- 
ces, como sabemos, es admisible representarla, digamos que tiene n elementos, por una tupla 


enádica (Xo, Xi, ... , Xn-1) (los elementos son conjuntos o multiconjuntos). 


Partición en subconjuntos ordenados 


El siguiente teorema muestra los ocho tipos de particiones en subconjuntos ordenados y el nú- 


mero de particiones para cada tipo. 


Teorema 19.48 (Modelización IIl: esquema de interpretaciones: subconjuntos ordenados) 


Cuadro n.* 4.b 


Los 8 tipos de particiones simples de un conjunto de k elementos en n subconjuntos ordenados 


Subconjuntos Elementos Particiones Subconjuntos N.” de parti- 


ciones 


Ordenados (tu- Distinguibles Ordenadas Vacíos y no unitarios  P(k)CR(n,k) 


plas) (tuplas) Vacíos y unitarios 


No vacíos 
Unitarios 

No ordenadas Vacíos y no unitarios 
Vacíos y unitarios 
No vacíos 
Unitarios 


Observación 19.3.4.—  Subconjunto ordenado. 


Lo entendemos como totalmente ordenado, entonces, como sabemos, es admisible repre- 


sentarlo, digamos que tiene n elementos, por una tupla enádica (Xo, Xi, ... , Xn—1)- 


Interpretación de las operaciones combinatorias menos simples 


El teorema 19.47 (p. 1056 de esta edición) recoge las interpretaciones en esta modelización III de 


las operaciones combinatorias simples y menos simples. A modo de ejemplo, las menos simples. 


S(k, n) 
Lo interpretamos como el número de particiones simples no ordenadas de un conjunto de k 


elementos (distinguibles) en n subconjuntos no ordenados y no vacíos. 
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Ejemplo 576 


¿Cuántas son las particiones simples no ordenadas del conjunto [a, b, c, dj en dos 


subconjuntos no ordenados y no vacíos? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de particiones simples no ordenadas del conjunto (a, b, c, d) 
de k = 4elementos (distinguibles) en n = 2 subconjuntos no ordenados y no va- 
cíos es S(4,2) = 7; en efecto, estas particiones son: [La), [b,c, dy), (bj, La, c, dF), 


Htc), (a,b, dj), (td), La, b,cjp, (La, bj, tc, djp, La, cp, (b, dj yy (ta, dj, Lb, cy). 


>(k, n) 
Lo interpretamos como el número de particiones simples no ordenadas de un conjunto de k 


elementos distinguibles en n subconjuntos no ordenados, vacíos y unitarios. 


Ejemplo 577 


¿Cuántas son las particiones simples no ordenadasprod del conjunto [a, b, c, dy 


en dos subconjuntos no ordenados, vacíos y no unitarios? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de particiones simples no ordenadas del conjunto La, b, c, dj de 
k = 4 elementos (distinguibles) en n = 2 subconjuntos no ordenados, vacíos y no unitarios 
es X(4,2) = )í_,S(4, 1) = S(4,1) + S(4,2) = 1+7 = 8; en efecto, estas particiones 
son: (0, La, b,c, dj), (Lay, [b,c, dy), (by, La, c, dy, [(cj, La, b, dy), (1d), La, b, cy), 
(ta, bj, £c,dj)), (La, cp, (b, dj) y (ta, dy, [b, cy). 


p(k, n) 
Lo interpretamos como el número de particiones simples no ordenadas de un multiconjunto de 


k elementos indistinguibles en n submulticonjuntos no ordenados y no vacíos. 


Ejemplo 578 


¿Cuántas son las particiones simples no ordenadas del multiconjunto ([(1, 1,1,1,1)) 


en dos submulticonjuntos no ordenados y no vacíos? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de particiones simples no ordenadas del multiconjunto 
[(1,1,1,1,1)) de k = 5 elementos indistinguibles en n = 2 submulticonjuntos no orde- 


nados y no vacíos es p(5,2) = 2; en efecto, estas particiones son: [[([(1)), ((f1,1,1,1)))) y 


(44 Y 4,1, 0)))). 
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TI(k, n) 
Lo interpretamos como el número de particiones simples no ordenadas de un multiconjunto de 


k elementos indistinguibles en n submulticonjuntos no ordenados, vacíos y no unitarios. 


Ejemplo 579 


¿Cuántas son las particiones simples no ordenadas del multiconjunto ([(1, 1, 1,1, 1)) 
en dos submulticonjuntos no ordenados, vacíos y no unitarios? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de particiones simples no ordenadas del multiconjunto 
[(1,1,1,1,1)) de k = 5 elementos indistinguibles en n = 2 submulticonjuntos no ordenados, 
vacíos y no unitarios es II(5,2) = 7, p(5, i) = p(5,1) + p(5,2) =1+2 = 3;en efecto, estas 


particiones son: ((4, (1113) (400,011) y 0000) (4,107). 


L(k, n) 
Lo interpretamos como el número de particiones simples no ordenadas de un conjunto de k 
elementos (distinguibles) en n subconjuntos ordenados y no vacíos. 


Ejemplo 580 


¿Cuántas son las particiones simples no ordenadas del conjunto (o, 1, 2) en dos subcon- 


juntos ordenados y no vacíos? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de particiones simples no ordenadas del conjunto [o, 1, 2) de k = 
3 elementos (distinguibles) en n = 2 subconjuntos ordenados y no vacíos es L(3,2) = 6;en 
efecto, estas particiones son: [(0), (1,27), [(0),(2,1)), [(1), (o, 23), L(1), (2,0)), [(2), (o, 1)) 
y ((2) (1,0)). 


A(k, n) 
Lo interpretamos como el número de particiones simples no ordenadas de un conjunto de k 


elementos (distinguibles) en n subconjuntos ordenados, vacíos y no unitarios. 


Ejemplo 581 


¿Cuántas son las particiones simples no ordenadas del conjunto (o, 1, 2) en dos subcon- 


juntos ordenados, vacíos y no unitarios? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de particiones simples no ordenadas del conjunto fo, 1,2) de 
k = 3 elementos (distinguibles) en n = 2 subconjuntos ordenados, vacíos y no unitarios es 
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A(3,2) = »/,L(3,i) = L(3,1) + 3! + 6 = 12; en efecto, estas particiones son: 


(3,2) = 
B, (0,1,2)), 18, (0,2,1)), 14, (1,0,2)), (0, (1,2,0)), 10, (2,0,1)), (8, (2,1,0)), ((0), (1,2)), 
(o), (2,1), (1), (0,2)$, (1), (2,0)), 1(2), (0,1) y (2), (1, 0)). 


Interpretación intermodal 


El teorema 19.49 (p. 1060 de esta edición) establece la correspondencia entre el modelo de parti- 
ción simple de un conjunto y el de distribución simple, sirviendo de diccionario a la hora de traducir 


situaciones. 
En este caso, 
=  lainter-traducción es completa y unívoca, y 


= aunque hablemos de conjunto y subconjuntos, debemos entender multiconjunto y submulticonjun- 
tos cuando se trate de elementos indistinguibles. 


Teorema 19.49 (Modelizaciones ll y IIl: diccionario intermodal) 


Cuadro n.* 5 (segundo diccionario intermodal) 
Correspondencia entre el modelo de distribución simple y el de partición simple 


Distribución de k objetos en n recipien- Partición de un conjunto de k elementos 


tes en n subconjuntos 


Distribución Ordenada Subconjuntos Ordenados 
No ordenada No ordenados 
Objetos Distinguibles Elementos Distinguibles 
Indistinguibles Indistinguibles 
Recipientes Distinguibles Partición Ordenada 
Indistinguibles No ordenada 


Aplicación Cualquiera Subconjuntos Vacíos y no unitarios 


Inyectiva Vacíos y unitarios 
Sobreyectiva No vacíos 


Biyectiva Unitarios 


$ 19.3.3 Modelización IV. Descomposición simple de un entero positivo 


Se trata de las formas simples en que se puede descomponer, esto es, partir, particionar, un en- 
tero positivo k en n sumandos enteros no negativos; tal descomposición es cualquier tupla, ordenada 
o no, de enteros no negativos (k,, k,,...,k,) € N" talquek =k,+k,+-:*:+Kp. 
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Teorema 19.50 (Modelización IV: esquema de interpretaciones) 


Cuadro n.* 6 


Los ocho tipos de descomposiciones simples de un entero positivo k en n sumandos enteros no negativos 


Descomposición Sumandos N.* de descomposiciones 


Ordenada (tuplas) No negativos CR(n, k) 


oy1 C(n, k) 
Positivos CR(n,k—n) 
1 1 

No ordenada No negativos II(k, n) 
oy1 1 
Positivos p(k, n) 
1 1 


Observación 19.3.5.— La descomposición ordenada la entendemos como totalmente ordenada, 
entonces, como sabemos, es admisible representarla, digamos que tiene n elementos, por una 


tupla enádica (ko, k;, .... , Kn-1) (los elementos son los sumandos). 


A modo de ejemplos aclaratorios: 


= descomposición ordenada: A+ 0% 0424; 


= descomposición no ordenada: A + U =0+ A; 


=  sumandos no negativos: p. ej.,2 =2+0+0 =0+2+0 =0+0+2 =1+14+0 = 14+0+1=0+1+1; 
= sumandos0o01:p.ej,2=0+1+1=1+0+1=1+1+0; 
=  sumandos positivos: p.ej. 4=1+1+2=1+2+1=2+1>+1; 


= sumandos1:p.ej.3=1+1+1 


Sobre la interpretación 


El teorema 19.50 (p. 1061 de esta edición) recoge las interpretaciones en esta modelización IV de 


algunas operaciones combinatorias simples y menos simples. A modo de ejemplo, las de p y II. 


p(k, n) 
Lo interpretamos como el número de descomposiciones simples no ordenadas de un entero po- 


sitivo k en n sumandos enteros positivos. 
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Ejemplo 582 


¿Cuántas son las descomposiciones simples no ordenadas del número 5 en dos su- 
mandos enteros positivos? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de descomposiciones simples no ordenadas del entero positivo 
k = 5en n = 2 sumandos enteros positivos es p(5, 2) = 2; en efecto, estas descomposiciones 
son:1+ 4y2 +3. 


TI(k, n) 
Lo interpretamos como el número de descomposiciones simples no ordenadas de un entero po- 


sitivo k en n sumandos enteros no negativos. 


Ejemplo 583 


¿Cuántas son las descomposiciones simples no ordenadas del número 5 en dos su- 
mandos enteros no negativos? ¿Cuáles son? 


Resolución. El número de descomposiciones simples no ordenadas del entero positivo 


k = 5enn = 2sumandos enteros no negativos es II(5,2) =)» 7, p(5, 1) =p(5,1)+p(5,2) = 


1 +2 = 3;en efecto, estas descomposiciones son:0+5,1+4y2 +3. 


Interpretación intermodal 


El teorema 19.51 (p. 1063 de esta edición) establece la correspondencia entre el modelo de des- 


composición simple de un entero positivo y el de distribución simple. 


Por ejemplo, la descomposición de un número entero positivo k en n sumandos positivos, puede 
interpretarse como la distribución no ordenada de k objetos indistinguibles en n recipientes distin- 
guibles donde ningún recipiente queda vacío (la aplicación subyacente es sobreyectiva), y recíproca- 


mente. 


Y si nos ayudamos del segundo diccionario intermodal como la partición ordenada de un con- 


junto de k elementos indistinguibles en n subconjuntos no ordenados y no vacíos. 


La inter-traducción es completa y unívoca entre las distribuciones simples no ordenadas de k ob- 
jetos indistinguibles en n recipientes y las descomposiciones simples de un entero positivo k en n 


sumandos enteros no negativos. 
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Teorema 19.51 (Modelizaciones ll y IV: diccionario intermodal) 


Cuadro n.* 7 (tercer diccionario intermodal) 
Correspondencia entre el modelo de distribución y el de descomposición 


Distribución simple no ordenada de k Descomposición simple de un entero po- 


objetos indistinguibles en n recipientes sitivo k en n sumandos enteros no nega- 


tIVOS 


Recipientes Distinguibles Descomposición Ordenada 
Indistinguibles No ordenada 

Aplicación Cualquiera Sumandos No negativos 
Inyectiva Oyl 
Sobreyectiva Positivos 


Biyectiva 1 


$ 19.3.4 Abundando en la interpretación intermodal 


Utilizando los diccionarios intermodales presentados en el capítulo y a modo de ejemplo de in- 
terpretación intermodal, fijémonos en los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 584 


Interpretemos la descomposición ordenada de un número entero positivo k en n 


sumandos enteros positivos en las modelizaciones en las que tenga sentido hacerlo. 


Resolución. Modelizaciones: 


II. La distribución no ordenada de k objetos indistinguibles en n recipientes distinguibles 


con la condición de que ningún recipiente quede vacío. 


III. La partición ordenada de un conjunto de k elementos indistinguibles en n subconjuntos 


no ordenados y no vacíos. 


Destacamos, en particular, las diferentes interpretaciones, tanto para las operaciones combina- 
torias simples V, VR, P, PR, C y CR (cálculo del número de variaciones, permutaciones y combi- 
naciones, sin y con repetición), como para las operaciones combinatorias menos simples S, p, L, 2, 


II y A, en las diferentes modelizaciones en las que tengan sentido. 


A modo de ejemplos, las de V, C y II. 
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Ejemplo 585 


Interpretemos V(n, k) en las modelizaciones en las que tenga sentido hacerlo. 


Resolución. Modelizaciones: 


I. Número de muestras ordenadas sin reemplazamiento de k objetos de un total de n obje- 
tos distinguibles. 


II. Número de distribuciones de k objetos distinguibles en n repicientes distinguibles con la 
condición de que ningún recipiente contenga más de un objeto. 


III. Número de particiones ordenadas de un conjunto de k elementos distinguibles en n sub- 


conjuntos entre los que los hay vacíos y unitarios. 


Ejemplo 586 


Interpretemos C(n, k) en las modelizaciones en las que tenga sentido hacerlo. 


Resolución. Modelizaciones: 


I. Número de muestras no ordenadas sin reemplazamiento de k objetos de un total de n 
objetos distinguibles. 


II. Número de distribuciones de k objetos indistinguibles en n repicientes distinguibles con 


la condición de que ningún recipiente contenga más de un objeto. 


III. Número de particiones ordenadas de un conjunto de k elementos indistinguibles en n 


subconjuntos entre los que los hay vacíos y unitarios. 


IV. Número de descomposiciones ordenadas de un entero positivo k en n sumandos entre 


los que sólo hay ceros y unos. 


Ejemplo 587 


Interpretemos II(k, n) en las modelizaciones en las que tenga sentido hacerlo. 


Resolución. Modelizaciones: 


II. Número de distribuciones no ordenadas de k objetos indistinguibles en n repicientes in- 
distinguibles pudiendo haber recipientes vacíos o con más de un objeto. 
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III. Número de particiones no ordenadas de un conjunto de k elementos indistinguibles en 


n subconjuntos entre los que los hay vacíos y no unitarios. 


IV. Número de descomposiciones no ordenadas de un entero positivo k en n sumandos no 


negativos. 


Actividad 19.7 
Compendiar las diferentes interpretaciones para el resto de operaciones combinatorias. 


Esta actividad podría, o incluso debería, ser imperativa para quienes estudiamos con inquietud; 
ella contribuirá a que dispongamos de modelos que nos permitan identificar similitudes en futuras 


cuestiones, a la vez que nos sirvan de ayuda en su resolución. 


Fx. = k (Parte II) 


$ 19.3.5 La ecuación diofántica x, + Xx, 


Veamos ahora la interpretación de una solución entera no negativa de la ecuación x, +x,+...+ 
Xn = k en los contextos de cada una de las cuatro modelizaciones. 


En los ejemplos interpretaremos una solución no negativa de la ecuación x, + Xx, + X= 2. 
Recordemos que esta ecuación tiene un total de CR(3,2) = C(3+2-—1,2) = 6 soluciones no 


negativas. 
Modelización 


Contexto de los problemas de selección simple. 


Si la variable x; representa el número de objetos de tipo í, una solución entera no negativa 
(S,, Sz,...,Sn)dex, + xXx, +... + Xp = k corresponde a una selección (muestra) simple no ordenada 
de k objetos, procedente de un muestreo con reemplazamiento de n tipos distinguibles de objetos, 
en la que s, son de tipo x,, s, son de tipo x,, ..., 5, son de tipo x,,. El número total de estas selecciones 
es CR(n, k) (cfr. supra cuadro n.” O — teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición). 


Ejemplo 588 


Cada selección no ordenada con reemplazamiento de dos objetos de un total de tres objetos 


distinguibles corresponde a una solución no negativa dex, + X, + Xx =2: 


02,0» 
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(0,, 02) 


Modelización II 
Contexto de los problemas de distribución simple. 


Cada solución entera no negativa de x, +X,+...+Xp = k corresponde a una distribución simple 
de k objetos indistinguibles (en este caso, los k unos) en n recipientes distinguibles x,, X,, ..., Xn, 
interpretados como recipientes de unos (por ejemplo, interpretamos x; = p como que el recipiente 
contiene p unos), distribución que es no ordenada (el orden de los objetos dentro de los recipientes no 
importa) y que no está sujeta a restricción alguna sobre la situación de los recipientes con respecto 
a los objetos (restricciones como si puede quedar alguno vacío o si no pueden contener más de un 
objeto). El número total de estas distribuciones es CR(n, k) (cfr. supra cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 
(p. 1052 de esta edición) —). 


Ejemplo 589 


Cada distribución no ordenada, no sujeta a condición alguna, de dos objetos indistinguibles 


en tres recipientes distinguibles corresponde a una solución no negativa de x, + X, + X, = 2: 


0,0,2 
0,2,0 
2,00 
¡Re 
101 
Gn 


Modelización III 
Contexto de los problemas de partición simple. 


Cada solución entera no negativa dex, +x,+... + Xp = k corresponde a una partición simple 
ordenada de un multiconjunto de k elementos indistinguibles en n submulticonjuntos no ordenados 
donde los hay vacíos y no unitarios. El número total de estas particiones es CR(n, k) (cfr. supra cuadro 


n.” 4.4 —teorema 19.47 (p. 1056 de esta edición) —). 
Ejemplo 590 


Sea el multiconjunto [(A, AP), entonces cada partición ordenada suya de 2 elementos en 3 
submulticonjuntos no ordenados donde los hay vacíos y no unitarios, corresponde a una solu- 
ción no negativa dex, +X,+ Xx =2: 


0,8, 1, My) 
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0, (A, Ay, Y 
(4, A33,0,2 
(Ay 141,0 
dy HA) HAY) 


Observemos que podríamos haber relajado algo la notación ya que al tener un solo ele- 
mento, el multiconjunto (( Aj) coincide con el conjunto [Ajf, pero hemos preferido [L[Aj) 


por consistencia con ser una partición de submulticonjuntos. 


Observemos también que: [[A, Aj] es un multiconjunto de un elemento con multiplici- 
dad dos; f es el conjunto vacío; ([AJ] es un multiconjunto de un elemento con multiplicidad 
uno; 0, LA H y HA, AF) son los submulticonjuntos de [(A, AF). 


Modelización IV 
Contexto de los problemas de descomposición simple. 


Cada solución entera no negativa de x, + Xx, +... + Xp = k corresponde a una descomposi- 
ción simple ordenada del entero positivo k en n sumandos no negativos. El número total de estas 
distribuciones es CR(n, k) (cfr. supra cuadro n.* 6 —teorema 19.50 (p. 1061 de esta edición) >). 


Ejemplo 591 


Cada descomposición ordenada del entero positivo 2 en tres sumandos no negativos corres- 


ponde a una solución no negativa de x, + Xx, + x= 2: 


2=0+0+2 
=0+2+0 
=2+0+0 
=1+1+0 
= Hr 0-1 
=0+1+1. 


Actividad 19.8 
Interpretemos una solución entera positiva de la ecuación x,+xX,+...+Xp = kenlos contextos 


de cada una de las cuatro modelizaciones simples estudiadas. 
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Ejemplo 592 


¿De cuántas formas podríamos repartir 7 ejemplares del mismo libro en 3 cajas, X, 
Y y Z, de tal manera que al menos haya un ejemplar en cada caja y que en X haya igual 
o más ejemplares que en Y y en esta última igual o más ejemplares que en Z? (Los 7 
ejemplares caben en cualquier caja). 


Resolución. Un enunciado equivalente en términos de la ecuación diofántica estudida es 
el siguiente. 


¿Cuántas soluciones (enteras) positivas tiene la ecuación diofántica x, + Xx, + Xx; = 7 con 


E 


Esta ecuación con esa restricción tiene p(7, 3) = 4soluciones positivas. Concretamente, 


estas cuatro soluciones son: (5,1,1),(4,2,2),(3,3,1)y (3,2,2). 


Observación 19.3.6.— Estudiemos el caso p(7, 3) en alguna modelización compatible. Observe- 
mos que la restricción xz < x, < x hace como si las variables fuesen indistinguibles; por ejemplo, 
en la modelización IV, 5 +1+1es la misma descomposición que 1+5+1y1+1+5.Es decir, dicha 
restricción fuerza que sólo haya una posibilidad y eso equivale a que los recipientes sean indistin- 
guibles. 


Observación 19.3.7.—  Fijémonos en el cuadro n.* 2.a (teorema 19.43 [p. 1052 de esta edición]) y 
en el cuadro n.- 4.a (teorema 19.47 [p. 1056 de esta edición]) e identifiquemos allí la situación del 


ejemplo anterior. 


Podemos encontrar una tabla con los valores de p en Wikipedia: https://enwikipedia.org/wi- 


ki/Triangle_of partition_numbers. 


Podemos visualizar este ejemplo en Wolfram|Alpha introduciendo: particiones de 7 en 3 


partes. 


$ 19.3.6 Ejemplos de las cuatro modelizaciones 


Ejemplo 593 (PRen7) 


En una prueba de rendimiento, ¿de cuántas formas puede un computador central 
Co repartir tres tareas indistinguibles entre siete computadores auxiliares, C,, C,, C3, Ca, 
Cs, Có y Cy, si cualquiera de éstos puede recibir cualquier número de tareas? 


[EFO 1.6.2017:5a], [EFE 7.7.2021:7], [SEP 12.5.2022], [EFO 20.5.2022:7a]. 
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Resolución. En el ejemplo 566 (p. 1037 de esta edición) demostramos que cada reparto 
de 3 tareas indistinguibles entre 7 computadores auxiliares distintos (en adelante, reparto) es- 
tá representado por una aplicación del conjunto de éstos, C- = (C;, Cz, C3, C4, Cs, Có, Cp, en 
fo, 1,2, 3) tal que a cada computador auxiliarle asocia el número de tareas que le corresponden 
sujeta a la condición de que la suma de tales números es 3, por lo que el número de formas en 
las que c, puede repartir tres tareas idénticas entre siete computadores auxiliares sin ninguna 


restricción es el número de combinaciones con repetición CR(7,3) = C(7+3—1,3) = 84. 
Centrémonos ahora en resolver la cuestión según se exige. 
I. Cálculo del recuento de acuerdo con la modelización 1. 


Véamoslo ahora, por ejemplo, por la modelización 1, considerando las entidades como 
los objetos en el lenguaje de esta modelización. Cada reparto está representado por una 
selección simple (muestra) de 3 objetos de C = ([C,, C,, Cz, Cq, Cs, Có, Cy], esto es, de un 
total de 7 objetos distinguibles. La selección es no ordenada pues el orden de los objetos 
en la muestra no importa para distinguir muestras; por ejemplo, los repartos (cy, C3, C7), 
(cz, C7, 03) y (C,, C3, C¿) son idénticos (se trata del mismo submulticonjunto [£c;, cz, c,p) 
del multiconjunto [(c,,.3.,C,, C,,.?.,Cz,..., C7,.?., Cy) )). La selección es con reempla- 
zamiento ya que un computador auxiliar puede ser seleccionado más de una vez (puede 
recibir más de una tarea). Según lo estudiado (cfr. supra cuadro n.* o —teorema 19.41 (p. 
1047 de esta edición) —), el número total de selecciones es CR(7,3) = C(7+ 3 —1,3) = 
(7+3 —1)!/(3! - (7 —1)!) = 84. 


II. Interpretación del resultado de acuerdo con cada una de las demás modelizaciones compatibles con 


la situación expuesta. 


=  Lasmodelizaciones compatibles son las cuatro estudiadas. Veamos las interpretaciones 
según las que restan. 


= Interpretación de acuerdo con la modelización II. 


Cada reparto está representado por una distribución simple de 3 objetos indistingui- 
bles (las tareas) en 7 recipientes distinguibles (los computadores), siendo cualquiera 
la aplicación del multiconjunto de objetos en el conjunto de recipientes. Por ejem- 
plo, si V designa una tarea indistinguible, el reparto (c,, cz, c,) (submulticonjunto 
[[c,, cs, c,))) es la distribución no ordenada [Y H> C¿, Y H> Cz, Y H= Ch, 
al 
objetos a repartir) por 0020001. Como vemos, la distribución es no ordenada ya que 


Calc, C4 | Cs | Có | C7 


Y” |, que podríamos codificar en base 4 (son 3 


gráficamente 


por ser los objetos indistinguibles, el orden de los mismos en cada recipiente no im- 


porta para distinguir distribuciones. 
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= Interpretación de acuerdo con la modelización III. 


Cada reparto está representado por una partición simple de un multiconjunto de 
3 elementos indistinguibles (las tareas) en 7 submulticonjuntos no ordenados que 
pueden ser vacíos y no unitarios (los computadores), siendo la partición ordenada (el 
orden de los submulticonjuntos en la partición importa para distinguir particiones 
pues indica qué computadores reciben las tareas). Por ejemplo, el reparto (c;, C,, C,) 


es la partición ordenada (19,9, [([VVJ1,9,9,9, vy). 
= Interpretación de acuerdo con la modelización IV. 


Cada reparto está representado por una descomposición simple ordenada del entero 
positivo 3 en 7 sumandos enteros no negativos. Por ejemplo, el reparto (c;, C,, C,) 


(submulticonjunto [£c,, c,, c,))) es la siguiente descomposición simple ordenada 


del entero positivo 3 en 7 sumandos no negativos:3 =0+0+2+0+0+0+1. 
La descomposición es ordenada ya que el orden de los sumandos en la suma importa 


para distinguir descomposiciones; por ejemplo, la descomposición 3 =0+0+1+ 


0+0+0+2 corresponde al reparto (c;, c,, c,) (submulticonjunto ([£c;, c,, c,PH). 


Ejemplo 594 


Una ONG ha preparado tres tipos de obsequios para sus n personas físicas donan- 
tes. Si tiene un número suficiente de cada tipo y quiere enviar uno o más obsequios a 
cada una pero no quiere que ninguna reciba dos obsequios del mismo tipo, entonces, 


¿de cuántas formas puede la ONG enviar los obsequios? 


A. Utilicemos razonadamente algún conocimiento de combinatoria para resolver esta cues- 
tión. 


[EFE 7.7.2021:8], [SEP 12.5.2022:8], [EFE 19.1.2023:8]. 


Resolución. Sea O = [o;, 011, 0111) el conjunto formado por los tres tipos de obsequios. 
Su conjunto potencia, de cardinal 22, es 


P(O) = [0, [o1), Lon), Lom), fo1, on), fo;, Om), [ox, Om), for, O1, om). 


De una forma. 


Sea [po, P1, - . - , Pn-1J el conjunto de las n personas físicas donantes. Subyace el principio 
de la multiplicación: el suceso S de enviar los obsequios se lleva a término en n fases que pueden 


considerarse sucesivas e independientes, una fase por persona física donante: Sa, S,,..., Sp. 
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Como la ONG no quiere que ninguna de sus personas físicas donantes reciba dos obse- 
quios del mismo tipo, aunque sí al menos uno, entonces, en cada fase, se trata de una elección 
de subconjuntos no vacíos de obsequios, esto es, de elegir uno entre los 23 —1 = 7subconjuntos 


no vacíos del conjunto O; de aquí que cada fase pueda suceder de 7 formas distintas. 


Por ejemplo, haber elegido el subconjunto [01;, 011) en la fase S, significa que los objetos 


que ha recibido la persona física donante py son de tipo II y III. 


Por tener otro punto de vista, observemos que, por ejemplo, según la modelización I —cfr. 
supra teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) (cuadro n.* 0)—, cada fase corresponde a una se- 
lección simple no ordenada de k = 1 objetos de un total de n = 7 objetos distinguibles, cuyo 
número total es C(7,1) =7. 


Como cada una de las n fases de envíos de obsequios (una por persona) puede realizarse 
de 7 formas distintas, entonces, por el principio de la multiplicación, el número de formas en 


que sucede el suceso de enviar los obsequios es 


De otra. 


Un reparto es una aplicación cualquiera del conjunto (po, P;, ..., Pn-,p delas n personas 


en P(O) A 4. El número de estas aplicaciones es VR(7, n), esto es, 7”. 


Ejemplo 595 


Una ONG recibe en su central una donación de 393 sacos idénticos de arroz. Dicha 
ONG decide repartirlos entre sus siete escuelas y tres hospitales asegurando que cada es- 
cuela reciba al menos 30 sacos y que cada hospital reciba al menos 60 sacos. ¿De cuántas 
formas puede la ONG repartir todos los sacos? 


A Para resolver esta cuestión debemos: I, incluir en nuestro razonamiento alguna —a nuestra 
elección— de las cuatro modelizaciones combinatorias —selección, distribución, partición, 
descomposición aditiva—, y IL, interpretar el resultado de acuerdo con cada una de las de- 
más modelizaciones que consideremos compatibles con la situación expuesta en la cuestión 
en estudio. 


> Importante: En cada una de las modelizaciones debemos identificar claramente cómo está 
representado cada reparto. 


[EFO 4.6.2021:8], [EFE 19.1.2023:9], [EFO 24.5.2023:8]. 


Resolución. Veamos. 
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I. Inclusión en el razonamiento de alguna de las modelizaciones combinatorias estudiadas. 
O. Discusión previa. 


Para satisfacer lo que quiere asegurar, la ONG primero reserva 30 sacos para cada 
escuela y 60 sacos para cada hospital, lo que hace un total de 7-30+3-60 = 210+180 = 
390 sacos reservados. Por tanto, los sacos que ha de repartir entre las 7 + 3 = 10 


entidades son sólo 393 — 390 = 3, sin ninguna restricción. 
Subyace en realidad el principio de la multiplicación. 
a. Formalización del principio de la multiplicación. 


Para poder aplicar el principio de la multiplicación debemos definir la ocurren- 
cia del suceso S de repartir en varias fases sucesivas e independientes (cada fa- 
se de cómo se haya realizado la fase anterior, no necesariamente de qué se haya 


realizado). El suceso de repartir se lleva a término en estas dos fases: 


So < reservar 30 sacos para cada escuela y 60 sacos para cada hospital; 


S, < repartir los 3 sacos sobrantes entre las 10 entidades. 


b.  Delas formas de realizar cada fase. 
La fase S, se hace de una única forma. La fase S,, digamos, de N formas. 

c. Aplicación del principio de la multiplicación. 
Notando por +X, tanto el número de formas en que puede suceder el suceso X 
como el número de formas en que puede realizarse la fase X, 


HS =$So -*S, 
= eN, 


A partir de aquí, todo consiste en hallar N. 


Recordemos que una combinación con repetición de orden k de elementos de un 
conjunto no vacío A es un multiconjunto de elementos de A de cardinalidad k. Re- 
cordemos también que el número de combinaciones con repetición es CR(n, k) = 
C(n+k-—1,k). 


Llamemos esho a la central, e,, e,, e,, e4, es, €s, e,, a las escuelas y h,, h,, hs, 
a los hospitales. En la situación en estudio, cada reparto está representado por 
un multiconjunto de cardinalidad 3 de elementos del conjunto de entidades A = 


[e,, €», €3, €4, €s, 6, €7, M1, hz, h3). Por ejemplo, el reparto de dos sacos a la escue- 
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la es, un saco al hospital h, y ningún saco al resto de entidades, /es, es, h,/, puede 
representarse por la combinación con repetición [ (es, es, h,)), esto es, por dicho 
multiconjunto de cardinalidad 3 del conjunto A de entidades. 


De este modo, el número N de formas en las que la ONG puede repartir los 3 sacos 
(y, por lo razonado anteriormente, el de repartir todos los sacos) es el número de 


combinaciones con repetición 


CR(10, 3) = Clio +3 —1,3) 


121 
3l-9l 

12 : 11 : 10 
= E 
= 2:11:10 
= 220. 


Por no andar repitiéndonos, a partir de ahora, por reparto, entendemos reparto de 3 
sacos iguales entre 10 entidades distintas. 


Observemos finalmente que cada reparto también puede representarse por una so- 
lución entera no negativa de la ecuación x, +X,+...+Xo = 3. 


Tras esta presentación, centrémonos ahora en resolver la cuestión según se exige. 
1. Cálculo del recuento de acuerdo con la modelización 1. 


Considerando las entidades como los objetos en el lenguaje de esta modelización, 
cada reparto está representado por una selección simple (muestra) con reemplaza- 
miento [cualquier entidad puede recibir más de un saco y, por tanto, ser elegida más 
de una vez] de 3 objetos de B, un conjunto de 10 objetos distinguibles. La selección 
es no ordenada pues el orden de los objetos en la muestra no importa para distin- 
guir muestras; por ejemplo, los repartos /es, es, h,/, /es, h,, es/ y /h,, es, es/ son 
idénticos: se trata del mismo submulticonjunto [fe;, es, h,p). Según lo estudiado 
(cfr. supra cuadro n.” o —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —), el número total 
de selecciones es CR(10, 3). 


IL. Interpretación del resultado de acuerdo con cada una de las demás modelizaciones compatibles con 


la situación expuesta. 


o. Las modelizaciones compatibles son las cuatro estudiadas. Veamos las interpretaciones 


según las que restan. 


1. Interpretación de acuerdo con la modelización II. 
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Cada reparto está representado por una distribución simple de 3 objetos indistingui- 
bles (los sacos de arroz) en 10 recipientes distinguibles (las entidades), siendo, al no 
existir restricción alguna, cualquiera la aplicación del multiconjunto de objetos en el 
conjunto de recipientes. Por ejemplo, si Y designa un saco indistinguible de arroz, 
el reparto /es, es, h,/ es la distribución no ordenada [Y — €, Y Ká— €, Y > 


er |h|h [As 


Y | | ¡quepodríamos codificar en 


er|ez || €6 


es 
A 
base 4 (son 3 objetos a repartir) por 0000200010. Como vemos, la distribución es no 


h,), gráficamente 


ordenada ya que por ser los objetos indistinguibles, el orden de los mismos en cada 


recipiente no importa para distinguir distribuciones. 
2. Interpretación de acuerdo con la modelización III. 


Cada reparto está representado por una partición simple de un multiconjunto de 3 
elementos indistinguibles (los sacos de arroz) en 10 submulticonjuntos no ordenados 
que pueden ser vacíos y no unitarios (las entidades), siendo la partición ordenada (el 
orden de los submulticonjuntos en la partición importa para distinguir particiones 
pues indica qué entidades reciben los sacos). Por ejemplo, el reparto /es, es, h,/ es la 
partición ordenada (0, 0,0, 0, [4 vV$),0,0,0, (Lv Y), 0) (por ser ordenada, repre- 
sentamos la partición por una tupla de submulticonjuntos). 


3. Interpretación de acuerdo con la modelización IV. 


Cada reparto está representado por una descomposición simple ordenada del entero 
positivo 3 en 10 sumandos enteros no negativos. Por ejemplo, el reparto /e;, es, h,/ 
es la siguiente descomposición simple ordenada del entero positivo 3 en 10 suman- 


dos no negativos:3 =0+0+0+0+2+0+0+0+1+0. La descomposición es 
ordenada ya que el orden de los sumandos en la suma importa para distinguir des- 


composiciones; por ejemplo, la descomposición 3 = 0+0+0+0+1+0+0+0+2-+0 
corresponde al reparto /es, h,, h,/. (Si en vez de con el signo + utilizamos una re- 


presentación por tuplas, a los repartos /es, es, h,/ y /es, h,, h,/ les corresponden 


las tuplas (0,0,0,0,2,0,0,0,1,0)y(0,0,0,0,1,0,0,0,2,0)). 


Observación 19.3.8.— Recordemos de nuevo que si A es el conjunto subyacente del multiconjun- 
to [fa,,.£.,a1,0,,.£.,0,..., An, -£., An | Una combinación con repetición de orden k de elemen- 
tos de A es una aplicación de A en [o, 1,...,k)] tal que a cada elemento a; de A = [a,, 0,,..., adn) 
le asocia el número de veces (entre o y k) que aparece repetido a; en un submulticonjunto del 
multiconjunto, sujeta dicha aplicación a la condición de que la suma de tales números sea k. Ob- 


servemos que tal aplicación define precisamente al submulticonjunto con esta característica. 


En la situación en estudio en el ejemplo anterior, cada reparto está representado por una 


aplicación del conjunto de entidades A = (e;, ez, e3, €4, €s, €, €7, M1, hz, h3)p en [o,1,2,3) tal que 
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a cada entidad le asocia el número de sacos que le corresponden sujeta a la condición de que 
la suma de tales números es 3. Por ejemplo, el reparto de dos sacos a la escuela e;, un sa- 
co al hospital h, y ningún saco al resto de entidades, /es, es, h,/, puede representarse por la 
combinación con repetición [(es, es, h,)), esto es, por dicho submulticonjunto del multiconjun- 
to [[e;,, e,, €1, €2, €2, €2,...,€7,€7,€7, M1, M1,h1,...,h3,h3,h3)), es decir, por la aplicación (e, =— 


O, €, H> 0, €3 H> O, €4 H> 0, 5 HF> 2, € H> 0, €, > 0,h, > 0, h, => 1, h3 += 0). 


Observación 19.3.9.— Calcular por separado el número de repartos a hospitales y a escuelas para 
después agregar los resultados no es correcto, ya que los repartos comunes, esto es, en los que 


participen escuelas y hospitales (por ejemplo, /e,, es, h,/), no entrarían en tal recuento. 
Ejemplo 596 


Se dispone de dos listas A y B, de n personas cada una. ¿De cuántas formas pueden 
emparejarse todas las personas de la lista A con todas las de B? 


A Para resolver esta cuestión debemos: I, incluir en nuestro razonamiento alguna —a nuestra 
elección— de las cuatro modelizaciones combinatorias —selección, distribución, partición, 
descomposición aditiva—, y IL, interpretar el resultado de acuerdo con cada una de las de- 
más modelizaciones que consideremos compatibles con la situación expuesta en la cuestión 
en estudio. 


> Importante: En cada una de las modelizaciones debemos identificar claramente cómo está 
representado cada emparejamiento. 


[EFO 4.6.2021:7], [EFE 22.6.2022:9], [EFE 28.6.2023:7]. 


Resolución. Representando cada persona de la lista A por su posición en ella, cada empa- 
rejamiento es una aplicación inyectiva del conjunto [o, 1,..., n—1)en B, esto es, una variación 
de n elementos de los n elementos del conjunto B. Por tanto, el número total de emparejamien- 
tos es el número de variaciones V(n,n) =n2=n-(n—1)-(n—2)---+- (n=n+1) =n! (al 
tener A y B el mismo cardinal n, un emparejamiento es en realidad una aplicación biyectiva y 


de ahí que el número sea el de permutaciones de n elementos). 


Esto ha sido por definición de variación. En cada una de ellas, la posición de la persona de 
la lista B indica la persona de la lista A con la que está emparejada; por ejemplo, si n = 2 y las 
listas son A 5 a, y B < bob,, entonces la variación (bo, b,) representa el emparejamiento 
[a. —=> bo a, <= b,), mientras que la variación (b,, b¿) representa el emparejamiento 


[a. — by, 41 => bo). 
Tras esta presentación, centrémonos ahora en resolver la cuestión según se exige. 


I. Cálculo del recuento de acuerdo con la modelización 1. 
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Considerando las personas como los objetos en el lenguaje de esta modelización, cada 
emparejamiento está representado por una selección simple (muestra) ordenada (como 
hemos visto, el orden de los objetos en la muestra importa para distinguir muestras) sin 
reemplazamiento de n objetos de B, un conjunto de n objetos distinguibles (sin reempla- 
zamiento porque (b;, b;) significaría que la persona b; se ha emparejado con dos personas 
diferentes de la lista A). 


De este modo, en el ejemplo anterior, siendo n = 2 y las listas A S aja, y B = bob,, 
entonces la muestra (b,, b,) representa el emparejamiento (ad, == b¿,a, —> bi], 


mientras que la muestra (b,, by) representa el emparejamiento [ay — b,, a, => bo). 


Así, según lo estudiado (cfr. supra cuadro n.* o —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —), 


el número total de selecciones es V(n, n) = n2= n-(n—1)-(n—2)-----(n—=n+1) =n!. 


IL. Interpretación del resultado de acuerdo con cada una de las demás modelizaciones compatibles con 


la situación expuesta. 
o. Interpretación de acuerdo con la modelización II. 


Cada emparejamiento está representado por una distribución simple de n «objetos» 
distinguibles (personas de A) en n «recipientes» distinguibles (personas de B), sien- 
do biyectiva la aplicación del conjunto de objetos en el de recipientes (en efecto, es 
inyectiva porque ninguna persona de B está emparejada con más de una de A y es 
sobreyectiva porque cada persona de B está emparejada con al menos una persona 
de A) y siendo la distribución no ordenada, pues el orden de los objetos en cada re- 
cipiente no importa para distinguir distribuciones ya que únicamente hay un objeto 


en cada recipiente. 


De este modo, en el ejemplo anterior, siendo n = 2ylaslistas A S a70,y B <= bob,, 
entonces la distribución (a, += bo, a, H— b,) representa el emparejamiento 
[d. => bo, a, > b,), mientras que la distribución [a += b,, 4, +— bo) 


representa el emparejamiento (ad. <= b,, a, —> bo). 


Nota.— En vez de haber destacado la biyectividad de la aplicación, podríamos haber 
destacado su inyectividad o su sobreyectividad, pues en ambos casos, ser aplicación y 
tener el mismo cardinal, obliga a la biyectividad. Recordando lo estudiado (cfr. supra 
cuadro n.* 2.2 —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), somos capaces de demos- 
trar que si hubiésemos destacado su inyectividad, el número total de distribuciones 
es V(n, n), esto es, n!, y caso de haber destacado su sobreyectividad, el número total 


de distribuciones es P(n) - S(n,n) =n!-1=n!. 


1. Interpretación de acuerdo con la modelización III. 
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Cada emparejamiento está representado por una partición simple ordenada de un 
conjunto de n elementos distinguibles (personas de B) en n subconjuntos ordena- 
dos ono y unitarios (son unitarios porque se emparejan «simultáneamente» sólo con 
uno de B; además, no pueden ser vacíos porque no queda ninguna persona de B sin 
emparejar y el cardinal de B es el número de subconjuntos), siendo la partición or- 
denada (el orden de los subconjuntos en la partición importa para distinguir parti- 


ciones). 


De este modo, en el ejemplo anterior, siendo n = 2 y las listas A S a70,y B <= bob,, 
entonces la partición ordenada de subconjuntos ([b.), [b,)) o de subconjuntos or- 
denados ((b,), (b,)) representa el emparejamiento (a, —> bo, a, > b,), mien- 
tras que la partición ordenada de subconjuntos (([b,), [b.)) o de subconjuntos or- 


denados ((b,), (b/)) representa el emparejamiento (4. —> b,, 4, —> bo. 
2. Interpretación de acuerdo con la modelización IV. 


Las modelizaciones compatibles son la 1, II y II. La IV no lo es porque al representar un 
entero positivo k como la suma de k unos, estos unos, indistinguibles, son los co- 
rrespondientes a los objetos, que, por tanto, deberían ser indistinguibles, pero en la 


situación en estudio, el lugar de estos objetos lo ocupan personas, que son distingui- 


bles (cfr. supra cuadro n.* 7 —teorema 19.51 (p. 1063 de esta edición) —). 


Ejemplo 597 


Antes de un examen, una profesora repartió una lista con doce posibles cuestio- 
nes. El examen constaba de cuatro cuestiones de esas doce. ¿Cuántos posibles exámenes 
distintos existen?, esto es, ¿cuántas posibilidades existen de elegir las cuatro cuestiones 


entre las doce? 


[EFO 1.6.2017:622], [EFO 20.5.2022]. Cfr. [156]: ejercicio 5.2 (p. 197). 


Resolución. Aunque no se pide, tratemos de reescribir cada elección de cuatro cuestiones 


entre las doce en las cuatro modelizaciones. 
Cada elección de cuatro cuestiones entre las doce posibles es: 


= según la modelización I, una muestra no ordenada —el orden de las cuestiones en el 
examen da igual— de k = 4 objetos —las cuatro cuestiones definitivas del examen— 
procedente de un muestreo sin reemplazamiento —no hay cuestiones repetidas en un 
examen— de n = 12 tipos distinguibles de objetos; por ejemplo, la elección de las pregun- 
tas 3, 5,7 y 11es la muestra no ordenada (3, 5,7, 11);así, existen C(12, 4) = 495 posibilida- 
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des de elegir las cuatro cuestiones entre las doce (cfr. supra cuadro n.” o —teorema 19.41 
(p. 1047 de esta edición) —); 


= según la modelización II, una distribución no ordenada (el orden de los objetos dentro 
de los recipientes es irrelevante, pues como mucho hay un objeto en cada recipiente) 
de k = 4 objetos indistinguibles (marcas de elección) en n = 12 recipientes (las do- 
ce cuestiones) distinguibles no pudiendo ningún recipiente contener más de un obje- 
to (la aplicación subyacente f£ : O —> R de objetos en recipientes es inyectiva —una 
cuestión no puede ser doblemente elegida, pues significaría una misma pregunta repe- 
tida en un mismo examen—); por ejemplo, la elección de las preguntas 3, 5, 7 y 11 es la 


distribución no ordenada [Y > 3,4 H=> 5,vY H> 7, H> 11], gráficamente 
3 5|p6|7|8 11 


Y Y Y VÁ 


así, existen C(12, 4) = 495 posibilidades de elegir las cuatro cuestiones entre las doce (cfr. 


1 2 4 9 10 12 


, que podríamos codificar como 001010100010; 


supra cuadro n.* 2 —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —). 


= según la modelización III, una partición ordenada de un multiconjunto de cuatro ele- 
mentos indistinguibles (marcas de elección) en doce submulticonjuntos no ordenados 
(las doce cuestiones) entre los que puede haberlos vacíos y unitarios (una cuestión 
no puede ser doblemente elegida, pues significaría una misma pregunta repetida en 
un mismo examen); por ejemplo, la elección de las preguntas 3, 5, 7 y 11 es la parti- 
ción ordenada [(8, 4, Kv Y),0, Hv 3,0, (1 3),0,0,0, [Lv $), 07) del multiconjunto 
LV, vv, V h;así, existen C(12, 4) = 495 posibilidades de elegir las cuatro cuestiones 
entre las doce —cfr. supra cuadro n.* 5 —teorema 19.47 (p. 1056 de esta edición) —). 


= según la modelización IV, una descomposición ordenada (el orden es la forma de iden- 
tificar las cuestiones) del número entero positivo 4 en doce sumandos enteros no nega- 
tivos; por ejemplo, la elección de las preguntas 3, 5, 7 y 11es la descomposición ordenada 
12 =0+0+1+0+1+0+1+0+0+0+1+0yasí, existen C(12,4) = 495 posibilidades de 
elegir las cuatro cuestiones entre las doce (cfr. supra cuadro n.” 6 —teorema 19.50 (p. 1061 
de esta edición) —). 


Solución. — Existen 495 posibilidades de elegir las cuatro cuestiones entre las doce. 


Observación 19.3.10.— Sobre la modelización | (aunque no es el caso que nos ha ocupado en el 
ejemplo anterior): imaginemos por un momento (insistimos, no ha sido el caso) que el orden de 
las preguntas importase, esto es, que, por ejemplo, el examen /3, 5,7, 11/ fuese distinto del examen 
/5,3,7,11/, entonces se trataría de una muestra ordenada de k = 4 objetos [las cuatro cuestiones 
definitivas del examen] procedente de un muestreo sin reemplazamiento [no hay cuestiones repe- 
tidas en un examen] de n = 12 tipos distinguibles de objetos; entonces, por ejemplo, la elección de 
las preguntas 3, 5, 7 y 11, en las dos selecciones ordenadas anteriores de ejemplo, podría codificarse, 


como muestra ordenada (3, 5,7, 11), indicando el orden de cada elemento en la selección, esto es, 
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como 001020300040 y como muestra ordenada (5, 3, 7, 11), indicando el orden de cada elemento en la 
selección, esto es, como 002010300040; como vemos, el número total de selecciones sería el número 
de variaciones de cuatro elementos de un conjunto de doce, es decir, V(12, 4) =12-11-10-9 = 11880 
—c<fr. supra cuadro n.? O —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —); recordemos una vez más, esta 


situación no es la analizada en el ejemplo anterior. 
Ejemplo 598 


En el examen del ejemplo anterior, una persona sólo tuvo tiempo de preparar siete 
de las doce cuestiones, ¿cuántas posibilidades le favorecieron? 


[EFO 1.6.2017:641]. Cfr. [156]: ejercicio 5.2 (p. 197). 


Resolución. Como no dice nada sobre la calificación, suponemos que las cuatro pregun- 
tas se califican por igual, entonces, que un posible examen le favorezca significa que mínimo 


ha de haber preparado 2 de las 4 preguntas, habrá tres casos que le favorezcan: 
o.”, que el examen contenga 2 de las preguntas preparadas; 

1.?, que el examen contenga 3 de las preguntas preparadas, y 

2.”, que todas las preguntas del examen sean de las que había preparado. 


Usemos la modelización 1 (cfr. supra cuadro n.” o —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edi- 


ción) —) (las preguntas son los objetos): 


= Casoo.”: pensando en una muestra no ordenada (el orden de los objetos no importa pa- 
ra distinguir dos muestras; en nuestro caso, preocuparnos por las preguntas A y B es lo 
mismo que preocuparnos por las preguntas B y A) de 2 objetos de un total de 7 objetos dis- 
tinguibles (las preguntas preparadas), procendente de un muestreo sin reemplazamiento 
(en un examen no puede haber preguntas repetidas), tendríamos que el número total de 
selecciones es C(7, 2), ¿y ya está?, ¿es C(7, 2) el número total de selecciones correspon- 
dientes a este caso 0.”? Pues no, faltan las otras 2 preguntas; observemos que el objetivo 
final al dividir en los tres casos es aplicar el principio de la adición, y para poder aplicar 
este principio, los conjuntos deben ser disjuntos dos a dos, luego en el caso 0.” decimos 
en realidad: «que el examen contenga exactamente 2 de las preguntas preparadas», esto 
es, «2 de las preguntas de entre las 7 preparadas y 2 de las preguntas de entre las 5 no pre- 
paradas»; esto corresponde al principio de la multiplicación [requiere justificación (4)] y 


entonces, el número total de selecciones correspondientes al caso 0.* es C(7, 2) - C(5, 2); 


=  Caso1.”:.«queel examen contenga exactamente 3 de las preguntas preparadas», esto es, «3 


delas preguntas de entre las 7 preparadas y 1de las preguntas de entre las 5 no preparadas» 
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y, por un razonamiento similar, el número total de selecciones correspondientes al caso 2 
es C(7,3) - C(5,1); 


=  Caso2.”: «que el examen contenga exactamente 4 de las preguntas preparadas», esto es, 
«4 de las preguntas de entre las 7 preparadas y O de las preguntas de entre las 5 no prepa- 
radas» y, por un razonamiento similar, el número total de selecciones correspondientes 
al caso 2. es C(7,4) - C(5, 0). 


Así, aplicando ahora el principio de la adición [requiere justificación (4)] C(7,2) 
C(5,2) + C(7, 3) - C(5,1) + Cl7, 4) - C(5,0) = 420. 


Nota.— Completar las justificaciones requeridas es una actividad necesaria, además de 


conveniente. 


Ejemplo 599 


En el examen del ejemplo anterior, sien opinión de la profesora había dos cuestiones 
que no podían aparecer en el mismo examen, ¿cuál fue en realidad el total de posibilida- 
des? 


[EFO 1.6.2017:6b] Cfr. [156]: ejercicio 5.1 (p. 197). 


Resolución. Sean a y b las cuestiones que no pueden aparecer juntas en el mismo 
examen. Pero, ¿qué significa que las cuestiones a y b no aparezcan juntas en el mismo examen? 
Se trata justo de los tres casos correspondientes a la negación de la conjunción a y b. Puede su- 
ceder: 


o.”, nia ni b aparecen, 
1., (G1aparece y b no aparece, 
2., b aparece y a no aparece. 


Recordemos que cuando resolvimos el ejemplo 597 (p. 1077 de esta edición), lo hicimos se- 
gún las cuatro modelizaciones. Cualquiera de estos tres casos se puede resolver de una manera 


similar. 
Por ejemplo: 


= casoo.”:resolvámoslo por la modelización II; excluyendo a y b, quedan 10 cuestiones; ca- 
da elección de 4 de entre estas 10 es una distribución no ordenada (el orden de los objetos 
dentro de los recipientes es irrelevante) de 4 objetos indistinguibles (marcas de elección) 
en 10 recipientes distinguibles (las 10 cuestiones) no pudiendo ningún recipiente conte- 
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ner más de un objeto (la aplicación subyacente £ : O —> R de objetos en recipientes es 
inyectiva) (una cuestión no puede ser elegida más de una vez, pues significaría una mis- 
ma pregunta repetida en un mismo examen) (cfr. supra cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 


(p. 1052 de esta edición) —); por ejemplo, la elección de las preguntas 2, 3, 5 y 7 es la 


a] Cs C7 


KA Y Y 


C(10, 4) = 210 posibilidades de elegir 4 cuestiones entre las 10; esto significa que es po- 


C1 C4 Có Cg | C9 | Co 


distribución no ordenada gráficamente ; así, existen 


sible formar C(10, 4) = 210 exámenes que no incluyen ni la cuestión a ni la b; 


= casol1.”: resolvámoslo por la modelización III; a es una cuestión fija del examen, así que 
no tiene nada que ver con el recuento, es como si el examen consistiera de sólo tres cues- 
tiones; por otro lado, b no puede participar en el recuento; por tanto, se trata de que tene- 
mos que elegir 3 cuestiones entre las 10 posibles; cada elección de 3 cuestiones entre las 10 
posibles es una partición ordenada de un multiconjunto de 3 elementos indistinguibles 
(marcas de elección) en 10 submulticonjuntos no ordenados (las 10 cuestiones) entre los 
que puede haberlos vacíos y unitarios (una cuestión no puede ser elegida más de una vez, 
pues significaría una misma pregunta repetida en un mismo examen) (cfr. supra cuadro 
n.* 4.2 —teorema 19.47 (p. 1056 de esta edición) —); por ejemplo, la elección de las pregun- 
tas 2, 3 y 5 es la partición ordenada (10, YY Uv YY, 0, 1133, 0,0,0, 0, 0)) del mul- 
ticonjunto [(vV, Y”, Y ph; así, existen C(10,3) = 120 posibilidades de elegir 3 cuestiones 
entre las 10; esto significa que es posible formar C(10, 3) = 120 exámenes que incluyen la 


cuestión a y no incluyen la cuestión b. 


= 2.” resolvámoslo por la modelización IV; cada elección de tres cuestiones entre las diez 
posibles es una descomposición ordenada (el orden es la forma de identificar las cuestio- 
nes) del número entero positivo 3 en 10 sumandos enteros no negativos; por ejemplo, la 
elección de las preguntas 2, 3 y 5 es la descomposición ordenada 3 = 0 +1+140+1+0+ 
Oo+0+0-+0;esto significa que es posible formar C(10, 3) = 120 exámenes que incluyen 


la cuestión b y no incluyen la cuestión a. 


Ahora, tenemos que definir un número finito de sucesos, incompatibles dos a dos, para 
poder aplicar el principio de la adición, con el fin de agregar todo; concrentamente, tres suce- 


SOS: 


= S¿: «ni la cuestión a ni la b aparecen en el examen», que ocurre de C(10, 4) diferentes 


maneras; 


= S,:«la cuestión a aparece en el examen pero la cuestión b no», que ocurre de C(10, 3) 


diferentes maneras; 


= S;,:«la cuestión b aparece en el examen pero la cuestión a no»,que ocurre de C(10, 3) di- 


ferentes maneras. 
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Parece claro que S,, S,, Sz son sucesos incompatibles dos a dos, por tanto, puede aplicarse 


el principio de la adición y entonces: 


|S, U S, U S,| = |S,| + |S,| + |S;| 
= C(10, 4) + Cl1o, 3) + C(1o, 3) 


= 210 + 120 + 120 


= 450. 


Observación 19.3.11.— En la formulación del principio de la adición en términos de conjuntos, 


éstos serían: 


S, =(1x: ni la cuestión a ni la b aparecen en x], 
S, = [x : la cuestión a aparece en x pero la cuestión b no), 


S3=1x: la cuestión b aparece en x pero la cuestión a no). 


$ 19.4 Un ejemplo de modelización no simple 


La permutación con repetición, que si es de orden k,, k,, ..., k,, su número es PRikx,...k,. A 
modo de ejemplos, las interpretaciones de una permutación con repetición como distribución no 


simple y como partición no simple. 


Como distribución no simple 
Es una distribución no ordenada de k, + k, +--- + k, objetos distinguibles en n recipientes 


distinguibles en la que se exige que el recipiente i contenga k; objetos. 


Como partición no simple 
Es una partición ordenada de un conjunto de k, + k, + +++ + k, elementos (distinguibles) en n 


subconjuntos ordenados en la que se exige que el subconjunto i contenga k; elementos. 
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Ejemplo 600 


La cuadrícula de Manhattan consta de doce avenidas recorriendo de norte a sur la 
isla (Broadway es la excepción, pues la recorre en diagonal, y no hablamos de ella) —la 
primera avenida (1* Avenue) está en el extremo este de Manhattan, junto al East River, y la 
última, la doce (12? Avenue) está en el extremo oeste, junto al río Hudson—, cortadas en 
ángulos rectos por más de 210 calles, que recorren la isla de este a oeste. La numeración 
de las calles es de sur a norte, esto es, la primera (1% St) está en el sur de Manhattan —así, 
si al recorrer una avenida los números de las calles que cruzan crecen, es que caminamos 
hacia el norte—. La cuestión es, ¿cuántos caminos de longitud mínima pueden seguirse 
para ir del cruce de la 3.* Avenida con la calle 23 (3"* Avenue 23'* St) hasta el cruce de la 6.* 
Avenida con la calle 17 (6% Avenue 17'* St)? 


[EFO 20.5.2022]. 


Resolución. Notemos por — cada recorrido de una manzana de este a oeste (arista hori- 


zontal) y por | cada recorrido de una manzana de norte a sur (arista vertical). 


Para ir del cruce de la 3.? Avenida con la calle 23 hasta el cruce de la 6.* Avenida con la 
calle 17 por un camino de longitud mínima, hay que recorrer tres manzanas de este a oeste 
(6.* = 5.2 4.* — 3.*) y seis manzanas de norte a sur, de la calle 23 a la 17, un total de nueve 
manzanas o etapas (recorridos de una manzana) que podríamos numerar, de la 1.? a la 9.*. De 
hecho, cualquiera de los caminos de longitud mínima que nos interesan está compuesto de 
nueve recorridos de una manzana, tres de la forma — y seis de la forma |. Un ejemplo, en la 


figura 19.0 (p. 1083 de esta edición). 


calle 23 


calle 17 O 3% Av. 


Figura 19.0.— Ejemplo de camino de longitud mínima desde el cruce de la 3.* avenida con 


la calle 23 hasta el cruce de la 6.* avenida con la calle 17. 
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En fin, que cada camino de longitud mínima corresponde a una aplicación sobreyec- 
tiva de un conjunto de nueve elementos (los nueve recorridos de una manzana), digamos 
A= ([1,2,3,4,5,6,7, 8,9), en el conjunto de símbolos B = [+—, |], de tal forma que tres ele- 
mentos de A tienen la misma imagen — en B y seis elementos de A tienen la misma imagen | 
en B; así, cada camino de longitud mínima es una permutación con repetición de orden (3, 6); 
entonces, el número de posibles camino de longitud mínima es el número de permutaciones 
con repetición; por tanto, hay PR(3, 6) = (3 + 6)!/(3! - 6!) = 84 caminos de longitud mínima 
para ir del cruce de la 3.* Avenida con la calle 23 hasta el cruce de la 6.* Avenida con la calle 17. 


Solución. — Existen 84 caminos de longitud mínima para ir del cruce de la 3.? Avenida con 


la calle 23 hasta el cruce de la 6.? Avenida con la calle 17. 


Observación 19.4.0.— El resultado coincide con el número de combinaciones C(9, 3) y C(9, 6). 
Es un buen ejercicio tratar de ver cada camino de longitud mínima como una combinación; de 
paso, tratar también de verlo como una selección no ordenada sin reemplazamiento de tres (o 
seis) objetos de un total de nueve objetos distinguibles (cfr. supra cuadro n.” O —teorema 19.41 (p. 
1047 de esta edición) —). 


Ejemplo 601 


Sea la malla tridimensional cuadriculada con vértices de coordenadas enteras. Lla- 
mamos arista al segmento que une dos vértices consecutivos. Definimos un camino en- 
tre dos vértices como el conjunto de aristas que un punto imaginario ha de recorrer para 
llegar de un vértice a otro. ¿Cuál es el número total de caminos entre dos vértices cuales- 


quiera? 


Resolución. Siendo los vértices (x,, y, Z,) y (X2, Y2, 22), deben recorrerse x, — x, aristas 


en la dirección del eje OX, y, — y, en la de OY y z, — z, en la de OZ; un total de (x, — x,) + 


(Y, — Yi) + (2, — 2,) aristas; así, el total de caminos viene dado por PRo we y.y2-2> 


$ 19.5 Muestra de ejemplos 
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Ejemplo 602 


Un restaurante tiene una oferta de siete menús, ofreciendo cada día uno de ellos 
como menú del día. 
o. Unmenú semanal variado es una colección de siete menús diarios todos diferentes. 
a. ¿Cuántas distribuciones de menús semanales variados son posibles? 
b. ¿Y sila oferta del restaurante fuese de ocho menús en vez de siete? 
1. Un día festivo determinado, el restaurante ofrece no sólo uno sino los siete menús 
como menús del día. ¿De cuántas formas puede pedir comida un grupo de cuatro 


personas si cada una quiere menú? 


[EFE 29.6.2018:6]. 


Resolución. 

o. a.  Sonsiete objetos distinguibles —los días de la semana— a distribuir en siete reci- 
pientes distinguibles —los menús diarios—; mínimo y máximo un objeto por re- 
cipiente —un día por menú, ya que en un menú semanal variado todos los menús 
diarios son diferentes—, por lo que la aplicación es biyectiva; al ser un único obje- 
to en cada recipiente, el orden de los objetos dentro de cada recipiente no importa 
—distribución no ordenada—. Entonces (cfr. supra cuadro n.* 2.a —teorema 19.43 (p. 


1052 de esta edición) —), 


P(7) =7 


= 5040. 


b. Son siete objetos distinguibles —los días de la semana— a distribuir en ocho reci- 
pientes distinguibles —los menús diarios—; máximo un objeto por recipiente —un 
día por menú, ya que en un menú semanal variado todos los menús diarios son 
diferentes—, por lo que la aplicación es inyectiva —no puede ser sobreyectiva por- 
que hay más recipientes que objetos—; al ser un máximo de un objeto por recipien- 
te, el orden de los objetos dentro de cada recipiente no importa —distribución no 
ordenada—. Entonces (cfr. supra cuadro n.* 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edi- 


ción —), 


V(8,7) = 8 
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= 40320. 


1. Son cuatro objetos indistinguibles —las personas, indistinguibles porque sólo interesa 
cuántas eligen cada menú, no quiénes— a distribuir en siete recipientes distinguibles 
—los menús; no existe restricción para la aplicación del multiconjunto de objetos en el 
conjunto de recipientes; por ser los objetos indistinguibles, su orden dentro de cada re- 
cipiente no importa —distribución no ordenada—. Entonces (cfr. supra cuadro n.* 2.a 
—teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), 


7+4—1 
CRI7.4) = a 
-10-9-8-7-6l 
43-206 
018; 
Recordemos que CR(n, k) = ("+"). 


Ejemplo 603 


¿Cuál es el valor máximo posible del número de filas n de una matriz binaria M de 
orden n x 10, sabiendo que M no tiene dos filas iguales? 


[EPF 14.5.2019:7]. 


Resolución. Destaquemos dos vías. 


El número máximo de filas de M es el número de formas de distribuir 10 objetos distin- 
guibles —los elementos de la matriz como parámetros formales— en 2 recipientes distingui- 
bles —los símbolos o y 1—, sin importar el orden de colocación de los objetos dentro de los 
recipientes. Por otro lado, la aplicación subyacente a una fila cualquiera ¡, de objetos en reci- 
pientes, f; : (Aj, Ajo) —> LO, 1] no está sujeta a ninguna restricción: elementos distintos de 
una misma fila pueden tener el mismo valor por lo que no se exige inyectividad y puede que 
todos los elementos de una misma fila tengan el mismo valor. De acuerdo con los teoremas co- 


nocidos en el ámbito de la modelización como problema de distribución/ocupación, se tiene 


que dicho número máximo es VR, ¿y = 22, 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


1087 19. Modelización matemática: combinatoria 


Contar las filas de la matriz por tipos según el número de unos que contengan, de manera 
que podríamos hacer lo siguiente: primero, contar la fila que no tiene ningún uno, a continua- 
ción, todas las filas con exactamente un 1, a renglón seguido, todas las filas con exactamente 
dos unos y así sucesivamente hasta contar una última fila con todos uno. El número total de fi- 
las cada una de las cuales contiene exactamente k unos es PR; ¡o 4 (contiene k unos repetidos 


y 10 — k ceros repetidos). El número que nos interesa es 


o lo que es lo mismo, 


10 10 
== ) (19.1) 
a k 


—la explicación de (,) como problema de distribución/ocupación es que se trata de distribuir 
k objetos no distinguibles (los k unos) en 10 recipientes distinguibles (las 10 posiciones de cual- 
quier fila de la matriz) sin importar el orden de colocación de los objetos dentro de los recipien- 
tes, ocurriendo que en ingún recipiente hay más de un objeto, esto es, la aplicación subyacente 
es inyectiva (no obstante, observemos que al ser indistinguibles los objetos, aunque distintos, 
el «conjunto» de objetos, dominio de la aplicación, es en realidad un multiconjunto)—. Es un 


resultado conocido que, para cualquier n € N: 


por tanto, (19.1) es igual a 212, 


Ejemplo 604 


Sean X e Y dos conjuntos finitos no vacíos de cardinales respectivos x e y. ¿Cuántas 
correspondencias existen de X a Y? Respondamos a esta cuestión incluyendo en nuestro 


razonamiento el principio de la adición. 


[EFO 24.5.2023:7]. 


Resolución. 


IL. Discusión previa. 


Una correspondencia de X a Y es un subconjunto del producto cartesiano X x Y, por 
lo que el número de correspondencias de X a Y es igual al número de subconjuntos de 
Xx Y. 
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Por otra parte, un subconjunto de X x Y es una combinación de elementos de Xx Y, con- 
cretamente, un subconjunto de k elementos de X x Y es una combinación de k elementos 
deX x Y. 


Tenemos pues que el número de correspondencias es el número de combinaciones de k 
elementos de X x Y, para todos los k tales queo < k < xy, pues el cardinal de X x Y es 


E 
Calculemos este número mediando el principio de la adición. 
II. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles dos 


a dos. Estos sucesos son: 


So <= ser un subconjunto de X x Y de cardinal o; 


S, < ser un subconjunto de X x Y de cardinal 1; 


Sxy = ser un subconjunto de X x Y de cardinal xy; 


que son incompatibles dos a dos puesto que un subconjunto no puede tener cardinales 


distintos. 
III. De llas formas de suceder los sucesos. 


Como el número de subconjuntos de k elementos de Xx Y es el número de combinaciones 


de k elementos de X x Y, el suceso S, sucede de C(xy, k) formas distintas. 
IV. Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión S¿US, U 
. .. U Sxy. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles dos a dos —ya que un sub- 
conjunto no puede tener cardinales distintos—, así que es admisible aplicar el principio 


de la adición. Notando por +X el número de formas en que sucede un suceso X, 


SUS U... U Sy) =S. FS +. ES iy 
-P2)+(5)- 
o 1 


xy 

., ó XL y ; ; , 

Solución. — Existen y e correspondencias de un conjunto finito de cardinal x a un 
. k=0 p 

conjunto finito de cardinal y. 
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Observación 19.5.0.— La suma (9) (9) Pb... bn es igual a 2*Y (propiedad del cardinal 
xy 


del conjunto potencia). 
Ejemplo 605 


¿Cuántas palabras de siete letras pueden formarse con las 27 letras del alfabeto es- 
pañol si cada palabra contiene dos, tres o cinco vocales? 


[EFO 7.7.2017:6a]. Cfr. [217]: ejemplo (p. 43). 


Resolución. 


IL. Discusión previa. 


No la haremos; simplemente diremos que lo resolveremos por el principio de la adición, 


calculando el número pedido en los tres casos considerados. 
II. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles dos 
a dos. Estos sucesos son: 


S, < ser una palabra española de 7 letras que contiene 2 vocales; 
S, < ser una palabra española de 7 letras que contiene 3 vocales; 


S¿ <= ser una palabra española de 7 letras que contiene 5 vocales; 


que son incompatibles dos a dos puesto que una palabra sólo tiene un número determi- 
nado de vocales. 


III. De llas formas de suceder los sucesos. 
A. Pensemos en dos vocales. 


Formalmente, para aplicar el principio de la multiplicación, tenemos que definir un 


suceso descompuesto en fases sucesivas e independientes. 


Lo tenemos. El suceso 
, <= palabra española de siete letras con dos vocales, 


que ocurre en tres fases sucesivas e independientes: 


= faseS,o,<la elección de las posiciones de las dos vocales», que existen (7) formas 
distintas de realizarla; 
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= fase S),: «el “relleno” de las dos posiciones de las vocales, que existen 5? formas 
distintas de realizarlo; 


= fase S,,: «el “relleno” de las posiciones de las consonantes», que existen 227? 


formas distintas de realizarlo. 


Así, aplicando el principio de la multiplicación, existen 
(7) 5227? = 2705 656 800. (19.2) 


formas de que ocurra el suceso S,, esto es, justamente ese es el número de palabras 
españolas de siete letras con dos vocales. 
B. Unrazonamiento similar nos lleva a que el número de formas de que suceda el suceso 


S,, esto es, el número de palabras españolas de siete letras con tres vocales es 


7 ES 
[ ) 5227” =1024870000, (19.3) 


C. y similarmente el número de formas de que suceda el suceso S;, esto es, el número 


de palabras españolas de siete letras con cinco vocales es 


(7) 5927 = 31762, 500, (19.4) 


IV. Aplicación del principio de la adición. 


De (19.2), (19.3) y (19.4), por el principio de la adición (los sucesos S,, S, y Sz, esto es, tener 
exactamente dos vocales, tres o cinco, son sucesos incompatibles dos a dos) se sigue que el 
número de palabras buscado es la suma de los números de formas en que suceden dichos 


sucesos, es decir, 


2705656800 + 1024 870 000 + 31762500 = 3762 289 300. 


Solución. — Existen 3 762.289 300 palabras españolas de siete letras que contienen dos, tres o 


cinco vocales. 
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Ejemplo 606 


Una urna contiene siete bolas numeradas del uno al siete. Las bolas se extraen to- 
das, de una en una y sin reposición. A la par de las extracciones, se escriben las cifras 
resultantes por orden de salida y de izquierda a derecha. Razonemos con argumentos 


combinatorios cuántos números así formados empiezan y terminan por cifra par. 


Resolución. 


I. Discusión previa. 


Hay siete posiciones. En los extremos, las hipótesis obligan cifra par. Hay tres cifras pares 
entre 1 y 7, a saber, 2, 4 y 6. Guiándonos, por ejemplo, por la modelización II, pensemos 
en estos tres números (cajas distinguibles) y en los dos extremos (objetos distinguibles), 
con la condición de ser inyectiva la aplicación subyacente (como mucho un extremo por 
número, ya que no hay bolas con el mismo número). 


Para cada uno de estos casos en los extremos (cada una de las variaciones) tenemos que 
considerar todas las posibilidades en las cinco posiciones intermedias. Estas posibilida- 
des son las permutaciones de cinco elementos (una nueva abstracción como cinco objetos 
distinguibles [las posiciones intermedias] en cinco recipientes distinguibles [los números 
1,3 y 5 y el número par no presente en los extremos], esta vez siendo biyectiva la aplica- 
ción). 

Para formalizar lo anterior, aplicamos el principio de la multiplicación. 

II. Formalización del principio de la multiplicación. 


Sea el suceso 


S <= formar un número de siete cifras con las cifras de 1 a 7 siendo par la cifra inicial y la 
final, 


cuya ocurrencia definimos en dos fases sucesivas e independientes (cada fase de cómo se 
haya realizado la fase anterior, no necesariamente de qué se haya realizado). El suceso S 


se lleva a término en estas dos fases: 
So = situar dos de los números pares 2, 4 y 6 en los extremos; 


S, <= situar en las cinco posiciones intermedias los números 1, 3 y 5 y el número par no 


situado en los extremos. 
III. De las formas de realizar cada fase. 


La fase S, se hace de V(3, 2) formas. La fase S,, de P(5) formas. 
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IV. Aplicación del principio de la multiplicación. 


Notando por +X, tanto el número de formas en que puede suceder el suceso X como el 


número de formas en que puede realizarse la fase X, 


HS = So : *S, 


Solución.— 720 números. 


Ejemplo 607 


En una reunión de diecisiete personas se realiza una votación secreta. Siete de ellas 
han emitido un voto favorable, cinco han votado en contra, tres un voto en blanco y dos 
un voto nulo. Razonemos con argumentos combinatorios de cuántas formas ha podido 


suceder esto. 


Resolución. 


I. Discusión previa. 


Usemos la modelización II, representando las bolas y las cajas a los votos y las personas, 
respectivamente. Pensemos en las 17 personas (cajas distinguibles) y los siete votos síes 
(bolas indistinguibles), con la condición de ser inyectiva la aplicación subyacente (no más 
de un voto por persona) —alternativamente, es posible pensar en el número de subcon- 
juntos de siete elementos de un conjunto de 17 elementos—. De cualquier forma, resultan 
C(17, 7) maneras de distribuir los votos síes en las cajas. 


Para cada uno de los casos (cada una de las combinaciones), quedan diez cajas vacías. 
Ahora, razonando similarmente, hay C(10, 5) formas de distribuir los votos noes en las 
cajas, quedando, para cada uno de los casos, cinco cajas vacías. 


Análogamente, hay C(5, 3) maneras de distribuir los votos en blanco en las cajas, quedan- 
do, para cada uno de los casos, dos cajas vacías. 


Igualmente, hay C(2, 2) formas de colocar los votos nulos en las cajas. 


Para formalizar lo anterior, aplicamos el principio de la multiplicación. 
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II. Formalización del principio de la multiplicación. 
Sea el suceso 


S <= formar un resultado de una votación de 17 personas con siete votos a favor, cinco en 
contra, tres en blanco y dos nulos, 


cuya ocurrencia definimos en cuatro fases sucesivas e independientes (cada fase de cómo 
se haya realizado la fase anterior, no necesariamente de qué se haya realizado). El suceso 
S se lleva a término en estas cuatro fases: 


0) 
o 


= siete de diecisiete personas votan sí; 


WN 


= cinco de diez personas votan no; 


Rd 


5 tres de cinco personas votan en blanco; 


SN 


= el voto de dos de dos personas es nulo. 


III. Delas formas de realizar cada fase. 


La fase S, se hace de C(17, 7) formas; S,, de C(10, 5) formas; S,, de C(5, 3) formas y S, de 
C(2,2) formas. 


IV. Aplicación del principio de la multiplicación. 


Notando por +X, tanto el número de formas en que puede suceder el suceso X como el 
número de formas en que puede realizarse la fase X, 


HS =HS¿ HS, HS, HS, 
=U7,7)+ Clio,5) -C(5,3) + (2,2) 
7 10 5 ee 
a) 
17! 10! 5! 21 
7-10) 5l-5! 31-21 21-0l 
7 A sl-31- 24-210! 


= 49008 960. 


Solución.— De 49 008 960 formas. 
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Ejemplo 608 


Nos preguntamos: 

O. ¿Decuántas formas puede un computador central c, repartir doce tareas indistin- 
guibles entre cinco computadores auxiliares c,,..., Cs? 

1. ¿Y sino le está permitido a c, asignar más de siete tareas a ningún computador 


auxiliar? 


[0: EFO 1.6.2017:5a], [EFE 28.6.2023:7]. 


Resolución. 

o. SeaC = [c,,Cz,...,Csy el conjunto de los cinco computadores auxiliares. Un repar- 
to no es más que un multiconjunto de elementos de C de cardinalidad doce; por ejem- 
plo, el reparto de dos tareas a c,, tres tareas a c, y siete tareas a cs es el multiconjunto 
[4 C,, Cz, C3, C3, C3, Cs, Cs, Cs, Cs, Cs, Cs, Csp p; así, por definición de combinación con repe- 
tición, un reparto es una combinación con repetición de orden doce de elementos de C, 
por lo que el número de repartos es el número de combinaciones con repetición de orden 


doce de elementos de C y este número, por un teorema conocido, es 


CR(s, 12) = Ñ as i 


12 
16! 
12! - 4! 

16 - 15-14 +13 -J2Í 
am. 
4-4:5:3:7:2:13 
4:32 

=4:5:7:13 


= 1820. 


Solución. — Un computador central puede repartir doce tareas indistinguibles entre cinco 


computadores auxiliares de 1820 formas. 


1. Ejemplo de una asignación de tareas permitida es siete tareas a c,, cinco a c, y ninguna a 
cada uno de los demás, y de una no permitida es ocho tareas a c, y una a cada uno de los 


demás. 
Aplicaremos el principio del complementario. 


I. Formalización del principio del complementario. 
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Para poder aplicar el principio del complementario necesitamos un conjunto y un 
subconjunto suyo. Sea el conjunto B de los repartos sin ninguna restricción y su sub- 
conjunto A de los repartos en los que ningún computador auxiliar recibe más de siete 
tareas. Entonces el complementario de A en B, BM A, es el conjunto de repartos en 
los que algún computador auxiliar recibe más de siete tareas. 


II. Delos cardinales | B| y|BA A]. 


Del apartado anterior sabemos que | B| = 1820. Calculemos ahora |B* A]. Aplique- 


mos el principio de la multiplicación. 
A. Formalización del principio de la multiplicación. 


Para poder aplicar el principio de la multiplicación debemos definir la ocurren- 
cia del suceso S de repartir en varias fases sucesivas e independientes (cada fa- 
se de cómo se haya realizado la fase anterior, no necesariamente de qué se haya 


realizado). El suceso de repartir se lleva a término en estas dos fases: 


So <= repartir 8 tareas a un computador auxiliar; 


Sé < repartir las 4 tareas sobrantes entre los 5 computadores auxiliares. 


B.  Delas formas de realizar cada fase. 


La fase So se hace de cinco formas, por haber cinco computadores auxiliares. 


Apliquemos el principio de la adición. 
o. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos in- 


compatibles dos a dos, 
S¡ < repartir 8 tareas al computador auxiliar c;, 


parai E ([1,2,3,4,5), cinco sucesos incompatibles dos a dos puesto que 
se trata de computadores distintos. 


1.  Delas formas de suceder los sucesos. 


De ser indistinguibles las tareas se sigue que sólo exista una forma de re- 
partir 8 tareas a un computador auxiliar, en otras palabras, los sucesos S; 


sólo suceden una vez, esto es, Vi E [1,2,3,4,5),*S¡ = 1. 


2. Aplicación del principio de la adición. 
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Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso 
unión S, U S, U S, U S, U S;. Como hemos dicho ya, son sucesos incom- 
patibles dos a dos, así que es admisible aplicar el principio de la adición. 


Notando por +X el número de formas en que sucede un suceso X, 


(SU S, US, US, U S¿) =4S, 44S, +45, +45, +45, 
=1+1+1+1+1 
= 5, 


La fase S; se realiza de CR(5, 4) formas, siendo el razonamiento análogo al del 
apartado O, esta vez repartiendo cuatro tareas en vez de doce. 
C. Aplicación del principio de la multiplicación. 


Notando por +X, tanto el número de formas en que puede suceder el suceso X 


como el número de formas en que puede realizarse la fase X, 


HS =HSo HS 
=5- CR(s, 4) 


III. Aplicación del principio del complementario. 


¡Al = 18] BN A] 
= 1820 — 350 


= 1470. 


Solución. — Un computador central puede repartir doce tareas indistinguibles entre cinco 


computadores auxiliares, con la condición de que ninguno de estos últimos reciba más de 


siete tareas, de 1470 formas. 


Observación 19.5.1.— Como es lógico, la imposición de una restricción hace que el número de 


formas sea menor: 1470 frente a 1820. 
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Observación 19.5.2.— Podríamos formular lo buscado en el apartado 1 como el número de solu- 
ciones no negativas de la ecuación x, + X, + X3 + Xy + Xs = 12 siendo Vi E ([1,2,3,4,5), x¡ < 7. Sin 


embargo, su resolución es más complicada”. 
Ejemplo 609 


En una prueba de rendimiento, un computador central c, debe distribuir 100 tareas 
idénticas a un centro de datos de 30 computadores de tipo A y 20 computadores de tipo 
B, requiriéndose que cada computador de tipo A tenga al menos una tarea asignada y 
que cada computador de tipo B tenga al menos dos tareas asignadas. ¿De cuántas formas 
puede hacer c, tal distribución? 


[EFO 7.7.2017:6b]. Cfr. [218]: ejemplo (p. 18). 


Resolución. Una forma de calcularlo es que c, primero reparta una tarea a cada compu- 
tador de tipo A y dos tareas a cada computador de tipo B; en total, 30 + 2 - 20 = 70 tareas. 


Ahora, quedan por distribuir las 30 restantes entre los 50 computadores, lo cual puede hacerse 


de 


CR(50, 30) = ES y j 


30 


(a 


= 5 544 632 834 275 283 414 380 


formas. 


Ejemplo 610 


¿De cuántas formas pueden colocarse alineadas las cinco cifras decimales pares y 
las cinco cifras decimales impares de manera que no haya dos cifras decimales impares 
juntas? 


[EFO 3.6.2019:5a]. 


Resolución. Lo resolvemos aplicando el principio dela multiplicación. Sea el suceso S < 
colocar alineadas las cinco cifras decimales pares y las cinco cifras decimales impares de ma- 
nera que no haya dos cifras decimales impares juntas. Es posible descomponer la ocurrencia 


de S en dos fases consecutivamente independientes So y S,: inicialmente, colocamos libre- 


2 Vid. v. gr. http://math.stackexchange.com/questions/992125/rolling-dice-problem/1680420+1680420. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


19.5. Muestra de ejemplos 1098 


mente los pares, lo cual puede hacerse de +S, formas y, a continuación, colocamos los impares 
sujetos a la condición dada, lo cual puede hacerse de +S, formas; entonces, por el principio de 


la multiplicación, la colocación completa (el suceso S) se realiza de +S, - +S, formas. 
Pensemos cada fase en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. 


Colocación de los pares. — El número total de disposiciones en línea de las cifras pares es 5!. 
En efecto, esto es así porque como problema de distribución/ocupación se trata de distribuir 
s objetos distinguibles (las cifras) en 5 recipientes distinguibles (sus posiciones) sin importar 
el orden de colocación de los objetos dentro de los recipientes (ya que sólo hay una cifra por 
posición), ocurriendo que la colocación está sujeta a esto último, esto es, la aplicación subya- 
cente debe ser inyectiva, pero también sobreyectiva —y, por tanto, biyectiva— al ser iguales el 


número de cifras que el de posiciones. En definitiva, +S, = 5. 


Colocación de los impares. — Para cada disposición en línea de las cifras pares, quedan 6 po- 
siciones distintas para las cifras impares (1 posición delante + 4 posiciones enmedio+1 posición 
detrás). Tenemos así que, como problema de distribución/ocupación, se trata de distribuir 5 
objetos distinguibles (las 5 cifras impares) en 6 recipientes distinguibles (las 6 posiciones dis- 
tintas) sin importar el orden de colocación de los objetos dentro de los recipientes (ya que al 
no poder aparecer juntas, sólo hay una cifra impar por posición), ocurriendo que la colocación 
está sujeta a esto último, esto es, la aplicación subyacente debe ser inyectiva (y necesariamente 
no sobreyectiva al haber más posiciones que cifras impares). Según un teorema conocido (cfr. 
supra cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), en este caso, el número total 


de distribuciones es 


V(6,5) = 6? 


= 720. 


Aplicando finalmente el principio de la multiplicación, obtenemos que el número buscado 
es 
5! - 720 = 86400. 


Solución.— De 86 400 formas. 
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Ejemplo 611 


Sea que disponemos de diez ejemplares del Quijote”, todos de la misma tirada. Ima- 
ginemos también un mueble librería de cuatro estantes, digamos a, b, c y d y suponga- 
mos que todos los libros caben en cualquiera de éstos y que, consecuentemente, podrían 
quedar estantes vacíos. ¿De cuántas formas podríamos colocar estos diez ejemplares en 
los estantes de esta librería, suponiendo que: 

o. tal colocación no está sujeta a restricciones? 
1.  entodos los estantes tiene que haber al menos un ejemplar? 


2. enelestante b debe haber al menos tres ejemplares y en el estante d exactamente 
dos? 


[EPF 14.5.2019:5]. 


Resolución. Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. 


o. Como problema de distribución/ocupación, se trata de distribuir 10 objetos no distingui- 
bles (los 10 ejemplares) en 4 recipientes distinguibles (los 4 estantes) sin importar el orden 
de colocación de los objetos (libros) dentro de los recipientes (en los estantes), ocurriendo 
que la colocación no está sujeta a restricciones, esto es, la aplicación subyacente es cual- 
quiera —observemos que si bien los objetos son indistinguibles, son distintos (como las 
bolas del mismo color en una piscina de bolas de colores), por lo que la colección de obje- 
tos puede considerarse un conjunto [que no multiconjunto] y como tal, conjunto original 


y dominio de la aplicación subyacente—. En definitiva, el número de formas es 


Willelo 


13! 

10! - 3! 

13 12-11 -JOÍ 
ml-3.2 


= 286. 


1.  Laúnica diferencia con el apartado anterior, es que, al exigirse que se coloque al menos 
un ejemplar en cada estante, la aplicación subyacente es sobreyectiva. De acuerdo con los 
teoremas conocidos en el ámbito de la modelización como problema de distribución/o- 
cupación, se tiene que dicho número de formas es 


10— 1 
CRaso—a = 4-1 
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9! 
al ól 
_9:8-7:4 
3:28 
= 84. 


Observemos también el razonamiento de haber satisfecho la restricción al comienzo, si- 
tuando un libro en cada estante, por lo que quedarían 10 — 4 libros a repartir entre todos 
los estantes, ahora sin restricciones. Así, hemos reducido* el problema descrito en el apar- 
tado 1 al descrito en el apartado o y la solución es la de éste para el caso de 10 — 4 libros y 
4 estantes. 

Y https://es.wikipedia.org/wiki/ReduccivC3%B3n_(complejidad) 


2.  Lasituación descrita equivale a colocar 5 ejemplares (10 menos los 3 que están en b menos 
los 2 que están en d) en los 3 estantes a, b y c (en dl no puede colocarse ninguno más). Esto 
es, de nuevo todo consiste en satisfacer las restricciones al comienzo. Como problema de 
distribución/ocupación, se trata de distribuir 5 objetos no distinguibles (los 5 ejemplares) 
en 3 recipientes distinguibles (los 3 estantes) sin importar el orden de colocación de los 
objetos (libros) dentro de los recipientes (en los estantes), y como las exigencias fueron 
satisfechas al principio, ocurre que la colocación no está sujeta a restricciones, esto es, la 
aplicación subyacente es cualquiera —de nuevo, observemos que si bien los objetos son 
indistinguibles, son distintos (como las bolas del mismo color en una piscina de bolas 
de colores), por lo que la colección de objetos puede considerarse un conjunto [que no 
multiconjunto] y como tal, conjunto original y dominio de la aplicación subyacente—. En 


definitiva, el número de formas es 


CRe= (1937) 


71 
sal 
7:6- 4 
l., 
== "2, 
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Ejemplo 612 


¿De cuántas formas pueden escogerse 7 cifras decimales distintas, 
I. de las que 4 sean pares y 3 impares? 
II. delas que a lo sumo 4 sean pares? 


III. si debe haber al menos 3 cifras pares y exactamente 2 impares? 


[EFO 3.6.2019:5b]. 


Resolución. Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. 


Vistos como problemas de distribución/ocupación estos problemas de selección —dos en 
el apartado 1, seis en el II y dos en el Ill—, se trata de distribuir objetos indistinguibles —el 
número de cifras deseado: l, 4 y 3; IL, 2, 5, 3, 4, 4 y 3; IIL 5 y 2— en recipientes distinguibles 
(siempre 5, el número total de cifras, pares o impares, sin mezclar) (observemos que escoger k 


cifras de las 5 es como situar una bola, indistinguible, en k de los 5 recipientes). 


Además, no importa el orden de colocación de los objetos dentro de los recipientes (ya que 
cada cifra sólo cuenta una vez) y ocurre que la colocación está sujeta a esto último, esto es, la 
aplicación subyacente debe ser inyectiva (y necesariamente no sobreyectiva al ser siempre el 


número de cifras deseado menor que el total de cifras). 


Siendo k el número de objetos y n el de recipientes, según un teorema conocido (cfr. supra 
cuadro n.* 2.2 —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), el número total de distribuciones es 


el número total de combinaciones de n elementos tomados de k en k. Así pues, tenemos que: 


IL. delas s cifras pares elegibles, es posible escoger las 4 de un total de C(5, 4) formas, y por 
cada una de éstas hay C(s, 3) formas de escoger las cifras impares; por lo tanto, al tratarse 
de dos fases consecutivamente independientes, aplicamos el principio de la multiplica- 


ción y el número buscado es 


pares imp ares 


Ss: 4 5:44 
GM A 
=5-10= 50; 


II. la restricción de que a lo sumo 4 sean pares y el total de 7 cifras se traduce en las posi- 
bilidades: 2 pares y 5 impares, 3 pares y 4 impares o 4 pares y 3 impares, siendo las tres 
situaciones mutuamente excluyentes y dividiéndose cada situación en dos fases conse- 
cutivamente independientes; aplicando el principio de la adición a las tres situaciones y 
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el de la multiplicación a cada una, el número buscado es 


5 5 5 5 5 5 

2 5 3 4 4 3 
UA UA UA Ue > 
pares impares pares impares pares impares 


=10:1+10:5+5-:10 


= 110; 


III. si debemos escoger 7 cifras decimales y debe haber exactamente 2 impares y al menos 3 
pares, entonces sólo cabe la posibilidad de que el número de cifras pares sea 5; éstas son 
dos fases consecutivamente independientes del suceso pedido; aplicando el principio de 
la multiplicación, tenemos que el número buscado es 


(7 A 
: = 1:10 = 10, 
5 2 
A az 


pares impares 


número que corresponde a los 10 subconjuntos de elección siguientes: 


[o,2,4,6,8)U (1,3), 
[o,2,4,6,8) U (1,5), 
[o,2,4,6,8)U (11,7), 
[o,2,4,6,8) U (1,9), 
[o,2,4,6,8)U (3,5), 
[o,2,4,6,8) U 13,7), 
[o,2,4,6,8)U13,9), 
[o,2,4,6,8)U[5,7), 
[o,2,4,6,8) U([5, 9), 
[o,2,4,6,8) U [7, 9). 


Ejemplo 613 


Supongamos una red en forma de polígono de n nodos (vértices). Calculemos n, 


sabiendo que el número de aristas (lados + diagonales) es 253. 


[EFO 7.7.2017:5b]. 


Resolución. Siendo n el número de nodos, el número de aristas es el número de subcon- 
juntos de dos elementos —cada arista al unir dos nodos, puede abstraerse como un subcon- 
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junto de dos elementos— de un conjunto de n elementos (los n nodos), esto es, por definición 
de combinación, dicho número es C(n, 2); entonces 


n n(n—1) 
= 253 > ———_—— = 253 
2 Z 


>n=-22V n= 23, 


de donde, al no poder ser negativo el número de nodos, n = 23. 
Ejemplo 614 


Sean siete rectas coplanarias tales que tres cualesquiera de ellas no pertenecen al 
mismo haz de rectas. Si tres de ellas son paralelas, ¿cuántos puntos de corte determinan 
en total? 


Resolución. Lo resolvemos por el principio de la adición [requiere justificación (4»)]. Ob- 
viemos temporalmente dos de las tres rectas paralelas. Las otras cinco se cortanen C(5, 2) = 10 
puntos —el número de puntos de corte es el número total de subconjuntos de dos elementos 
(cada punto de corte lo es de dos rectas) de un conjunto de cinco elementos (las cinco rectas); 
como cada una de las dos rectas restantes corta a las demás en cuatro puntos, en total existen 
10 + 4 + 4 = 18 puntos de corte. 


Nota.— Completar la justificación requerida es una actividad necesaria, además de con- 


veniente. 


Ejemplo 615 


Se quieren repartir 25 sillas en cuatro habitaciones vacías. ¿De cuántas formas pue- 
de hacerse en los siguientes casos? 
O. No puede dejarse ninguna habitación sin sillas, 

a. pudiendo distinguirse las sillas entre sí, 

b.  nopudiendo distinguirse las sillas entre sí; 
1. pueden dejarse habitaciones sin sillas, 

a. pudiendo distinguirse las sillas entre sí, 


b.  nopudiendo distinguirse las sillas entre sí. 


[EFE 29.6.2018:5]. 


Resolución. Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. 
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o.  Laaplicación del conjunto o multiconjunto de objetos (el conjunto de sillas) en el conjunto 
de recipientes el conjunto de habitaciones) es sobreyectiva, pues en todo recipiente hay 


al menos un objeto (no puede dejarse ninguna habitación sin sillas). 


a. Son 25 objetos distinguibles (las sillas pueden distinguirse entre sí) a distribuir en 
cuatro recipientes distinguibles (las habitaciones); como parece entenderse que los 
repartos se diferencian únicamente por el número de sillas por habitación, entonces 
el orden de los objetos dentro de cada recipiente no importa (distribución no orde- 


nada). Entonces (cfr. supra cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —) 


asts.0)=4 Fo (1) 


= 4! - 46771289738810 


= 1122510953731440. 


b.  Son25 objetos indistinguibles (las sillas no pueden distinguirse entre sí) a distribuir 
en cuatro recipientes distinguibles (las habitaciones); por ser los objetos indistin- 
guibles, su orden dentro de cada recipiente no importa (distribución no ordenada). 


Entonces (cfr. supra cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —) 


CR(4,25 —4) = pan 


41 
24:23:22 - 21) 
3-2-21! 


= 2024. 


Recordemos que CR(n, k) = C(k+n—1,n—1). 


1.  Laaplicación del conjunto o multiconjunto de objetos (el conjunto de sillas) en el conjunto 
de recipientes (el conjunto de habitaciones) no tiene ninguna restricción, pues sólo se dice 
que pueden dejarse recipientes vacíos (pueden dejarse habitaciones sin sillas), esto es, 
puede ser o no ser sobreyectiva y, por otro lado, nada se dice sobre la inyectividad, esto es, 
sobre si, caso de haber, puede o no haber más de un objeto en un recipiente. Se trata pues 


de una aplicación cualquiera. 


a. Son 25 objetos distinguibles (las sillas pueden distinguirse entre sí) a distribuir en 
cuatro recipientes distinguibles (las habitaciones); como parece entenderse que los 
repartos se diferencian únicamente por el número de sillas por habitación, el orden 


de los objetos dentro de cada recipiente no importa (distribución no ordenada). En- 
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tonces (cfr. supra cuadro n.* 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —) 


VR(4,25) = 4% 
= 1125899906842624. 


b.  Son25 objetos indistinguibles (las sillas no pueden distinguirse entre sí) a distribuir 
en cuatro recipientes distinguibles (las habitaciones); por ser los objetos indistin- 
guibles, su orden dentro de cada recipiente no importa (distribución no ordenada). 
Entonces (cfr. supra cuadro n.* 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —) 


CR(4, 25) = Me >) 


28:27:26-25| 
3-2-25) 


= 3276. 


Recordemos que CR(n,k) = C(n + k —1, k). 


En los siguientes cinco ejemplos, debemos hallar justificadamente el número de iteraciones del 
bucle interno mediante al menos un razonamiento combinatorio. 


El lenguaje es PSelInt”. 


B Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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Ejemplo 616 


// subproceso que devuelve el número de iteraciones del bucle interno 
SubProceso res <- f() 
res <- 0 // inicialización del contador de iteraciones 
// dos iteraciones anidadas 
i <= 1 
Mientras 1 < 1234 Hacer 
j<-0 
Mientras j < 123 Hacer 
res <- res + 1 // incremento del contador de iteraciones 
y $e 5 + 2 
FinMientras 
1 é¿= 1] 52 
Al 
FinMientras 
FinSubProceso 
Proceso numdeiterbucleinterno 
Escribir ”El n.” de iteraciones del bucle interno es ”, f() 


FinProceso 


[CEOV 2020-2021, 2021-2022 (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Los bucles no son interdependientes, por lo que es admisible aplicar el prin- 
cipio de multiplicación, interpretando dichos bucles como fases: el programa es el suceso y 
la ejecución de aquél es la ocurrencia de éste, ocurrencia que tiene lugar en dos fases cuyas 


realizaciones se plasman en las ejecuciones del bucle externo e interno, respectivamente. 


El bucle externo (i) recorre 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024. Como debe ser menor 
que 1234, se detiene cuando llega a 2048. Eso es un total de 11 iteraciones (puede obtenerse 


calculando log, 2048). 


Para cada una de las iteraciones anteriores, el bucle interno (j) recorre O, 1,2, 3, ..., 123, 


esto es, un total de 124 iteraciones. 


Por el principio de la multiplicación, el número de iteraciones del bucle interno es 11-124 = 


1364. 
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Ejemplo 617 


// subproceso que recibe el argumento n por valor 
// y devuelve el número de iteraciones del bucle interno 
SubProceso res <- fín Por Valor) 
res <- 0 // inicialización del contador de iteraciones 
// dos iteraciones anidadas 
Para i Desde O Hasta n - 1 Con Paso 1 Hacer 
Para j Desde 1 + 1 Hasta n - 1 Con Paso 1 Hacer 
res <- res + 1 // incremento del contador de iteraciones 
FinPara 
FinPara 
FinSubProceso 
Proceso numdeiterbucleinterno 
Escribir ”Introduzca un n.* entero positivo” 
Leer n 
Escribir ”El n.? de iteraciones del bucle interno es ”, f(n) 


FinProceso 


[CEOV 2020-2021, 2021-2022 (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Pensemos en lo que sucede en cada iteración del bucle externo. Inicialmente, 
cuando el valor de ¡es o, el bucle interno (j) comienza en 1 y se procesa hasta n — 1, esto es, se 
desarrolla en n — 1iteraciones. La siguiente vez, i se ha incrementado a 1, por lo que el bucle 
interno (/) comienza en 2 y se procesa hasta n — 1, es decir, se desarrolla en n — 2 iteraciones. Y 
así sucesivamente: para la tercera iteración del bucle externo se obtienen n — 3 iteraciones del 
interno, para la cuarta, n — 4, etc. Para la última iteración del bucle externo, cuando el valor de 


¡es n — 1, el bucle interno (j) comienza en n y no se procesa, es decir, O iteraciones. 


El número total de iteraciones del bucle interno es pues, la suma de todos estos números 


anteriores de iteraciones, es decir, (nN —1) + (N—2)+(n-—3)+...+1+0. 


Actividad 19.9 
Aparentemente lo hemos resuelto por el principio de la adición, mas esto requiere de una jus- 
tificación (4»)]; elaborar dicha justificación es una actividad necesaria, además de conveniente. 
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Observación 19.5.3.— Lasuma (n—1)+(n-—2)+(n-—3)+...+1+0esel (n — 1)-ésimo número 
1 cs 5d n-(n—1) 
triangular'*, de expresión explícita T,_, = a 


Ejemplo 618 


// subproceso que recibe el argumento n por valor 
// y devuelve el número de iteraciones del bucle interno 
SubProceso res <- f(n Por Valor) 
res <- 0 // inicialización del contador de iteraciones 
// tres iteraciones anidadas 
Para ¡0 Desde 1 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
Para 11 Desde 1 Hasta ¡0 Con Paso 1 Hacer 
Para 12 Desde 1 Hasta 11 Con Paso 1 Hacer 
res <- res + 1 // incremento del contador de iteraciones 
FinPara 
FinPara 
FinPara 
FinSubProceso 
Proceso numdeiterbucleinterno 
Escribir ”Introduzca un n.* entero positivo” 
Leer n 
Escribir ”El n.? de iteraciones del bucle interno es ”, f(n) 


FinProceso 


[CEOV 2020-2021, 2021-2022 (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Cada terna de valores de los índices ¡,, í,, i, es una selección no ordenada 
(debido a que i,, í,, ¿, son tales quel < í, < í, < í¿ < n) con reemplazamiento (pues pueden 
tomar valores iguales) de 3 elementos del conjunto (1, 2,..., n). El valor inicial de res es o y 
cada vez que los bucles se procesan con una terna de valores válidos de i,, i,, i,, la variable res 
incrementa su valor en 1, correspondiendo cada procesamiento a una iteración del bucle in- 
terno. Por tanto, el número de iteraciones del bucle interno es el número de procesamientos 
de los bucles con una terna de valores válidos de io, í,, i, y como cada terna de estos valores 
es una selección de las comentadas, el número de iteraciones buscado es CR(n, 3) (cfr. supra 
cuadro n.” o —teorema 19.41 (p. 1047 de esta edición) —), esto es, C(n + 3 — 1,3), siendo 3 el 


número de bucles anidados. 


14 Vid. The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, sucesión A000217, https://oeis.org/Ao00217. 
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Ejemplo 619 


// subproceso que recibe el argumento n por valor 
// y devuelve el número de iteraciones del bucle interno 
SubProceso res <- fín Por Valor) 
res <- 0 // inicialización del contador de iteraciones 
// tres iteraciones anidadas 
Para ¡0 Desde 1 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
Para 11 Desde 10 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
Para 12 Desde 11 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
res <- res + 1 // incremento del contador de iteraciones 
FinPara 
FinPara 
FinPara 
FinSubProceso 
Proceso numdeiterbucleinterno 
Escribir ”Introduzca un n.* entero positivo” 
Leer n 
Escribir ”El n.? de iteraciones del bucle interno es ”, f(n) 


FinProceso 


[CEOV 2020-2021, 2021-2022 (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Análogo al anterior, sólo que considerando en este caso que ocurre que 1 < 
lo < i, < í, < n, el resultado es CR(n,3) = C(n + 3 — 1,3), donde 3 es el número de bucles 


anidados. 


Ejemplo 620 


¿Qué ocurre con las dos últimas cuestiones en la situación general, esto es, si hu- 


biese k bucles anidados? 
[CEOV 2020-2021, 2021-2022 (p.h.e.c.)]. 
Resolución. Pues que por lo comentado en las anteriores resoluciones, donde 3 era el 


número de bucles anidados, ahora, con k bucles anidados, el número de iteraciones del bucle 
interno es CR(n, k) = C(n+k-—1, k). 


Observación 19.5.4.— Por si quisiésemos visualizar lo que ocurre en el caso n = 3 con PSelnt. 
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SubProceso productorio <- factorial(n) 
productorio <- 1 
Para i Desde 2 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
productorio <- productorio *x 1 
FinPara 
FinSubProceso 
SubProceso res <- coefbinomial(n,k) 
res <- factorial(n)/(factorial(k)*factorial(n-k)) 
FinSubProceso 
// subproceso que recibe el argumento n por valor 
// y devuelve el número de iteraciones del bucle interno 
SubProceso res <- f(n Por Valor) 
res <- 0 // inicialización del contador de iteraciones 
// tres iteraciones anidadas 
Para 10 Desde 1 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
Para 11 Desde 10 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
Para 12 Desde 11 Hasta n Con Paso 1 Hacer 
res <- res + 1 // incremento del contador de iteraciones 
FinPara 
FinPara 
FinPara 
FinSubProceso 
Proceso numdeiterbucleinterno 
Escribir ”Introduzca un n.” entero positivo” 
Leer n 
Escribir ”N.*% iter. bucle int. = ”, f(n), ”; CR(n,3) = ”, coefbinomial(n+3-1,3) 


FinProceso 
Ejemplo 621 


Como premio al esfuerzo por resolver el «problema de la semana», se decidió rega- 
lar exactamente siete libros a las personas más comprometidas, que resultaron ser tres. 
¿De cuántas formas pudieron adjudicarse los libros si se resolvió que cada persona debía 
recibir al menos dos libros? 


[EFO 17.1.2022:7]. Cfr. [150], problema resuelto 5.26 (p. 204). 


Resolución. Una de las personas, digamos Po, recibirá tres libros y las otras dos, digamos 
P, y P,, dos cada una. El suceso S 5 «dado comenzar por una persona determinada [Po], 


repartir los libros» se divide en tres fases: 
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So, adjudicación de tres libros a P,, libros que pueden elegirse de C(7,3) = 35 formas 
(razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II: objetos indistingui- 
bles, tres marcas; recipientes distinguibles, los siete libros; aplicación inyectiva —no 
puede marcarse dos veces el mismo libro—), por lo que 35 es el número de formas 
posibles en que es posible realizar esta fase; 


S,, adjudicación de dos libros a P,, fase que por un razonamiento análogo al anterior, es 
posible realizar de C(7 — 3,2) = 6 formas posibles; 


S,, adjudicación de dos libros a P,, fase que por un razonamiento análogo al anterior, es 


posible realizar de C(7 — 3 — 2,2) = 1 formas posibles; 


por lo que por el principio dela multiplicación, fijada la persona inicial, existen +S,-*+S,-4S, = 
35 - 6 -1= 210 formas de adjudicarlos. 


Como, en realidad, la persona inicial puede ser cualquiera de las tres, entonces, por el 
principio de adición, el número de formas es 210 + 210 + 210 = 630. 


Solución.— De 630 formas. 


Actividad 19.10 

En el anterior ejemplo, justo al final, hemos aplicado el principio de la adición, mas esto re- 
quiere de una justificación de cómo lo hemos hecho (4»)]; elaborar dicha justificación es una 
actividad necesaria, además de conveniente. 


Observación 19.5.5.— Si hubiésemos interpretado del enunciado que sólo importase el número 
de libros que recibe cada persona, entonces si x¡ designa el número de libros que recibe la persona 
í, el número de adjudicaciones posibles es igual al número de soluciones enteras de la ecuación 
x1+X2, +X3 =7tales que (Vi € ([1,2,3))(2 < x¡), que según el teorema 19.39 (p. 1043 de esta edición) 
es CR(3,7-2-3) = CR(3,1) = CG+1-11) = C(3,1) = 3 (concretamente las adjudicaciones (3, 2, 2), 
(2,3,2) y (2,2, 3)). 


Ejemplo 622 


Una ONG repartió 32 contenedores similares con paquetes de alimentos entre cinco 
poblados de forma que los dos más grandes recibieron, entre los dos, 23 contenedores. 
¿De cuántas formas pudo hacerlo? 


[EFO 17.1.2022:8]. Cfr. [150], problema resuelto 5.33 (p. 207). 
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Resolución. Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II: los objetos 
son los contenedores, indistinguibles; los recipientes, los poblados, distinguibles; la aplica- 
ción puede ser de cualquier tipo, ya que no está sujeta a más restricción que a ser aplicación 
(función total), esto es, a que todos y cada uno de los objetos debe ser colocado en un solo re- 
cipiente (todos los contenedores deben ser repartidos, debiendo ir cada uno de ellos a no más 
de un poblado) (el orden de los objetos en los recipientes no influye en el recuento, ya que los 


aquéllos, los contenedores, son indistinguibles). 


Notemos lo extraño de este reparto, pues existe la posibilidad de que hasta dos poblados 


de los cinco no reciban ningún contenedor. 


En cualquier caso, subyace el principio de la multiplicación: sea el suceso S < repartir 32 
contenedores similares con paquetes de alimentos entre cinco poblados de forma que los dos 
más grandes reciban, entre los dos, 23 contenedores; la ocurrencia de S sucede en dos fases 
consecutivamente independientes: S,, se lleva a cabo el reparto entre los dos poblados más 
grandes, cuestión que puede realizarse de CR(2, 23) = C(2 +23 — 1,23) = 24 formas; S,, se 
reparte lo que queda entre el resto, cosa que puede hacerse de CR(3,32 — 23) = C(3 +9 — 
1,9) = 55 formas; entonces, por el principio de la multiplicación, el suceso S puede ocurrir de 
4S = HS. : *S, = 24 - 55 = 1320 formas. 


Solución.— El reparto pudo haberse efectuado de 1320 formas. 


Ejemplo 623 


En el primer millar de números enteros no negativos, esto es, desde o hasta 999, 
ambos incluidos; ¿qué hay más, números que tienen alguna cifra 10 números que no la 


tienen? 


[EFE 25.6.2019:7]. 


Resolución. Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. 


Contemos el total de números enteros no negativos que no contienen la cifra 1. Conve- 
nimos en que si el número tiene menos de tres cifras, le añadimos por la izquierda los ceros 
necesarios para que las tenga —por ejemplo, 3 será 003 y 23 será 023—. Como problema de 


distribución, se trata de distribuir: 
I. 3 objetos distinguibles (las distintas posiciones), en 


II. 9recipientes distinguibles (las distintas cifras (0, 2,3,...,9)), 
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III. no estando la correspondencia entre objetos y recipientes sujeta a más restricción que 
a ser aplicación (función total), esto es, a que todos y cada uno de los objetos debe ser 
colocado en un solo recipiente (en cada posición tiene que haber un dígito, y sólo uno) 
—pensemos que exigir inyectividad equivaldría a contar sólo números sin cifras repetidas 
y exigir sobreyectividad equivaldría a contar sólo aquellos números que contuvieran todas 


las cifras (lo cual es imposible al tratarse de números de tres cifras); 


IV. además, el orden de colocación de los objetos en los recipientes no importa —por ejem- 
plo, 077, el 7 (recipiente) contiene las posiciones 2 y 3 (objetos), cuyo orden «dentro» de 
7 da igual (notemos cómo las órdenes de formación «“7” en la posición “2” y “7” en la po- 
sición “3”» y «“7” en la posición “3” y “7” en la posición “2”» son equivalentes debido a la 
conmutatividad del conjuntor y por tanto, ambas generan el mismo número, a saber, el 
077). 


En estas condiciones, por un teorema conocido sobre distribuciones no ordenadas (cfr. supra 


cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), el número total buscado es: 


VR(9, 3) = % =729. 


Solución.— En el primer millar de números enteros no negativos son más los que no con- 


tienen la cifra 1 (729 frente a 271[= 1000 — 729). 


Ejemplo 624 


Se quiere poner un examen de puntuación máxima doce puntos con cuatro cues- 
tiones de tal manera que cada una puntúe como mínimo dos puntos. Encontremos el 


número total de formas de crear tal hoja de examen. 


[EFO 3.6.2019:7]. 


Resolución. La situación es equivalente a tener que encontrar el número de solucio- 
nes enteras no negativas de Xx, + X, + Xy + Xy = 12 tales que con las restricciones (Vi € 
(1,2,3,4))(2 < 4): 


Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. Se trata de distribuir 12 ob- 
jetos indistinguibles (12 es suma de doce 1 indistinguibles) en 4 recipientes distinguibles (las 4 
incógnitas —cada una representando una de las 4 cuestiones—); el orden de colocación de los 
objetos en los recipientes no importa (la colocación de k objetos en el recipiente x; modeliza el 
valor de la variable, x, = k —esto es la suma de k unos, dando igual el orden de los unos—, 


valor que representa la puntuación asignada a la pregunta i). 
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Si se satisfacen primero las restricciones, se deben distribuir dos objetos en cada reci- 
piente, esto es, un total de 2 - 4 objetos indistinguibles en 4 recipientes distinguibles, para lo 
cual sólo hay una manera de hacerlo. Piénsese, por ejemplo, en elegir 2 unos de los 12 (sólo una 
forma por ser los unos indistinguibles) y colocar cada una de esas parejas de unos en cada caja 
consecutivamente, entonces, por el principio de la multiplicación, 1-1-1-1 = 1;tras ello, quedan 
k = 4(= 12 — 2: 4) objetos indistinguibles por distribuir en n = 4 recipientes distinguibles; 
de este modo, la aplicación subyacente no está sujeta a ninguna restricción (si se exigiera in- 
yectividad, las variables no podrían valer más de tres —parten de un valor igual a 2— y si se 


exigiese sobreyectividad no podrían valer 2 —cuando sí es un valor posible—). 


En definitiva, por un teorema conocido (cfr. supra cuadro n.” 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 


de esta edición) —), el número total buscado es CR(n, k), esto es, 


CR(4,12— 2-4) = CR(4, 4) 


= C(4+ 4-1,4) 
= C(7, 4) 
71 
31-41 
= 35. 
Observación 19.5.6.— ía de resolución (participando igualmente la modelización lI) ha- 


bría sido repartir 1 punto a cada cuestión al principio (lo cual sólo puede hacerse de una forma 
—razonado anteriormente—) y pensar en el nuevo problema que queda: repartir k = 8 objetos in- 
distinguibles (los 8 unos restantes) en n = 4recipientes distinguibles (las 4 cuestiones), sujeto ahora 
a la condición de que cada una puntúe como mínimo un punto (esto es, la aplicación subyacente 
es sobreyectiva); como no importa el orden de colocación de los objetos en los recipientes (razo- 
nado anteriormente), se tiene, por un teorema conocido (cfr. supra cuadro n.? 2.a —teorema 19.43 
(p. 1052 de esta edición) —) que la solución es CR(n, k — n), esto es, CR(4,8 — 4) = CR(4, 4) = 35. 
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Ejemplo 625 


Se están estudiando las posibles distribuciones de p personas en las q filas de sillas 
de un aula de examen (q < p). Supongamos que la capacidad de cada fila es ilimitada. 
O. ¿Cuántas disposiciones posibles de personas hay si 

a.  nohayfilas vacías? 

b. enla segunda fila hay exactamente s personas (s < p)? 

c. enlas primeras r filas hay a,, a,,..., a, personas, respectivamente (a, + a, + 

+0, < p)? 
d. enla fila iésima se encuentran no menos de a; personas (Vi € [1,2,...,q)) 
(a SD) 
1.  Calculemos los resultados anteriores para los valores p =7,Q =3,S=2,r = 2, 


Cl, = Mo Cl = 2 y 0; = 3. 


[EFE 25.6.2019:5]. 


Resolución. Razonemos en el ámbito, por ejemplo, de la modelización II. 


O.  Notemos que en todos los apartados usamos la igualdad: 
CR(n,k) = C(n+k-—1,k), 


siendo CR(n, k) y C(n, k) las combinaciones con y sin repetición, respectivamente, de k 
elementos de n dados. Por otro lado, en la modelización como problemas de distribución 
notamos por k el número de objetos y por n el de recipientes. Por llevarlo a un terreno 
trabajado, observemos que todas las situaciones son equivalentes a tener que encontrar 
el número de soluciones enteras no negativas de x, + X, + :** + Xy = p, con ciertas 


restricciones en cada caso: 


I. los «objetos» a distribuir son las personas, indistinguibles porque no las tenemos en 
cuenta individualmente pues sólo nos interesa su número en cada fila (en la ecua- 


ción, el valor de la incógnita correspondiente); 


IT. los «recipientes» son las filas de sillas, distinguibles al interesarnos el número de per- 
sonas sentadas en ellas (cada una de las q incógnitas representa una de las q filas de 
sillas); 


III. o. enlosapartadoso.a, 0.byo.c, la correspondencia entre objetos y recipientes no está su- 
jeta a más restricción que a ser aplicación (función total), esto es, a que todos y 
cada uno de los objetos debe ser colocado en un solo recipiente (deben sentarse 
todas las personas y cada una en una sola fila de sillas) —pensemos que exigir 


inyectividad equivaldría a exigir que sólo pudiese sentarse una persona por fi- 
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la (o y 1 como únicos valores posibles de las variables) y exigir sobreyectividad 
equivaldría a exigir que en cada fila se sentase al menos una persona (todos los 


valores de las variables mayores o iguales a 1); 


1. es precisamente esto último, la sobreyectividad, lo exigido por el apartado 0.a, 
esto es, Vi € (1,2,...,PJ,Xxi > 1; 


IV. el orden de colocación de los objetos en los recipientes no importa (la colocación de h 
objetos en el recipiente x; modeliza el valor de la variable, x, = h [esto es, el recuento 
de h personas, dando igual el orden en que se sienten las personas al interesar sólo 


su número], valor que representa el número de personas asignado a la fila i). 
En estas condiciones, se tiene que: 
o.a. Se trata de distribuir, 


I. sin importar el orden de colocación de los objetos en cada recipiente (distribu- 


ción no ordenada), 
II. pobjetos indistinguibles (todos) en 
III. q recipientes distinguibles (todos), 


IV. con la condición de que en cada recipiente haya al menos un objeto (aplicación 


sobreyectiva). 


Por un teorema conocido sobre distribuciones no ordenadas (cfr. supra cuadro n.*2.a 
—teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), siendo n = q y k = p, el número total 


buscado es: 
CRlg.p=3)=Clg +(p-=4q)=1.p=—q) 
p=1 
ica) 
(p-1)! 
(pq)! (q —1) 


o.b. Una vez colocados s objetos en el segundo recipiente, satisfecha así la restricción, se 


trata de distribuir, 


I. sin importar el orden de colocación de los objetos en cada recipiente (distribu- 
ción no ordenada), 


II. p— sobjetos indistinguibles(todos menos los s del recipiente 2.” en 


III. q — 1 recipientes distinguibles (todos menos el 2.9), 
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IV. sin condiciones (aplicación cualquiera). 


Por un teorema conocido sobre distribuciones no ordenadas (cfr. supra cuadron.*2.a 
—teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), siendo n = q—1yk = p—s, el número 
total buscado es: 


Ehig =1;p=8)]=Úlg 1) +(p=5)=1,pP=8) 
E (E 
p=s 
(p+q=s-2)! 
(p —s)!- (q —2)! 


o.c. Una vez distribuidos ) ;_, a, objetos en los r primeros recipientes, satisfecha así la 


restricción, se trata de distribuir, 


I. sin importar el orden de colocación de los objetos en cada recipiente (distribu- 


ción no ordenada), 
II. p—) ;_, a objetos indistinguibles (todos menos los ya distribuidos), 
III. en q — rrecipientes distinguibles (todos menos los r primeros), 
IV. sin condiciones (aplicación cualquiera). 


Por un teorema conocido sobre distribuciones no ordenadas (cfr. supra cuadron.*2.a 


—teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), siendo n =q —ryk=p-—)_;_ a;,el 


i=l 


número total buscado es: 


CR(q =r,p= e 0) = 


= p= 3 
q=r+p-) 0-1 
Ea 
(q=r+p=2i 01) 


(p= Y; 01)!- (q —r=1)! 


o.d. Una vez distribuidos ) ?_, a; objetos en los q recipientes, satisfecha así la restric- 
ción, se trata de distribuir, 


I. sin importar el orden de colocación de los objetos en cada recipiente (distribu- 
ción no ordenada), 


q 


IL. p—) ;_, a¡ objetos indistinguibles (todos menos los ya distribuidos), 


III. en q recipientes distinguibles (todos), 
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IV. sin condiciones (aplicación cualquiera). 


Por un teorema conocido sobre distribuciones no ordenadas (cfr. supra cuadro n.? 
2.2 —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —), siendo n =qyk=p-—) 7 a; el 
número total buscado es: 


: -Y% qj)- 
CR(q,p — y a) = [1 e (19 e a;) ) 
í=1 


p= ¡=1 Wi 
pro UN 
p= am a; 


(q+p=) 0-1) 
p=2a): (q=0 


1. Siendop=7,q =3,5=2,F=2,0,=1, 0%, = 2, 0 = 3, se tiene que los resultados 


son: 
7=] a 
Carr” 
Frs=a=a tl -. 
a € 
(3-2+7-(1+2)-1)! ae 
(7-(1+2)!1-G=-2-D! ” 
E (3+7-(1+2+3) —1)! mn 


(7=P+2+3)1-18=1]1 


$ 19.6 Propuesta de actividades 


Actividad 19.11 

Apliquemos el principio de los cajones (generalizado o no) de Dirichlet para demostrar que en 
una reunión a la que asisten n personas y se saludan todas entre sí una vez, entonces al menos 
dos personas han saludado al mismo número de personas. 


Cfr. [214]: ejercicio 3.14 (pp. 49-50). 
Actividad 19.12 


En una asamblea se puede elegir, de 506 maneras distintas, de entre todas las personas asisten- 


tes, dos puestos, la coordinación y la secretaría. ¿Cuántas personas asisten a dicha asamblea? 


Cfr. [214]: ejercicio 4.33 (p. 88). 
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Actividad 19.13 
¿De cuántas formas pueden distribuirse siete personas en tres habitaciones distintas, una con 


tres camas y dos con dos camas? 


Cfr. [214]: ejercicio 4.8 (p. 82). 


Actividad 19.14 

¿De cuántas formas pueden ordenarse las 27 letras del alfabeto español de forma que: 
O.  lasvocales aparezcan juntas? 

1.  lasletras A y B no aparezcan juntas? 


Cfr. [214]: ejercicio 4.17 (p. 84). 


Actividad 19.15 
Calculemos de cuántas formas se pueden situar ocho torres en un tablero de ajedrez 8 x 8, de 


modo que ninguna sea amenazada por otra. 


Cfr. [214]: ejercicio 3.7 (p. 36). 


Actividad 19.16 

Sean ocho bolas numeradas del o al 7, las cuatro primeras blancas y las cuatro restantes rojas. 

O.  ¿Decuántas formas pueden ordenarse dichas ocho bolas, de modo que los dos colores que- 
den alternados? 


1. ¿Y silas bolas 3 y 4 han de quedar juntas? 


Cfr. [156]: ejercicio 5.10 (p. 174). 


Actividad 19.17 

Supongamos que queremos situar k libros distintos en los estantes de una estantería de n es- 
tantes. Para simplificar, supongamos que todos los libros pudieran coger en uno cualquiera de 
los estantes y que solo nos interesa la situación relativa de los libros entre ellos. ¿De cuántas 


formas es posible colocar los libros si queremos poner al menos uno en cada estante? 
Cfr. [219]: problema 123 (p. 61-62). 
Actividad 19.18 


Una empresa proveedora de cáterin está preparando tres bolsas de almuerzos para excursio- 
nistas. La empresa tiene nueve emparedados diferentes. 
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O. ¿De cuántas maneras se pueden distribuir estos nueve emparedados en tres bolsas de al- 
muerzo idénticas de forma que en cada bolsa haya al menos uno? 


1. ¿Y silas bolsas son distintas? 


Cfr. [219]: problema 146 (p. 67). 


Actividad 19.19 
¿De cuántas formas pueden distribuirse tres premios entre dos personas si 
O. los premios son indistinguibles y 
a. Cada persona puede conseguir como mucho un premio? 
b. cada persona puede conseguir cualquier número de premios? 
c. Cada persona ha de conseguir al menos un premio? 
1. los premios son distinguibles y 
a. Cada persona puede conseguir como mucho un premio? 
b. cada persona puede conseguir cualquier número de premios? 


c. cada persona ha de conseguir al menos un premio? 
[EFE Coincidencias 25.6.2019:5]. 
Actividad 19.20 
¿Cuántas soluciones enteras tiene la ecuación 

XxX TFXHFEX3+HEX=25, 

siendo Vi € [1,2,3,4),x; > —2? 
[EFE Coincidencias 25.6.2019:7]. 
Actividad 19.21 
¿Cuántas soluciones enteras no negativas tiene la ecuación x, + X, + X3 + Xy + Xs = 21, tales 
queda, 0 06 0 y ac isalistacen: 
0. Xx>1; 


LI parate (11023,4, 51 
2. O<x <10o? 


[EFO 24.5.2018:5]. Cfr. [214]: ejercicio 7.10 (p. 142). 
Actividad 19.22 


Tres personas viajan en una guagua (como ellas llaman al autobús) que tiene siete paradas. ¿De 


cuántas maneras pueden apearse en los siguientes casos? 
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O. Sialo sumo baja una persona por parada, 
a. pudiendo distinguirse las personas entre sí, 
b. no pudiendo distinguirse las personas entre sí (por ejemplo, llevan disfraces idénti- 
cos); 
1.  sinrestricciones, pero 
a. pudiendo distinguirse las personas entre sí, 
b.  nopudiendo distinguirse las personas entre sí. 


[EFO 24.5.2018:5]. 
Actividad 19.23 
¿Cuántos números en [1,2,3,..., 100000) satisfacen que la suma de sus cifras es 7? 


Cfr. [157]: ejemplo 11 (p. 217). 


$ 19.7 Muestra de ejemplos finales 


Ejemplo 626 


Imaginemos ahora que para aumentar la seguridad de la red en línea de dieciocho 
computadores del ejemplo 533 (p. 980 de esta edición), por ejemplo, para evitar situacio- 
nes de propagación de programas malignos, se desea segmentarla en cuatro subredes 
(espacios de red más pequeños) en línea de como mínimo una tríada de computadores 


cada una. ¿De cuántas maneras puede llevarse esto a cabo? 


[EFO 12.6.2020:3a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Sea x¡ el número de computadores pertenecientes a la subred r;, entonces, 
el número de maneras de llevar a cabo dicha segmentación es el número de soluciones enteras 
de la ecuación 

Xx FX +Xx+X4= 18, siendo Vi € (1,2,3),3< x;. (19.5) 


Sabemos por el teorema 19.39 (p. 1043 de esta edición) que el número de soluciones enteras 
dex + Xx +: +XxXp = k, siendo Vi € ([1,2,...,njo < m < x,conm-n < k,es 
CR(n,k—m-n). 
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En el caso que nos ocupa, n = 4, k = 18, m = 3 y se satisface que 3 - 4 < 18. Por tanto, el 


número de soluciones enteras de (19.5) con 3 < x; (Vi € [1,2,3)) es 


CR(4,18 — 3-4) = CR(4,6) = C(4+ 6-—1,6) = (2) = 84. 


Solución. — La segmentación en subredes planteada puede realizarse de 84 maneras. 


Observación 19.7.0.— Pudiésemos utilizar el artefacto SageMath!” y este programita en lenguaje 


Sage, 


Compositions(18,length=4,minl_part=3).list() 


para obtener las 84 soluciones de (19.5) y, por simple curiosidad, con 


binomial(9,6) 


calculamos el valor del coeficiente binomial. 
Ejemplo 627 


Continuando con el ejemplo anterior, se prevé que si ocurre un fallo generalizado, 
como en el ejemplo 533 (p. 980 de esta edición), no podrá contarse con exactamente seis 
de los computadores de los de mayor potencia (aunque no se sabe de cuáles se trataría), 
entonces, ¿de cuántas maneras puede llevarse a término la segmentación en subredes 
planteada si, como hemos dicho, vamos a estar obligados a prescindir de seis compu- 


tadores de los de mayor potencia sin saber de cuáles se trata? 


[EFO 12.6.2020:3b (p.h.e.c.)]. 


Resolución. De cuántas formas se prescinde de los seis computadores de los de mayor 
potencia al no saber de cuáles se trata, será de cuántas formas pueden disponerse fuera de las 
subredes manteniendo sus conexiones originales al bus, en otras palabras, cuántos hay en los 


huecos entre subredes, 


FX 7 FXa + Xx X4 = 18; (19.6) 
notando por z; al número de computadores en el hueco ¿, 
ZO FXTZ2TFXFHFZ TX HZ + X4 + Z4 = 18. (19.7) 


15 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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Observemos que como según el ejemplo 533 (p. 980 de esta edición), sólo se prevé que 
los que fallen estén entre los de mayor potencia, Litty sigue activo en el último lugar, y por 
tanto, de seguro que es el último de la cuarta subred, por lo que z, = O. Esto hace que el 
número de computadores a distribuir en los huecos, manteniendo sus conexiones originales, 
son 11 = 18 — 6 — 1 (este «1» es Litty). 


Así, por un lado, se tiene 
Xx FX +HX+Xx =11, siendoVi € [1,2,3),3< Xi, y2< Xa, (19.8) 


que transformándola en una ecuación sujeta a la condición de no negatividad de sus variables, 
esto es, haciendo el cambio de variable Vi € ([1,2,3), Y; = X¡ — 3, Ya = Xy — 2, para tener 
entonces, Vi € (1,2, 3), 


1235X3123-3 
*> UY: 2 0, 
y parai=4, 
Xy 220 X4-2>2-2 


“> Ya 2 0, 
y así, de (19.8), 
(a — 3) + la — 3) + 06 — 3) + (4 — 2) =1-— (3:34+2)=0, 
por lo que (19.8) se ha transformado en 
Yi +Y2+Y3+ Ya =0, (19.9) 


cuyo número de soluciones enteras no negativas es CR(4,0) = C(4+0-—1,0) = C(3,0) =1 
(cfr. supra teorema 19.39 [p. 1043 de esta edición]); en efecto, al estar los computadores conecta- 
dos en línea, sólo es posible una segmentación en cuatro subredes de tres computadores cada 
una, correspondiente a la solución (y,, Y», Y3, Ya) = (O, O, O, O) de (19.9), esto es, a la solución 


Qa, X2, X31 X4) = (3, 3,3, 2) de (19.8); dos ejemplos de tal segmentación son 


(1,2,3), (4,5,6), [7,8,9), ([10, 11, Litty), 


[1,2,3), [5,6,7), (10, 11,12), [16, 17, Litty). 


Por otro lado, como mantenemos las conexiones originales al bus, razonando en el ám- 
bito de la modelización II, cada distribución de los seis computadores que fallan en los cua- 


tro «huecos» entre subredes corresponde a una distribución de seis objetos indistinguibles en 
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cuatro recipientes distinguibles z,, z,, ..., distribución que es no ordenada (el orden de los 
computadores en los huecos no importa) y que no está sujeta a restricción alguna sobre la si- 
tuación de los recipientes con respecto a los objetos (restricciones como si puede quedar al- 
guno vacío, si no pueden contener más de un objeto, etc.). El número total de distribuciones 
es CR(4,6) = C(6+4-—1,4—1) = C(9,3) = 84 (cfr. supra cuadro n.* 2.a —teorema 19.43 (p. 
1052 de esta edición) —). Notemos que cada distribución es una solución entera de 


Zo +Z,+2,+2,=6, siendo Vi € [o,1,2,3),0< Z;. (19.10) 
Tenemos pues, por un lado, el conjunto S, de soluciones de 19.8 y por otro, el conjunto S, 


de soluciones de 19.10; entonces, por el principio de la multiplicación (cfr. supra $ 19.1.1 [p. 1004 


de esta edición]), el número de soluciones del sistema 


Xx FX +HX3+H X= 11, 

Zo +FZ2i+2Z,+2=6, 

xi, > 3(Vi € [1,2,3)), (19.11) 
X4 2 2, 


z; > 0(Vi € [o,1,2,3)), 
esto es, el cardinal del conjunto S, x S,, es CR(4,0) - CR(4,6) =1- 84 = 84. 


Así, un par de ejemplos de soluciones particulares del sistema (19.11) son 

(221, 206,254) =(0,3,0,3,0,3,6,2), 

correspondiente a la segmentación en subredes 
[1,2,3), 14,5,6), (7,8, 9), f10, 11, Litty), 

habiendo fallado los computadores n.* 12, 13, 14, 15, 16 y 17, y 

¡CA O O PI E le e 7 ENE EA E 
correspondiente a la segmentación en subredes 

(12:31,45,6,7),(10,11,12), 16,17, Lit, 


habiendo fallado los computadores n.” 4, 8, 9,13, 14 y 15. 


Solución. — La segmentación en subredes planteada puede realizarse de 84 maneras. 
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Observación 19.7.1.—  Pudiésemos utilizar el artefacto SageMath'? y este programita en lenguaje 
Sage, 


Compositions(6,length=4,minX_part=0).list() 


para obtener las 84 soluciones de (19.10). 


Ejemplo 628 


De una colección de computadores (distinguibles), son 46 los que han superado 3 
pruebas de rendimiento que se aprueban con calificaciones A, Bo C. Demostremos que 
al menos 5 de esos 46 computadores han obtenido el mismo conjunto de calificaciones. 


[EFE 29.6.2020:3a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Elenunciado habla de «conjunto» de calificaciones, por lo que da a entender 
que si un computador hubiese obtenido A en la prueba inicial, B en la intermedia y A en la final 
y otro computador, A en la inicial, A en la intermedia y B en la final, habrían obtenido el mismo 
conjunto de calificaciones —en realidad, habrían obtenido el multiconjunto [ (4, A, BF) (cuyo 
conjunto subyacente es S = (4, B, CH)—. De hecho, cada (multi)conjunto de calificaciones 
es una aplicación de S en [0,1,...,k) = [0,1,2,3) que a cada elemento de S le asocia el 
número de veces que aparece repetido (entre o y 3) en el multiconjunto, sujeta a la condición 


de que tales números sumen 3, en otras palabras, es una combinación con repetición y como 


IS| =3y3 =|S| = nm > k = 3, el número de (multi)conjuntos de calificaciones es el número 
de combinaciones con repetición, estoes, CR(n, k) = CR(3,3) = C(3+3—1, 3) = 51/(3!2!) = 
10. 


Alternativamente, según la modelización Il, el (multilconjunto de calificaciones 
[(4,A, BP) es una distribución simple de k = 3 objetos indistinguibles (por ejemplo, 
de un multiconjunto de tres unos, O = ([(1,1,1)), correspondiendo a las tres pruebas) en 
n = 3recipientes distinguibles (el conjunto de las calificaciones, R = (A, B, Cp), de forma 
que en el «recipiente» A habría 2 unos, en el B un uno y en el C, cero unos. Como, además, la 
aplicación subyacente f : O —> R no está sujeta a ninguna restricción de inyectividad (un 
computador puede obtener la misma calificación en dos pruebas distintas) o sobreyectivi- 
dad (un computador puede no obtener una de las calificaciones en ninguna de las pruebas), 
entonces, el número de distribuciones simples viene dado por CR(n,k) = CR(3, 3) (cfr. 
supra cuadro n* 2.a —teorema 19.43 (p. 1052 de esta edición) —). 


Razonemos ahora por reducción al absurdo. Afirmamos que hay 5 computadores con el 
mismo (multi)conjunto de calificaciones. Supongamos que no e intentemos deducir una con- 
tradicción. En efecto, si no hay 5 computadores con el mismo (multi)conjunto de calificaciones, 


es que el número de computadores que ha superado las tres pruebas ha sido como mucho de 


4 - 10 = 40. Y esto contradice que las han superado 46. Por tanto, por reducción al absurdo, se 


16 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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deduce que, en efecto, hay al menos 5 computadores con el mismo (multi)conjunto de califica- 


ciones. 


Solución. — Al menos cinco de los 46 computadores que superaron las pruebas, lo hicieron 


con el mismo (multi)conjunto de calificaciones. 


Observación 19.7.2.— Pudiésemos utilizar el artefacto SageMath”” y este programita en lenguaje 
Sage, 


Combinations([*A?,?A”*,”*A”,”B”*,?B”?,?B”*,*C”*,*C?*,*C”], 3).list() 


para obtener estas 10 soluciones. 


Observación 19.7.3.— En vez de reducción al absurdo podríamos haber utilizado el principio ge- 
neralizado de los cajones de DIRICHLET, modelizando la situación como una distribución de k = 46 
objetos (los computadores que han superado las pruebas) en n = 10 cajones (los [multilconjuntos 
de calificaciones), satisfaciéndose la hipótesis del principio, a saber, 10 = n < k = 46, por lo que 
según este principio, hay al menos un cajón —un (multi)conjunto de calificaciones— que contiene 


como mínimo [k/n] = [46/10] = 5 objetos (computadores). 
Ejemplo 629 


Seak € Z*. Pensemos en k objetos distinguibles en una disposición ordena- 
da determinada D, = (0,,0,,...,0x). ¿Cuántas permutaciones de estos k objetos no 
contienen pares de objetos que fuesen consecutivos en D,? (Por ejemplo, si k = 4, 
D, = (0,,0,, 03,04), y entonces, (0,, 04, 0,, 03) sería una permutación con tal propie- 
dad). Observemos que dado í € [1,2,...,k—1),(0;, 0141) y (0¡+1, 0) son pares distintos 


de objetos consecutivos en D,. 


[EFE 29.6.2020:3b (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Supongamos que la disposición ordenada original D, corresponde auna or- 


denación creciente (biyectiva a la de las etiquetas numéricas de los objetos, de 1a k). 


Comencemos contando el número de permutaciones de D, que contienen al menos p pa- 
res de objetos consecutivos en orden creciente, suponiendo que estos p pares forman d sub- 


disposiciones x;, X,, . . ., Xy, cada una de dos o más objetos (Vi € [0,1,2,...,d),x; > 2). 


Además, debemos contar no sólo los objetos en las subdisposiciones x,,X,,. . ., Xp que con- 


tienen los pares consecutivos, sino también cuántos objetos hay en los huecos entre las mis- 


17 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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mas, además de al principio y al final, 


9 Ad de los e E E de 


esto es, notando por z; al número de objetos en el hueco ¡, nos interesa el número de soluciones 
enteras de la ecuación 


donde, por un lado, 


XAFTXT+ 0 +X4=p+d, 
(19.12) 
x>2 (vic (o,1,2,...,d)), 
y por otro, 
ZAFZ+H 0 +Za=k—(p+ ad), 
(19.13) 
220 (ME 012: 0): 


Sabemos por el teorema 19.39 (p. 1043 de esta edición) que el número de soluciones enteras 
dex +x +: "+Xxp = h, siendo Vi € [1,2,...,N),x, > m > 0,conm-n < h,es 
CR(n,h— m-n). Entonces: 


I. el número de soluciones enteras de (19.12) —ya que n = d,h = p+d,m = 2yse 
satisface que 2d < p + d(d < p, pues por construcción hay como mínimo un par de 


objetos consecutivos en cada subdisposición)— es 


CR(d,p+d-—2d) =C(d+p+d-—2d-1,p+d-—2d) 
=C(d+p+d-2d-1,d—1) 


0 a 
—Xd—1)” 
II. yel número de soluciones enteras de (19.13) —ya quen = d+1,h=k-—(p+d),m=0 
y siempre que se satisfaga que O - (d +1) < k— (p + d), esto es, que p + d < k—es 


CR(d+1,k-(p+d) =C(d+1+k- (p+d)-—1,k — (p + d)) 
=C(d+1+k-(p+d)-1,d+1-1) 


=P 
o d 
(si p + d X k, entonces el número de soluciones es 0). 


Observemos que dado un número d de subdisposiciones x,, X,, ..., Xy, entonces, para 


cada forma de crearlas, se tienen C(k — p, d) maneras de disponer objetos en los huecos entre 
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ellas y al principio y al final, así que, por el principio de la multiplicación, se tiene un total de 


C(p —1 d — 1): C(k — p, d). Pero esto, para un número dado d y orden creciente. 


Por un lado, como el enunciado dice que dado ¡ € [1,2,...,k —1), (0;, 041) Y (O¡+1, 01) 
son pares distintos de objetos consecutivos en D,, da a entender que se consideran dos orde- 
naciones posibles, creciente (/) y decreciente (5), entonces, cualquier posible ordenación de 
las d subdisposiciones es una aplicación de [1,2,..., dj en el conjunto [7,3], esto es, una 
variación con repetición, siendo el número de ellas, 2% (cfr. supra teorema 19.28 [p. 1020 de esta 
edición]). Por otro, debemos considerar las permutaciones de las dl subdisposiciones y de los 
k — (p + d) objetos en los huecos, un total de d + k — (p + d) = k — p elementos y por tanto 


(k — p)! permutaciones. 


Aplicando reiteradamente el principio de la multiplicación, se sigue que dado un número 
d de subdisposiciones, el número de permutaciones de la disposición original D, que contie- 
nen al menos p objetos consecutivos es 


E 0] amo 


d—1 d 


Resta considerar todos los posibles valores de d, desde una subdisposición hasta p ok—p 
subdisposiciones, según qué valor sea menor, esto es, por el principio de la adición, 


O) (7) ao 


d=1 


mín(p,k—p) 
b =:1 d 


y éste sí es ya el número de permutaciones de la disposición original D, que contienen al menos 


p objetos consecutivos. 


Por el principio del complementario, lo que buscamos, el número de permutaciones de 
la disposición original D, que no contienen pares de objetos que fuesen consecutivos en D,, 
es igual al número total de permutaciones de la disposición original D, —esto es, kl — menos 
el número de permutaciones de la disposición original D, que contienen algún par de objetos 


que fuesen consecutivos en D,. 


El suceso contener algún par de objetos que fuesen consecutivos en D, (abreviadamente, 
«contener algún par») es la unión de los sucesos «contener al menos un par», «contener al me- 
nos dos pares», ..., «contener al menos k — 1 pares». Por el principio de inclusión-exclusión, 


el cardinal de esta unión es 


ci pe p=1 k-— p 
pp 2 (k=pM1 
Lio Y (1) E?) ox 
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Finalmente, por el principio del complementario, como k! es el número total de permu- 


taciones de los objetos de D,, 


=> dia p=1 k-— p 
kl— PH nd k-— ! 
aa Y A E) a») 
p=1 d=1 
k-=1 mín(p,k—p) per ls P 
ii a 2 b a , d -2.(k—p)! permutaciones. 


Observación 19.7.4.— Se trata de la sucesión A002464 catalogada en la OEIS??:; allí podemos en- 
contrar, por ejemplo, ya con nuestra notación, este programa de Vaclav KOTESOVEC en Mathemati- 


ca!?: 


Tablel 
k!+Sum[ (-1)4px(k-p) !*Sum[2*dxBinomial[p-1,d-1]*Binomial[k-p,d],1d,1,p+],fp,1,k-1)], 
1k,1,157] 


programa que proporciona como resultado 


[1,0,0,2, 14,90, 646, 5242, 47622, 479306, 5296 790, 63 779 034, 831283 558, 11661506 218,175 203184 374). 


$ 19.8 Impromptu probabilístico 


Ejemplo 630 


Una moneda, un premio y dos personas; si sospechamos que la moneda está carga- 
da, pedir que elijan cara o cruz y tirar la moneda y dar el premio a la persona que acertase, 
sería injusto; entonces, si el único instrumento para decidir a quién dar el premio es la 


moneda, ¿cómo debemos proceder para que sea justo? 


Resolución. Sean p la probabilidad de salir cara y 1 — p la de salir cruz. Si lanzamos dos 
veces la moneda, la probabilidad de salir (cara,cruz) es p(1 — p), igual a (1— p)p, esto es, la 


de salir (cruz,cara). Así, si lanzamos la moneda dos veces y una persona apuesta porque salga 


(cara,cruz) y la otra porque salga (cruz,cara), el juego es justo. 


18 Vid, https://oeis.org/A002464. 
2 Programa cuya ejecución pudiésemos realizar en, por ejemplo, Wolfram Cloud (https://www.open.wolfram- 
cloud.com/). 
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Ejemplo 631 


Dos papeles sobre una mesa, cada uno con un número entero escrito en la parte 
oculta, números que son distintos. Podemos dar la vuelta a un papel y ver el número, 
tras lo que podemos quedarnos con ese papel o elegir el otro, sabiendo que ganaremos 


este juego si elegimos el papel con el número mayor. ¿Es 1/2 la probabilidad de ganar? 


Resolución. Thomas M. COVER (Pick the Largest Number, en Open Problems in Communi- 


cation and Computation, Springer-Verlag, 1987) demostró que si antes de jugar pensamos en un 


número entero n arbitrario y nos quedamos con el papel del que hemos mirado el número si 


est 


e es mayor que n, entonces nuestra probabilidad de ganar es mayor que 1/2. 


En efecto, sean a y b los números escritos y, sin pérdida de generalidad, supongamos que 


a < b. 


Puede suceder que: 


2, n < a (y, por tanto, n < b), en cuyo caso nos quedamos con el papel del que hemos 


mirado el número y la probabilidad de ganar es 1/2; 


b < n (y, por tanto, a < n), en cuyo caso elegimos el otro papel y la probabilidad de ganar 
es 1/2; 


2., a < n < b,en cuyo caso, si el número escrito es mayor que n, nos quedamos con el 


papel del que hemos mirado el número, pero si el número escrito es menor o igual que n, 


elegimos el otro papel, por lo que siempre ganamos. 


Si suponemos que estas tres situaciones se producen con probabilidades respectivas, di- 


gamos, p, q yr (conp + q +r=D, entonces la probabilidad de ganar es p/2 + q/2 + r. 


de 


Como hemos elegido un n arbitrario (hemos hecho una elección al azar), la probabilidad 


que n esté en (a, b] (2..? situación) no puede ser cero (esto es, necesariamente, r > O). 
Entonces, la probabilidad de ganar es: 


pp+ql+r=(p+g)/2+r 


! 
Ca” Ca 2 
[UE 
| 
Y 
A+ 
S— 

N 
+ 
E 


Pudiésemos conocer más de este análisis y de varias variantes de la cuestión en es- 


te artículo de Pradeep MUTALIK en Quanta Magazine (en inglés): https://www.quantamagazi- 


ne: 


org/solution-information-from-randomness-20150722/. 
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«más allá» y para la práctica son: 


[124] JiFí MATOUSEK y Jaroslav NESETRIL. Invitación a la matemática discreta. Reverté, Barcelona, 
Cataluña (ES-CT), España, 2008. 
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Hispanoamericana, Naucalpan de Juárez, Estado Libre y Soberano de México (MX-MEX), 
Estados Unidos Mexicanos, 2.* ed., 1990. 


[158] Richard JOHNSONBAUGH. Discrete Mathematics. Pearson Education, Hoboken, Hudson, 
Nueva Jersey (US-NJ), Estados Unidos de América, 8.* ed., 2018. 
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Parte IV 


Ecuaciones en diferencias 


De la infinidad de estrategias combinatorias, estudiamos las ecuaciones en diferencias. 
Son de utilidad, por ejemplo, en el estudio de la dinámica de poblaciones y en el de la 
difusión de epidemias. En computación, su conocimiento es de ayuda, por una parte, en 
el propio diseño de algoritmos y, por otra, en concreto, en el análisis de la complejidad 


de los algoritmos recursivos. 


CAPÍTULO 


Modelización combinatoria: ecuaciones en di- 


ferencias 


En la formulación de la ley de causalidad «Si conocemos el presente precisamente es posible 
predecir el futuro», lo que es falso no es la conclusión, sino la premisa. No es posible conocer el 
presente con todo detalle, ni siquiera en principio. 

(Werner Karl HEISENBERG). 


El supuesto sigue siendo que es aceptable considerar conocida la ley que rige el fenó- 


meno en estudio. 


20.0 Ecuación diferencial y en diferencias ................. 1138 
sol Generalidades 22 criada 1138 
20.2 Ecuación en diferencias (ED) .................... 1141 
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En el capítulo dedicado a razonamiento combinatorio hemos estudiado cómo solucionar algu- 
nos problemas combinatorios simples de recuento mediante dos tipos fundamentales de procedi- 
mientos combinatorios: 


=  losprincipios fundamentales (adición, complementario, multiplicación, división, restringido y 
generalizado de DIRICHLET) y 


= los cuatro modelos estudiados (selección, distribución, partición de un (multi)conjunto, des- 
composición de un entero positivo). 


Para cuestiones más complejas, existen otros procedimientos combinatorios, algunos de los 
cuales han dado origen a ramas completas de la matemática. 


A modo de ejemplo, algunos de estos otros procedimientos combinatorios son: 
= Procedimientos lógicos, como 


* el principio de inclusión-exclusión (DE MOIVRE, DA SILVA, SYLVESTER; de aplicación, por 


ejemplo, en teoría de números y teoría de probabilidades) y 


*  elteorema de RAMSEY (de aplicación, por ejemplo, en problemas de particiones y teoría de 
grafos); 


= Ecuaciones en diferencias (FIBONACCI, KEPLER, LAMÉ, LUcAs; de aplicación, por ejemplo, en 
probabilidad, teoría de renovación, teoría de juegos, teoría de números, particiones de conjun- 


tos, complejidad algorítmica, economía, dinámica de poblaciones); 


= Funciones generatrices (LAPLACE, DE MOIVRE, EULER; de aplicación, por ejemplo, en combina- 
toria, probabilidad, estadística, electrónica, cálculo de diferencias finitas, teorías físicas discre- 


tas); 
= Grafos (EULER, puentes de Kónisberg; con muchísimas aplicaciones); 


= Árboles (KIRCHHOFE, circuitos eléctricos; CAYLEY, enumeración de los isómeros de hidrocarbu- 


ros saturados); 
= Procedimientos matriciales, como: 


+ matrices deincidencia (de aplicación, por ejemplo, en general, en teoría de grafos, y en par- 


ticular, en el estudio de circuitos eléctricos —KIRCHHOFF— o en topología —POINCARÉ—); 


+ matrices estocásticas (por ejemplo, cadenas de MARKOV, estudiadas también por FRÉCHET 
y KOLMOGOROV y de aplicación, por ejemplo, en teoría de juegos, de linguística, paseos alea- 
torios, procesos de ramificación, difusión de epidemias, genética de poblaciones, cinética 


de gases); 


+ rectángulos y cuadrados latinos (EULER); 
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+ permanente de una matriz (de aplicación, por ejemplo, en la resolución del problema de 


Lucas y de problemas de permutaciones con posiciones prohibidas). 


Procedimientos probabilísticos (de aplicación, por ejemplo, en problemas de planificación de 
experimentos). 


De estos «otros» procedimientos combinatorios hemos trabajado ya con el principio de 


inclusión-exclusión. 


En este capítulo trabajaremos con otro más, las ecuaciones en diferencias. 


$20.0 Ecuación diferencial y en diferencias 


Debemos tener clara la distinción entre ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias. 


Para el estudio de problemas dinámicos en tiempo continuo, esto es, cuando es imprescindible 
en la modelización considerar la evolución de una magnitud en intervalos de tiempo infinitesimales, 
se usan las ecuaciones diferenciales. Son de aplicación, por ejemplo, en mecánica, circuitos eléctricos, 


flujos de calor, modelos de población, etc. 


Para el estudio de problemas dinámicos en tiempo discreto, esto es, en una serie de instantes 
de tiempo: ..., milisegundos, segundos, minutos, horas, días, semanas, quincenas, meses, años, ..., se 
usan las ecuaciones en diferencias (finitas). Son de aplicación, por ejemplo, en probabilidad, teoría de 
renovación, teoría de juegos, teoría de números, particiones de conjuntos, complejidad algorítmica, 


economía, dinámica de poblaciones, etc. 


$ 20.1 Generalidades 


Definición 20.0.— Una sucesión de elementos de un conjunto S es una aplicación s : N — S, esto es, 
por extensión, (so, S;, Sz,.. .p —conjunto éste que es una abreviatura del grafo de la aplicación, es 
decir, del conjunto de pares ordenados [ (0, so), (1, Ss), (2, 52), . ..)—, o simplemente [s,), sobreen- 


tendiendo que n E ÑN. 


Observación 20.1.0.— Sabemos que la sucesión (So, Sy, Saz, ...) nO es más que la tupla infinita 
(So, S1, ++. Sn,» --)nen, que abreviadamente podríamos notar (S»)nen O, alternativamente, [Sn nen 


o simplemente [s,,). 


Definición 20.1.— Llamamos suma parcial de una sucesión a una suma de términos. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


1139 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


Definición 20.2.— Dada una sucesión [a,), siempre es posible construir una nueva sucesión [b,,) 


así 
b, =0.+0+0,+:::+Q0». 


El término b,, se llama suma parcial enésima de a,. Como los términos de [b,,) son las sumas de la 


parte inicial de la sucesión [a,), se llama a [b,,] la sucesión de sumas parciales de [a,). 


Definición 20.3.—  Unasucesión [s,) es una progresión aritmética precisamente si la diferencia entre 


los términos consecutivos es constante. Esto se traduce inmediatamente en su definición recursiva 


So = 4,Spn = Sn + d (n > 1), con a, d € R, siendo su término general s, = a + nd. 


Teorema 20.0 
Dada s, = a + dn, la suma parcial de los n primeros términos de [s,), S, = a + (a+ d) + 
(a+2d) +---+(a + (n —1)d), tiene como fórmula 


n(2a +(n— 1)d) 
a / 


Observación 20.1.1.— Un par de casos particulares del teorema son: 


nín+1 
AN 


1+3+5+:+(Qn-1)=p?. 


Definición 20.4.— Una sucesión [s,) es una progresión geométrica precisamente si la razón entre los 


términos sucesivos es constante. Esto se traduce inmediatamente en su definición recursiva s, = b, 


Sy = rSp-,(n > 1D), con b, d € R, siendo su término general s, = br”. 


Teorema 20.1 
Dada s, = br”,conr + 1, la suma parcial de los n primeros términos de [s,), S, =b+br+ 


br?+-..+ br", tiene como fórmula cerrada 


b(1— r”) 
I=r 


hs ] : 07 b 
Observación 20.1.2.— Si—1< r < 1, la serie geométrica, )_ br”, converge y su suma es S = 


15 


Observación 20.1.3.— Si consultamos otros textos, pudiese ser que encontrásemos otras fórmu- 


las para estas sumas. En concreto, pudiésemos encontrar a, = a + (n — 1)d para la progresión 
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aritmética y a, = a: r”* para la geométrica. Aunque diferentes, todas estas fórmulas son correc- 
tas: las nuestras, considerando como término inicial as y las suyas, considerando como termino 


inicial a. 


Definición 20.5.— Una sucesión (s,) es una progresión aritmético-geométrica precisamente si existen 
dos sucesiones, [a,) y [b,), aquélla una progresión aritmética y ésta una progresión geométrica, 


tales que s, = apb,. 


Sia, = a+dnyb, = br”, entonces el término general de [s,,) ess, = (a+dn)br”.Observemos 


que dd, = 4, bo, = by Ss. = ab. y que r $ 1 (si fuese 1 sería una progresión aritmética). 


Teorema 20.2 


Dada s, = (a + dn)br”, con r $ 1, la suma parcial de los n primeros términos de ([s,P, 


S, =a+(a+d)br+(a+2d)br?+---+(a+(n-—1)d)br"”, tiene como fórmula cerrada 


ab(1=5r")  dbr(1-=nr""*+(n-—i)r”) 


. Gary ee 


Sn == 


Observación 20.1.4.— Si—1< r < 1, la serie aritmético-geométrica, ) (a+dn)br”, es convergente 
ab bdr 


a O 


y su suma es S = 


Otras sumas interesantes son las de potencias. 


Teorema 20.3 


Algunas sumas finitas de las primeras potencias son: 


n(n+1) 
A 


n(n+1)(2n +1) 
6 

n(n+1)? 

A A 


1 


, 


4 
n(n+1(2n +1) (3n? + 3n —1) 
30 


A IS 


Observación 20.1.5.— Se satisface que (1+2+3 +: +nN)P =É+24+3+---4+nm. 
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$ 20.2 Ecuación en diferencias (ED) 


Definición 20.6.— Dada una función h : N —> R, llamamos ecuación en diferencias (o sinónima- 


mente, ecuación recurrente, ecuación de recurrencia, relación recurrente o relación de recurrencia), a toda ex- 


presión que relacione un término cualquiera a, con n y con uno o más términos anteriores, 
Gí(n,h(n—=k),...,h(n—2),h(n—1),h(n)) =0, 
o con uno o más términos posteriores, 


Gín,h(n),h(n+D,h(n>+2),...,h(n+k)) =0. 


El nombre proviene de que son expresables en función del operador diferencia «progresiva» 
Ah(n) = h(n+1) — h(n). 


Definición 20.7.— Llamamos orden de una ecuación en diferencias a la diferencia |k — k'| corres- 


pondiente a los términos de índices mayor y menor. 


$20.2.0 Linealidad (L) 


Definición 20.8.— Decimos que una ecuación en diferencias es una ecuación en diferencias lineal 


(EDL) cuando puede escribirse en la forma 


co(n)h(n) + ca (mhín—=1) +c,(n)jh(n—2)+--*+ca(n)h(n—k) =EF(n) 


con h, Co, Ci, ..., Cx y F, aplicaciones conocidas de Nen R. 


Ejemplo 632 


¿Qué estructura tienen las ecuaciones h(n) = h(n — )h(n — 2) y h(n — 1) = 
2h(n—3) + 5n? 


Resolución. La ecuación en diferencias h(n) = h(n—1)h(n — 2) no es lineal y su orden 


es lo — 2] = 2; la ecuación en diferencias h(n — 1) = 2h(n — 3) + 5n es lineal y su orden es 


[1 = 3] =2. 


Observemos que siendo lineal, en la ecuación en diferencias no aparece ningún producto entre 


términos en ninguno de los sumandos. 


Es frecuente notar h(n) por h,. 
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$20.2.1 Homogeneidad (H) 


Definición 20.9.— Si en todos los sumandos aparece un término h(n), esto es, si F(n) = o, de- 
cimos que es una ecuación en diferencias homogénea; en caso contrario, decimos que es no homogénea, 
general o completa. Llamamos a F(n) el término no homogéneo o término independiente de la ecuación. 


Ejemplo 633 


¿Qué estructura tiene la ecuación h(n) = 2h(n — 3) + 5n? 


Resolución. Setrata de una ecuación en diferencias lineal completa de orden Jo— 3] = 3; 


el término no homogéneo es 51. 


Definición 20.10.— Dada la ecuación en diferencias lineal no homogénea 
coln)h(n) + a(n)h(n—1) +c,(n)h(n—2)+-*-+cx(n)h(n—k) = F(n), 
decimos que 
co(n)h(m) +a(nh(n-1) +c,(nh(n—=2)+-:*-+cx(n)h(n—=k)=0 
es su ecuación en diferencias homogénea asociada (HA). A la ecuación con la parte homogénea la lla- 


mamos ecuación en diferencias (lineal) completa. 


$ 20.2.2 Coeficientes constantes (CC) 


Definición 20.11.—  Cuandotodos los coeficientes c¿(n) son constantes, esto es, cuando la ecuación 


es coh(n) + ch(n—1) + c,h(n—2)+-:**+cxh(n— k) = F(n), con Co, C,,..., Cx € R, decimos 


que es una ecuación en diferencias lineal con coeficientes constantes (EDL-CO). 
Ejemplo 634 


¿Qué estructura tiene la ecuación h(n) = h(n —1) + 2nh(n — 3) + 5? 


Resolución. Se trata de una ecuación en diferencias lineal no homogénea de orden lo — 


3| = 3 con coeficientes no constantes; el término no homogéneo es 5. 
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$ 20.2.3 Problema de valores iniciales (PVI) 


Definición 20.12.— Llamamos problema de valores iniciales (PVI) a una ecuación en diferencias junto 


a un conjunto finito de condiciones/valores iniciales de h(n): h(o), h(1),... 


Teorema 20.4 (Teorema CERO —existencia y unicidad de la solución—) 


Dada la ecuación en diferencias lineal completa 
co(n)h(n) + ca(n)h(n—=1) + c,(nh(n-—2)+---+cx(n)h(n— k) = F(n), 


de orden k—estoes, siendo c.(n) + oy cx(n) $ o—, entonces el problema de valores iniciales 


formado por dicha ecuación y k condiciones iniciales correspondientes a k enteros consecuti- 


vos, h(no) = Co, h(No +1) =C,,..., h(No + k — 1) = Cx-1, tiene solución y ésta es Única. 


Observación 20.2.0.— Para la existencia de solución y su unicidad, dos son las exigencias impues- 


tas por este teorema, a saber: 


O?, el número de condiciones iniciales debe ser igual al orden, k, y 


19 las k condiciones iniciales deben ser consecutivas. 


$ 20.3 Resolución de EDL y PVI: métodos elementales 


$ 20.3.0 Sustitución hacia adelante (SHA) 


La estrategia de sustitución hacia adelante (SHA) —llamada a veces simplemente, iteración— se 


lleva a cabo en tres fases: 

(E) Expansión hacia adelante, por ejemplo, a, = p(a,), a, = p(a,), a, = p(a,),...; 
(D  Intuición, por ejemplo, a, = p(n), y 

(D) Demostración de lo intuido (habitualmente por inducción). 


Veamos un ejemplo. 
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Ejemplo 635 


El número de gusanos en una colonia localizada de programas malignos (malware) 
oculta en una red se duplica cada segundo. Suponiendo que al comienzo de la colonia 
había un gusano, ¿cuántos habría después de n segundos sin considerar limitaciones de 
recursos computacionales? 


«Un gusano es un tipo de programa maligno que se replica en el sistema, adjun- 


tándose a diferentes archivos y buscando vías de comunicación entre los computado- 
res, como una red de computadores que comparta áreas comunes de almacenamiento 
de archivos. Los gusanos suelen ralentizar las redes. Un virus necesita un programa an- 
fitrión para ejecutarse, pero los gusanos pueden ejecutarse por sí mismos. Después de 
que un gusano afecta a un anfitrión, es capaz de propagarse muy rápidamente por la 
red» (https: //www.geeksforgeeks.org/malware-and-its-types/). 


Resolución. Sea g(n) el n.* de gusanos en el segundo n. Notemos g(n) por y, —llegado 


un momento adoptaremos esta notación, habitual con sucesiones numéricas—. 


Como su número se duplica cada segundo, 
Gn = 29 n-1, (20.6) 
para todo n entero positivo y sabemos que 


go =1. (20.7) 
Estamos ante un problema de valores iniciales —cfr. supra definición 20.12 (p. 1143 de esta 
edición)—. 


Encontremos una expresión explícita, una fórmula cerrada, para g,,, por sustitución ha- 
cia adelante (SHA). 


o. Expansión hacia adelante. 


1.  Intuición.— Intuimos que 9, = 2” - 9o, y por (20.7), nuestra intuición definitiva es que 
paratodo n E N, 
di = 2", (20.8) 
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2.  Demostración.— Debemos demostrar lointuido, que g, = 2”,paratodo n E N, por ejem- 
plo, porinducción débil. Veamos, como por unlado, de (20.7), Y. = 1y porotro, de (20.8), 
Jo = 2?, que también es 1, se sigue el paso base de la inducción. Para demostrar el paso in- 
ductivo, tomamos como hipótesis inductiva que g; = 2' y demostramos que Q¡+, =2P; 
en efecto, de (20.6), 9 +, = 29;, de donde, por hipótesis inductiva, 9 +, = 2: 2*, es decir, 
Jin = 20*. Al satisfacerse el paso base y el paso inductivo, las hipótesis de la inducción 


débil, concluimos por ésta lo intuido, que para todo n E N, g, = 2”. 


Esta fase final, la demostración, es crucial, de lo contrario, todo quedaría en una mera 


intuición. 


Observación 20.3.0.— El método de sustitución hacia adelante tiene un condicionante fuerte, a 
saber, la tercera fase, es necesario demostrar lo intuido, algo crucial como ya hemos comentado, 


pues de lo contrario, insistimos, todo quedaría en una mera intuición. 


$ 20.3.1 Sustitución hacia atrás (SHT) 


Similarmente a la sustitución hacia adelante, la estrategia de sustitución hacia atrás (SHT) se lleva 
a cabo en tres fases: 


(E) Expansión hacia atrás, por ejemplo, a, = p(a,-,) = pl(p(ar-,)) = Pld(p(a,-3))) =...; 
(D  Intuición, por ejemplo, a, = p(n), y 
(D) Demostración de lo intuido (habitualmente por inducción). 
Utilicemos esta estrategia con el ejemplo 635 (p. 1144 de esta edición). 
Ejemplo 636 (635 bis) 
El número de gusanos en dicha colonia localizada de programas malignos oculta 
en una red se duplica cada segundo. Suponiendo que al comienzo de la colonia había un 


gusano, ¿cuántos habría después de n segundos sin considerar limitaciones de recursos 
informáticos? 


Resolución. Sea q, el n.? de gusanos en el segundo n; como dicho número se duplica 
cada segundo, Y, = 29, -,, para todo n entero positivo y sabemos que Y. = 1. 


De nuevo estamos ante un problema de valores iniciales. 


Buscamos una expresión explícita para q, por sustitución hacia atrás (SHT). 
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o. Expansión hacia atrás. 


1 
In =2*9Gn-1=2 * Gn-1 
2 
=2+* a ? Usa) =2" *On-2 


=2* - (2- Gn-3) =2- 9n3 


1.  Intuición. Expandimos hasta que intuimos, en este caso que q, es de la forma 
— pk E 
In =2' *9n-k5 


como este descenso es finito y termina cuando 9»-+ = Yo, y comosin—k=0,k=mn, 
entonces 
n 
On =2 : Jo, 


y como Yo = 1,intuimos que 9, = 2”, paratodo n E ÑN. 


2. Demostración. Debemos demostrar lo intuido, esto es, que 9, = 2”, para todo n E N, por 


ejemplo, por inducción débil —cfr. infra actividad 20.0 (p. 1146 de esta edición)—. 


Actividad 20.0 


Completemos la tercera fase, demostración, del ejemplo inmediatamente anterior. 


Observación 20.3.1.— La sustitución hacia atrás tiene el mismo condicionante fuerte que la sus- 
titución hacia adelante, a saber, la tercera fase, es necesario demostrar lo intuido, algo crucial como 


hemos dicho, pues de lo contrario, debemos insistir, todo quedaría en una mera intuición. 


$20.3.2 Estrategia telescópica (TEL) 


La estrategia telescópica (TEL) se lleva a cabo en tres fases: 


(E) Expansión telescópica, por ejemplo, a, — 4, = do, 4, — 0, = d,, 43 — 0, =d,,..., Ap — Ap = 


p(n—1); 
(2) Suma, miembro a miembro, todas las igualdades, por ejemplo, a, — 4. = p(n), y 
(S) Sustitución, de a, en a, — A., obteniendo a. 

Veámoslo con una variación del ejemplo 635 (p. 1144 de esta edición). 


En vez de n, usemos t para los instantes de tiempo discreto, así t — 1indica la unidad de tiempo 


(. ../segundo/minuto/hora/día/...) inmediatamente anterior a t y t + 1la inmediatamente posterior 
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a t, en vez de q, usemos N, para notar la población de gusanos en la colonia, esto es, el número 
bruto de individuos —gusanos informáticos, en nuestro caso— en el instante t (N, se conoce como 
la abundancia actual). 


Además de N;, consideremos ahora B,, D,, l; y E,, como el número de gusanos creados («na- 
cidos»), desaparecidos («muertos»), nuevos en la colonia procedentes del exterior («inmigrados»), 
antiguos miembros de la colonia localizados fuera en otro lugar de la red («emigrados»), en dinámica 


de poblaciones, éste se conoce como modelo BIDE (Births, Immigration, Deaths, Emigration), 


Ni =Niy + Bis — Di + hi — Ep (te Zz?); 
de hecho, para no escribir tantos t — 1, suele utilizarse la forma progresiva 


Ni = N¿+ B¿— D; +! — E, (ten). 


Observación 20.3.2.— La afirmación go = 1, que se traduce en Ny = 1, implica que si no sucede 


nada en la colonia, entonces g, = 1, ya que N, = No + Bo — Do + lo — Eo =1+0-0+0-—0=L1 


Observación 20.3.3.— Si el área poblacional es muy grande —en el ejemplo 635 (p. 1144 de es- 
ta edición), si la infección está muy extendida en la red—, o en todo caso, cuando los desplaza- 
mientos poblacionales no se consideren de importancia, podríamos despreciar la inmigración y la 
emigración, y si por otro lado, trabajásemos con tasas per cápita, la ecuación quedaría N+¿y,/N¿ = 
1+ B¿/N; — D¿/N¿, que suele expresarse N¿y1/N¿ = 1 + r+, siendo r; la tasa finita de incremento y, 
entonces, la ecuación quedaría N¿y, = N¿ + Nery; si las tasas de nacimiento y muerte permanecie- 


sen constantes (no dependencia de la densidad), B¿/N¿ = b y D¿/N¿ = d, entonces r; = b— d sería 


constante, r, y la ecuación sería N¿y, = N¿(1 + r), la cual, si el valor inicial (abundancia inicial) es No, 


tiene como solución N¿ = No(1 + r)' (lo que podríamos demostrar por sustitución hacia adelante). 


Existen muchos más modelos: si tales tasas no son constantes (dependencia de la densidad), 
si considerásemos estratificaciones por edad, si incluyésemos factores no predecibles, si surgen 
divisiones independientes de la colonia, modelos de múltiples especies de individuos (predador- 


presa, competencia...), etc.?. 


Dicho esto, ejemplifiquemos esta estrategia con una pequeña modificación del ejemplo 635 (p. 
1144 de esta edición). 


2 Por otra parte, no nos olvidemos de la teoría evolutiva de juegos (cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Teoría_evo- 
lutiva_de_juegos). 
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Ejemplo 637 (635 cis) 


Supongamos que en dicha colonia localizada de programas malignos oculta en la 
red, hemos conseguido implantar una contramedida que «marca» los gusanos nada más 
que se crean o detectamos su llegada o salida de la colonia, y observamos una pauta fija, 
a saber, observando el instante t, el número de gusanos creados es el mismo que el de 
desaparecidos y sorprendentemente, el número de inmigrados es 2t y el de emigrados 
t. Seguimos suponiendo que al comienzo de la colonia había un gusano (esto es, N, = 1). 
La cuestión es, ¿cuántos habría después de n segundos sin tener en cuenta limitaciones 


de recursos informáticos? 


Resolución. Tenemos pues que N; = B;, Í; = 2t y E, = t, para todo t, por tanto, N, = 
NA ¿+B, ¿=D, ¿+l ¿—E, , queda 


Ne= Ni +t=1, 
ya que 2(t — 1) — (t-1)=t-=1. 
Apliquemos la estrategia telescópica. 


o. Expansión telescópica.— Iteramos N, — N;_, = t — 1 recorriendo los valores de t: 


NN, =t-—1. 


1. Suma.—Sumamos todas las igualdades para, por un lado, anular muchos términos, 
(N, NN No) + (No — N,) q (No, NN N¿_,) EN (N, > N¿_) — N; 5 Nos 


y por otro, obtener una suma parcial conocida de una serie, 


quedando que 
N,=N.=0+ (1+2+3+-::"+t)-1. (20.9) 
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Observemos que (14+-2+3+- --+t) esla suma parcial tésima de una progresión aritmética 


de diferencia 1, y esta suma es 
t(t+1) 
Z 


Ñ (20.10) 


2.  Sustitución.— Sustituimos (20.10) en (20.9), por lo que 


t 
No No = 04D y, 


y ahora incorporamos la condición inicial, esto es, en este caso, sustituimos N, por su 
valor, a saber, 1, 


t(t+1 
N,—1= o+ t(t+1) = 1, 
2 
y por tanto, 
od 
2 


Hemos conseguido hallar una expresión explícita, una fórmula cerrada, para N;. 


Observación 20.3.4.— La estrategia telescópica tiene dos condicionantes fuertes, a saber, la 
ecuación en diferencias debe ser ajustable para que, O.*, por un lado, la expresión en el lado izquier- 
do de la igualdad sea «plegable» telescópicamente y, 1.9, por otro, la suma parcial que se obtiene 


en el lado derecho debe ser conocida. 


Observación 20.3.5.— En el ejemplo 635 (p. 1144 de esta edición), Y, = 29 n-1 no se pliega teles- 


cópicamente, así que no es admisible aplicar la estrategia telescópica. 


Observación 20.3.6.— La sucesión [(N,,) está catalogada en la OEIS como la sucesión A152947!. 


El término n + 1 de esta sucesión es precisamente el enésimo número poligonal central, esto 
es, 
Na = PA 
n+1 — c! 1 (n), 


2 .. a , . 5 
donde [ Pl Im) es la sucesión de los números unigonales centrales”, que se definen tradicional- 


mente como la solución única del PVI (comparémosla con la de N),,) 


PO) = PAN) 4n (120, 
PP (o) = 1 


cuya expresión explícita más frecuente es 


* Vid. https://oeis.org/A152947. 
2 Cfr. v. gr. https://oeis.org/wiki/Centered_polygonal_numbers. 
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y que están catalogados en la OEIS como la sucesión A0001242. 


Otra interpretación de p, es el máximo número de piezas en que puede dividirse un disco 
con n cortes rectos tipo guillotina*. 
Observación 20.3.7.— Por otra parte, 
¿PO (n) = Ta +1, 


donde T,, es la sucesión de los números triangulares”, que se definen tradicionalmente como la 


solución única del PVI (comparémosla con la de a, y N,) 


Ta = Ip1+n (n 2 1): 


la =9, 


cuya expresión explícita más frecuente es 


Teorema 20.5 (GAUSS) 
Todo número natural es suma de como mucho tres números triangulares. 
(Por ejemplo: o =0;1=1;2=1+133=3;4=1+3;5=1+1+3, y así sucesivamente). 


Teorema 20.6 


Todo cuadrado perfecto es suma de dos números triangulares consecutivos. 
(Por ejemplo: 1? = 0 +1;2? =1+ 3,3? =3 + 6;4? = 6 +10;5* = 10 +15;6? =15 + 21,7? = 21 +28, y 


así sucesivamente). 


Enumerativamente: 


3 Vid. https://oeis.org/A000124. 

4 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_del cortador perezoso. 
5 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular. 

6 Vid. https://oeis.org/A000217. 
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neZz+ neN 00.123 .4 5 6 7 8 9 
Faz= Eo ; 
aii Tn = PAGISO): 0.1 3 6 10 15 21 28 36 45 
To =0. 2 
Pm) = POD PP A y 
2) or? 1.2. 4 7 Mn 16 22 29 37 46 
Pi" (0) =1. Obs. ¿Pi "(n)= Tp +1. 
Na = Ni + n—1, N, = de =y +L 
2 11124 7 65M 16 22 29 37 
No =1. Obs: Nai = PO (nm). 


$ 20.4 Resolución de EDL y PVI: coeficientes indeterminados 


$ 20.4.0 EDL-H y EDL-NH: principios de superposición y solución general 


Teorema 20.7 (Principio de superposición, l) 


Sean f y g dos soluciones de la ecuación en diferencias lineal homogénea de orden k, 


conh +a(n)h(n—-1) + c,(n)jh(n—2)+---+cx(n)h(n—=k) =0, 


entonces para todo a, B € R, af + Big es también solución de dicha lineal homogénea. 


Teorema 20.8 (Corolario) 
Toda combinación lineal (finita) de soluciones de la ecuación en diferencias lineal homogénea 


de orden k es también solución de dicha ecuación. 


Teorema 20.9 (Principio de superposición, ll) 


Sea f una solución de la ecuación en diferencias lineal completa de orden k, 


conmh(n) + a(mh(n—1) + c.(mh(n—2)+---+cx(njh(n— k) =F(n), 


y sea y una solución de su homogénea asociada, entonces para todo B E R,f + Pg es también 


solución de dicha lineal completa. 


Teorema 20.10 (Corolario) 
La suma de una solución de la ecuación lineal completa de orden k con una combinación lineal 


(finita) de soluciones de su homogénea asociada es también solución de la lineal completa. 


Esto se extiende a la situación general siguiente. 
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Definición 20.13.— Llamamos sistema fundamental de soluciones de la ecuación en diferencias lineal 


homogénea de orden k a un conjunto de k de sus soluciones [9o, 91, ..., 9x1) tal que Ino E Z tal 
que 
go(No) a, (0) 2ES Ok-1(No) 
go(Mo — 1) (No =1) ...  grilno—1) 
50, 
go[No=k+1) giíno=k+1) ... Grilno=k+1) 


Teorema 20.11 (Solución general) 


Sea la ecuación en diferencias lineal completa de orden k, 


coln)h(n) + (n)h(n—1) +c,(nh(n-—2)+-+-+cz(n)jh(n— k) = Eln), 


y sea [90, 91... 9x1) un sistema fundamental de soluciones de su homogénea asociada, 


entonces: 


O. la solución general de la lineal homogénea es el conjunto infinito de funciones 


k-=1 


let el 


í=0 


la solución general de la lineal completa es el conjunto infinito de funciones 


k-=1 


+) B:95BorBu-..+ Biar El 


i=0 


A renglón seguido, desgranamos este resultado para el caso de coeficientes constantes, estu- 


diando orden dos y general y homogeneidad frente a compleción. 


$20.4.1 EDL-H-CC: polinomio característico y raíces características 


A partir de aquí y con ánimo a familiarizarnos con lo que también es costumbre, notaremos 
h(n +) por h,,;;igualmente, utilizaremos un nombre más frecuente en el ámbito de las sucesiones 


como es (1, +;. Más adelante, en problemas donde la variable dependiente sea el tiempo, notaremos 


Ut+i- 


Dada la ecuación en diferencias lineal homogénea con coeficientes constantes de orden k 


CoAn + C¡AOp-1 + C2Op-3 +: + CkCp-k =0, 
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tratemos de hallar una solución que tenga la forma exponencial r” (r 4 O), 
Gar” el Pe da + pre bal 1 dl ES =0, 


esto es, 


E AN O A 


lo que simplificando, queda 


A A e A IN 


Definición 20.14.— Llamamos polinomio característico de la ecuación en diferencias al miembro iz- 
quierdo de esta última igualdad y es de grado k. Es de grado k y tiene, en general, k raíces, que llama- 
mos raíces características. La propia igualdad se conoce como ecuación característica (o sinónimamente, 
a veces, ecuación auxiliar) de la ecuación en diferencias). Las raíces características son las soluciones 


de esta ecuación. 


$ 20.4.2 Resolución de una EDL-H-CC de orden dos 


En este momento nos preocupa la resolución de una ecuación en diferencias lineal homogénea 


con coeficientes constantes, de orden dos. 


Sean Co, C,, C, € RR, la EDL homogénea con coeficientes constantes C¿01, + C¡Ap-1 +C,0p-, =0 


y su ecuación característica cor? + Cr + C, =0. 


Distinguiremos dos casos según esta EDL tenga dos raíces características reales simples o una 
raíz característica real doble. 


Caso de dos raíces reales simples 


Así, por una parte, si tiene dos raíces reales distintas r, y r,, cada una de ellas origina una so- 
lución particular de la ecuación en diferencias, a saber, las sucesiones [r¿] y [r7], respectivamente 


—ha sido nuestro punto de partida, buscar soluciones con esta forma—. 
En estas condiciones se satisface el siguiente teorema. 
Teorema 20.12 (leorema UNO) 


La solución general de 
CA + C¡0Ap-1 + C¿0p-, =0 


es la familia infinita de sucesiones [ a, ) definida por 


0) 21) 7 
0 = CO (eel 
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-n 


Demostración. Porel principio de superposición ya que el conjunto [r¿, rf) es un sistema fun- 


damental de soluciones. 


Caso de una raíz real doble 


Por la otra parte, si la EDL-H tiene una raíz real doble r,, ésta origina dos soluciones particulares 


de la ecuación en diferencias, a saber, las sucesiones [rg] y [nri). 
En estas condiciones se satisface el siguiente teorema. 
Teorema 20.13 (leorema DOS) 


La solución general de 


CoAn + C¡Ap-=1 + C¿Ap-,=0 


es la familia infinita de sucesiones [ a, ) definida por 


E, N 21) 
a, = CrooPo ar Cro nr (e Cro = 


Demostración. Por el principio de superposición ya que el conjunto [rf, nrf) es un sistema 


fundamental de soluciones. 


Ejemplo 638 (continuación del 563) 


¿Cuántas palabras binarias de longitud siete existen que no contengan dos unos 


consecutivos? 


Resolución. Pensemos ahora en un plateamiento con ecuaciones en diferencias. Para 


CAS 


simplemente por a(n), y tengamos bien presente que el significado de a(n) es el número de 
p Pp BS p 


ello, notemos 


palabras binarias de longitud n que no tienen dos unos consecutivos. 
Para hallar la relación de recurrencia, consideremos el último bit de la palabra, entonces 


o.”, si dicho bit es o, hay a(n — 1) palabras que no tienen dos unos consecutivos, las corres- 
pondientes a la longitud de la subpalabra de los n — 1 primeros bits, pues todos sus bits 
son libres de ser 0 0 1, ya que al ser un o el último bit de la palabra, éste no influye en que 


la palabra tenga dos unos consecutivos; por otro lado, 


1.9, si el último bit de la palabra es 1, como no puede haber dos unos consecutivos, el bit ante- 
rior debe ser o, por lo que son los n — 2 primeros bits los que son libres de ser O o 1, esto 


es, hay a(n — 2) palabras que no tienen dos unos consecutivos. 
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Entonces, por el principio de la adición, 
a(n) =a(n—1)+a(n-—2) 
o escrita en otro formato para sucesiones, 
Ap = An-1 + An-2 


siendo éste un ejemplo más de ecuación en diferencias, que como dijimos no es más que una 
expresión que relaciona un término cualquiera a,,, de una sucesión dada [a,,), con uno o más 
términos anteriores o posteriores —cfr. supra definición 20.6 (p. 1141 de esta edición) —. En el 


formato más tradicional de ecuaciones en diferencias lineales de orden k, 
Co(N)A, + EC (MA), + C(M)O 2, +0: +cx(n)a,-; = Fln), 
CON Co, Cy, Cz, - +. , Cx, F funciones en n, queda 
A, — An — An, =0; 


así, esta ecuación en diferencias es: 
o. deorden 2, ya que jo — 2] = 2; 
1. — lineal pues en los sumandos no aparecen productos de términos; 


2. homogénea, porque entodos los sumandos aparece un término a;, enotras palabras, F es 
la función constante nula, F(n) = o, con coeficientes constantes Co, C,, Cc, son funciones 


constantes c.(n) = C, =1,C,(n) = C, = —1,C,(N) = C, = —1. 


Preocupémonos ahora por cómo resolver la ecuación en diferencias, lineal homogénea 


con coeficientes constantes y de orden 2, 
A”) = Ap — Ap-2=0 (20.11) 


Esto es, nuestro objetivo es encontrar una fórmula cerrada, una expresión explícita para a,. 


No es difícil comprobar que no se pliega telescópicamente. ¿Y qué hay de los métodos de 
sustitución, hacia adelante o hacia atrás? Pues que para esta sucesión, nada más que empeza- 
mos a intentarlo se nos complica bastante. 


Es la hora de poner en práctica el cuarto método: coeficientes indeterminados. 


Cómo resolver por este método una ecuación en diferencias lineal homogénea con coe- 
ficientes constantes, de orden 2, nos lo explica el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teore- 
ma UNO) y el teorema 20.13 (p. 1154 de esta edición) (teorema DOS). 
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Lo primero es hallar las raíces características de (20.11), esto es, las soluciones de su ecua- 


ción característica 


que tiene dos soluciones reales distintas, 


F => , 


de donde, de acuerdo con el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema UNO), cualquier 


sucesión a, que satisfaga (20.11) es de la forma 


8 sa (52) 


da =Pa> 
n Po 2 
para determinados números reales p, y p,. 


Solución.— La solución general de (20.11) es 


Cn = Po* [=£) + Pr: (=$) (Po, pp, E R) (20.12) 


2 


lo cual significa que existe un número infinito no numerable de sucesiones a, que son solu- 


ciones particulares de dicha ecuación, cada una de ellas determinada por dos valores reales 


concretos de Po y p;- 


Observación 20.4.0.— Cualquier solución particular (a, ) de (20.11) es de la forma ( 20.12), para 
dos números reales concretos po y py; por ejemplo, si py = 1 y p, = 1 se trata de los números de 


Lucas”, que corresponde al problema de valores iniciales 


Ap — Op1—0p-2=0 (2<n), 
Co = 2, 
(1 = L; 
y que en la OEIS está catalogada como la sucesión A000032*. 


De aquí en adelante, L,, significará el enésimo número de LUCAS, y su expresión, a la vez que 


definición, tradicional como problema de valores iniciales es 


Es = Ln-1 | Lo-a (2 < n), 


7 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Número_de_Lucas. 
$ Vid. https://oeis.org/Ao00032. 
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Enumerativamente: 


nl0 123456 7 8 9 
lp [2 1.3 4 7 1 18 29 47 76 


Un segundo ejemplo. Si po = 1/y5 y pi = —1/vy/5, se trata de los números de FIBONACCI?, que 
corresponde al problema de valores iniciales 


Ap = Op Op-2=0 (2<n), 


está catalogada como la sucesión A000045 en la OEIS??. 


De aquí en adelante, F,, significará el enésimo número de FIBONACCI, y su expresión, a la vez 
que definición, tradicional como problema de valores iniciales es 


Fa = Fa + Faz (2 < n), 


Enumerativamente: 


nlo0 1234567 8 9 
Fa [O LIZ358S DD 


No es difícil demostrar que los números de LucAs pueden definirse en función de los de FIBO- 
NACCI, 


lp Paja (1 E n), 


Lo = 2. 


Observación 20.4..1.— Utilizamos el artefacto SageMath" y este programita en lenguaje Sage con 


un par de funciones recursivas para los números de FIBONACCI y LUCAS, 


? Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesión_de Fibonacci. 
19 Vid. https://oeis.org/A000045. 
H Cfr. supra $ 9 (p. lxxxii de esta edición). 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


20.4. Resolución de EDL y PVI: coeficientes indeterminados 1158 


def fibRec(n): 
ron <:23 
return n 
else: 
return fibRec(n-1) + fibRec(n-2) 
def lucRec(n): 
if n<1: 
return 2 
else: 
return fibRec(n-1) + fibRec(n+1) 
print ([(fibRec(n),lucRec(n)) for n in range(12)]) 


para obtener (los devuelve e imprime) los doce primeros números de FIBONACCI y 


Lucas, en las componentes inicial y final de los pares ordenados, respectivamente: 
Share 


[(0, 2), (1, 1), (1, 3), (2, 4), (3, 7), (5, 11), (8, 18), (13, 29), (21, 47), (34, 76), (55, 123), (89, 199)] 


Actividad 20.1 
Para inferir la ecuación en diferencias, en vez de un razonamiento regresivo, hacia atrás, par- 


tiendo del bit final, bien pudiésemos haber hecho un razonamiento progresivo, hacia adelante, 
partiendo del bit inicial. 


Actividad 20.2 

Los números de FIBONACCI también satisfacen las recurrencias F,, = 2F,¡F,p +Ff(Q < 
MY Pon = Fi + FíGQ < n). Puede ser un buen ejercicio de computación escribir un 
procedimiento recursivo basado en ellas y averiguar si este nuevo procedimiento incrementa 
la recomputación con respecto al construido de acuerdo a la recurrencia F, = Fp-, + Fn-z 
(2<mn). 


Por recomputación nos referimos a que, por ejemplo, en el procedimiento definido a partir 
de esta última recurrencia, el cálculo de F,, se hace a partir del cálculo de F,, y F,,, y que 
para hallar F,,, es necesario calcular F,, y Fzo (como vemos, el cálculo de F,, se ha hecho dos 
veces —cosa que podría evitarse, por ejemplo, con una tabla auxiliar de memoria, pero no es 
el caso—). 


Ejemplo 639 —continuación del ejemplo 638 (p. 1154 de esta edición) — 


¿Qué hay entonces de la respuesta a cuántas palabras binarias de longitud siete exis- 
ten que no contengan dos unos consecutivos? 


Resolución. Recordemos que la solución que hallamos fue 34 —cfr. supra ejemplo 563 (p. 
1034 de esta edición)—. 
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Asimismo, recordemos, una vez más, que en este ejemplo, a, representa el número de 


palabras binarias de longitud n que no tienen dos unos consecutivos. 


Como (1, — Ap; — Ap, = O es una ecuación en diferencias de orden 2, según el teore- 
ma 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), teniendo dos valores iniciales consecutivos, 


tenemos una solución particular. 


Precisamente esto es lo que ha ocurrido con los números de FIBONACCI y LUCAS; ob- 


servemos que la ecuación en diferencias es la misma, son los valores iniciales los que definen 
dichas sucesiones unívocamente. 


Así pues, necesitamos dos valores iniciales. 


¿Qué sucede cuando n = 0? Es decir, 4, = ¿? (palabras de longitud o; aunque estos ar- 
gumentos por vacuidad nos siguen provocando dolor de cabeza, ¿verdad?). En cualquier caso, 
en el universo de las palabras el equivalente al conjunto vacío (conjunto sin elementos) es la 
palabra vacía (palabra sin letras), usualmente designada por e, así que 4, = 1. Sí nos parece 


claro que: 


= (1, =2,porque ninguna de las dos únicas palabras de longitud uno posibles, a saber, o y 


1, tiene dos unos consecutivos, y 


= (1, = 3, porque sólo las palabras 00, 01 y 10 son las que no tienen dos unos consecutivos 
(la palabra 11 sí que los tiene). 


Aún más, son dos valores iniciales «adecuados» de acuerdo con el teorema 20.4 (p. 1143 
de esta edición) (teorema CERO), en el sentido de que son consecutivos y en número igual al 
orden de la ecuación, a saber, 2, así que la expresión explícita para [a,) es la única solución 


del problema de valores iniciales 


Ay —= Ap = Ap =0, 
dj, =2, 


Cl, 1 3. 


Vamos a resolverlo. Sustituyendo cada valor inicial en la solución general (20.12), 


a EL 


2 2 


A, = Po: ) (Po, pi E R) (20.13) 


obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas p, y p;: 


(a, =)2= po EA [=£). 


2 
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cuya solución es 


p Ma 
0) 2, , 

aL 
EE 


esto es, la expresión explícita (fórmula cerrada) para a, es 


O a O 


2 2 2 


Solución.— Pues sí, en efecto, la respuesta a la pregunta «¿cuántas palabras binarias de 
longitud siete existen que no contengan dos unos consecutivos?» es 34: 


2 2 2 


dy = 


= 34. 


Observación 20.4.2.— Es posible expresar a, en función de los números de FIBONACCI: 
dy = EN 


De hecho, se menciona en la OEIS al comienzo de la página correspondiente: «F(n +2) = número 
de secuencias binarias de longitud n que no tienen ceros consecutivos»!? (notemos que da igual 
interpretar con o o con 1; se trata de cadenas binarias, cadenas de dos símbolos x e y, sean éstos 
los que sean)). (Si tenemos inquietud y disponemos de tiempo, observemos además la profusión 


de interpretaciones que aparecen en los comentarios). 


Observación 20.4.3.— Claro que también es posible expresar a, en función de los números de 


FIBONACCI y LUCAS: 


De hecho, si solicitamos al artefacto Wolfram Alpha la solución de nuestro problema de va- 
lores iniciales, introduciendo solve a(n) = a(n-1) + a(n-2), a(1) = 2, a(2) = 3, ésa es su res- 


puesta. 


2 Vid. https://oeis.org/Ao00045. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


1161 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


Observación 20.4.4.— Utilizamos el artefacto SageMath!* y este programita en lenguaje Sage 
(no olvidemos que es un buen ejercicio el inferir la lógica subyacente, en otras palabras, anotar 


cada línea de código), 


def str_no11(n): 
str_k = [*?0*,*1?] 
tmp = [] 
for k in [2..n]: 
for c in str_k: 
tmp.append(c+*0?”) 
if c[-1] == *0”: 
tmp.append(c+”*1?) 
str_k = tmp[:] 
tmp = [] 
return str_k 


str_no11(7) 


para obtener las 34 palabras de siete bits que no contienen dos unos consecutivos, solución del 


ejemplo: 
[?o000000”, ”?0v00001”, ?0oVaV010”, ”0V00100”, >0VV0101”, ?0001000”, >0V001001”, ?0V01010”, ?0010000?, 
9010001”, *0010010”, 0010100”, ?0010101”, 0100000”, ?0100001”, ?0100010”, ?0O100100”, ?0O100101”, 
0101000”, *o101001”?, *?0101010”, ”?1000000”, ”1000001”?, *1000010”, ?1000100”?, *1000101”*, *”1001000?, 
1001001”, *1001010”, *1010000”?, *1010001”, *1010010”, *1010100*, ”1010101”] 


$ 20.4.3 Resolución de una EDL-H-CC de orden k 


Sean Co, Ci, C2,-** ,Ck E R,la EDL homogénea con coeficientes constantes C¿A, + C¡0Op-, + 
C¿Op-¿+***+C0,-x = Oy suecuación característica Es + e HECAIUAR HC r+Ck=0. 


Distinguiremos dos casos según esta EDL tenga k raíces características reales simples, esto es, 


el mismo número que el orden de la EDL, o tenga t raíces características reales múltiples. 


Caso de raíces características reales simples 


Nos interesa la resolución de una ecuación en diferencias lineal homogénea con coeficientes 
constantes, de orden k y con k raíces características reales simples, esto es, suponemos que la EDL 
tiene k raíces características reales distintas r,, r,,..., r;-,. Pues bien, cada una de estas raíces ori- 


gina una solución particular de la ecuación en diferencias, a saber, las sucesiones (rf), [rPP,..., 
rn 
A 


En estas condiciones tenemos el siguiente teorema. 


B Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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Teorema 20.14 (Teorema TRES) 


La solución general de 
Cos07 7 010717 CO 92 += + COn = 0, 


siendo ésta tal que tiene k raíces características reales simples, es la familia infinita de suce- 


siones (a, ) definida por 


N 


Eon Hd) 21) z 
a A da 1 UN y dE O LOS 


Demostración. Por el principio de superposición ya que [rf,rf',...,rf_,) es un sistema fun- 


damental de soluciones. 


Caso de raíces características reales múltiples 


Nos interesa ahora la resolución de una ecuación en diferencias lineal homogénea con coefi- 
cientes constantes, de orden k y con t raíces características reales múltiples. Suponemos enton- 
ces que la EDL tiene ft raíces características reales ro, r,,..., r;-, con multiplicidades respectivas 
Mo, M,,..., M¿_,, Siendo My + M, + +++ + mM, = k. Pues bien, cada raíz r;, con multiplicidad 


m; > 1origina m; soluciones particulares de la ecuación en diferencias, a saber, las sucesiones 
Ada laca (APA 
Imaginemos que r; fuese la única con multiplicidad mayor que 1, entonces, por el principio de 
superposición, la sucesión (a, ) definida por 
di= Cala + 047 
E Cno] FED E CO E 
Eos 


esto es, por 


N 2 y) 
An = Cro + Cf; 


2 mi-1Y N 
A E A a 


_N 
+ Cra kar 


CON Cros ++ +1 Criyo rior +++ Cri o Cigar + + + Cry, E R, sería la solución general de la ecuación en di- 


ferencias. 
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Así, llegamos al siguiente teorema. 


Teorema 20.15 (leorema CUATRO) 


La solución general de 
Co0n — 0-1 7 COn=2 +++" Ekdn=k = 0, 


siendo ésta tal que tiene t raíces características reales r,, 1,,..., ri, (t < k) con multiplicida- 
des respectivas Mo, M,,..., Mi, (siendo Mo + M, + +++ + my, = k), es la familia infinita de 


sucesiones [a,) definida por 


2d, mo-—1 AN 
An = (Cro, + Cro ME Cr Eo M9) 


2 mi-1 N 
Sn (e an Cr n 54 Cr n ar HAS Sn a MS ) ñ 


0 m1-1| ,n 
0 (cea ar Cria n mE Criora n =P 5 o rms n ; ) Piyr 


paro O 


Demostración. Por el principio de superposición ya que 


AN N 2,n mo-1,.N ¿N ¿N 2,Nn m+i-1,.n 
e A A A A: Fes 


es un sistema fundamental de soluciones. 


$ 20.4.4 Resolución de una EDL-NH-CC 


Sean Co, C;, Cz,*** ,Ck € RR, la EDL no homogénea con coeficientes constantes 


Co[N)A, + CE (N)Aa»-, + C(M)A 2, +0: +cx(n)an-; = Fln), (20.14) 
y su homogénea asociada 


Co[N)a, + Cc (m)a)- + C(N)ap-, +: + Cr(n)jan-k =0. (20.15) 


Obtención de la solución general 


Suponiendo que conocemos una solución particular La? y de la EDL-NH-CC y la solución ge- 


! ' k E ud 
neral [aP) de su homogénea asociada, se tiene el siguiente teorema. 


Versión: D:20240331194944+02'00' 02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


20.4. Resolución de EDL y PVI: coeficientes indeterminados 1164 


Teorema 20.16 (Teorema CINCO) 


La solución general de la EDL-NH-CC (20.14) es la suma de las anteriores, esto es, 


(tale 


Aún más, la suma de una solución de la EDL-NH-CC y de una solución de la EDL-H-CC es 
solución de la EDL-NH-CC. 


Obtención de una solución particular 
Falta que aprendamos a hallar [a p. 


Se trata ahora pues, de obtener una solución particular de una ecuación en diferencias lineal no 


homogénea con coeficientes constantes, de orden k. 


Este método supone que una solución particular de la no homogénea tiene la forma del término 


no homogéneo F (n). Sólo consideraremos el caso en el que es de la forma 


F(n) = (bin' A O O bo) se 


con b;,bi-,,** ,b,,bo,s E R, esto es, cuando F(n) es el producto de un polinomio en n por la 
enésima potencia de una constante, lo cual incluye los casos en los que F (n) es un polinomio o F(n) 
es una función exponencial. 


En estas condiciones tenemos el siguiente teorema. 


Teorema 20.17 (Teorema SEIS) 
Si s no es una raíz característica de la homogénea asociada a la EDL-NH-CC (20.14), entonces 


existe una solución particular de la no homogénea de la forma 
(po + pan + + py +po) 5", 


mientras que si sí lo es, con multiplicidad m,, existe una solución particular de la no homogé- 


nea de la forma 


ns (pni+ pan + + pin +po)s". 


$20.4.5 Síntesis: algoritmo de resolución en cinco pasos (ARED5) 


Para la solución de problemas de valores iniciales de ecuaciones en diferencias lineales con co- 
eficientes constantes, siendo el término no homogéneo F (n) el producto de un polinomio en n por la 
potencia enésima de una constante, es posible sintetizar el método de coeficientes indeterminados 


en un procedimiento consistente en cinco pasos. 
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Consideramos, pues, el problema de valores iniciales de orden k, 


Cola + C10p-1 + C30p-2 + +++ COn = F(n), 


Co = Vo, A = Vi, +. ., Oki — Vk-1> 


donde vo, Y, ..., Vx-1 € R son los valores iniciales y F(n) el producto de un polinomio en n por la 


potencia enésima de una constante, esto es, 


Fla) = (bin! bei +bt bo) 5 


Para resolver este PVI, procederemos en cinco pasos. 


Paso 1. 


Obtención de las raíces características de la ecuación en diferencias. 


Considéremos la homogénea asociada, 
Cop + COn + 02092 +++ + Ckdp-k =0, 


y obtengamos su ecuación característica, 


O A 


finalmente, solucionémosla, esto es, hallemos las raíces características de la ecuación en 
diferencias. 


Paso II. 
Obtención de la solución general de la homogénea asociada. 


Cada raíz característica simple r genera un término de la forma —<cfr. supra teore- 
ma 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema UNO) y teorema 20.14 (p. 1162 de esta edición) 
(teorema TRES)— 


21) 
CHF, 


y cada raíz característica múltiple r de multiplicidad m,, genera los términos —cfr. supra 
teorema 20.13 (p. 1154 de esta edición) (teorema DOS) y teorema 20.15 (p. 1163 de esta 
edición) (teorema CUATRO) — 


N 2) 2,n m,-—1,.n 
EE AT A 


Determinaremos posteriormente las constantes C;,, C;,, C;,, ...,Cr,, , € R. La solu- 


EP 4 . ! 2 . 
ción general de la homogénea asociada [ay es la suma de todos los términos genera- 
dos por todas las raíces características. Si F(n) = o, debemos ir al paso 4 con o como la 


solución particular de la no homogénea. 
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Paso ITI. 


Obtención de una solución particular de la no homogénea. 


Consideremos la forma general 


F(n) = (bin + bin + +bin+bo)s", 


con b;, b;-,,+** ,b,,bo,s € R (por ejemplo: F(n) =2-3",b,=2,s =3;F(n) =3"7?, 


bo =1:3?,s = 3) y procedamos según lo establecido en el teorema 20.17 (p. 1164 de esta 


edición) (teorema SEIS) para obtener [a Lo) he 


Paso IV. 


Obtención de la solución general de la no homogénea. 


Es la suma de la solución general de la homogénea asociada Lal”) (obtenida en el 
paso 2) más la solución particular de la no homogénea [al?) (siendo ésta osi F(n) =0, 
o la obtenida en el paso 3) —cfr. supra teorema 20.16 (p. 1164 de esta edición) (teorema 
CINCO)—. 


Paso V. 
Obtención de la solución del problema de valores iniciales. 


La sustitución de cada valor inicial en la solución general de la no homogénea nos 
proporciona una ecuación lineal con las constantes desconocidas como incógnitas. Al 
solucionar el sistema resultante de ecuaciones lineales, obtenemos los valores de estas 
constantes. Finalmente, la sustitución de estos valores en la solución general de la no ho- 
mogénea, nos proporciona, en forma explícita, la única solución del problema de valores 


iniciales —cfr. supra teorema 20.17 (p. 1164 de esta edición) (teorema SEIS)—. 


Observación 20.4.5.—  Enestas notas sólo trabajamos con raíces reales; si nos interesase saber có- 
mo trabajar con raíces complejas, podríamos acudir a la bibliografía recomendada (cfr. infra 8 20.9 
[p. 1257 de esta edición]). 


$ 20.5 Muestra de ejemplos 


Para los ejemplos siguientes, utilicemos la teoría de ecuaciones en diferencias para, en todos 
los casos razonando su porqué, modelizar y resolver la situación expuesta en la cuestión en estudio: 
[, propongamos una ecuación en diferencias (ED) o más; IL, propongamos un problema de valores 
iniciales (PVI); III, demostremos que dicho PVI tiene solución única; IV, calculemos las raíces ca- 
racterísticas pertinentes; V, obtengamos las soluciones de las ED concernientes, y VI, resolvamos el 


mencionado PVI y, por tanto, obtengamos la solución explícita de la cuestión. 
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$20.5.0 EDLCC homogéneas 


Ejemplo 640 


Demostremos que el número de subconjuntos de un conjunto de n elementos es 2”. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Cuando añadimos un elemento a un conjunto, éste dobla el número de sus subconjuntos, 
pues todo subconjunto previo sigue siéndolo (cuyo número es a,,-,) y los nuevos subcon- 
juntos se obtienen como unión del nuevo elemento con cada subconjunto previo (por lo 
que el número de nuevos subconjuntos también es a,_,). 


Reflejamos esto con la ecuación en diferencias (el principio de adición está implícito) 


Di =2045 (1< a), (20.16) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Por otro lado, el conjunto vacío, aun sin elementos, tiene un subconjunto, a saber, él mis- 


mo. Esto se traduce en la condición inicial a, = 1. 


Es por ello que la situación se recoge en el PVI 


A, =20p-1 (1< mn), 


Co = 1. 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


La ecuación en diferencias a, —24,-, = O es de orden uno, lineal, homogénea y de coefi- 
cientes constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema 
CERO), un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una 
ecuación de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución (tam- 


bién conocida como expresión explícita). 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. Se trata de las raíces características de la ho- 
mogénea asociada (la propia ED de partida en este caso) (Paso I de ARED5 —cfr. supra 
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$ 2.0.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio característico asociado a dicha ED es 
r=2=0, (20.17) 
tiene una raíz real simple (con multiplicidad uno), 


Fo =Z. (20.18) 


V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De lo anterior, de acuerdo con el teorema 20.14 (p. 1162 de esta edición) (teorema 


TRES), cualquier sucesión [ a, ) que satisfaga (20.16) es de la forma 
ON 2 (20.19) 


para un cierto número real po. 


En otras palabras, [a,) definida por a, = po : 2”, donde p, E R, es la solución 
general de (20.16), lo cual significa que existe un número infinito no numerable de 
sucesiones [a,) que son soluciones particulares de (20.16), cada una de ellas deter- 
minada por un valor real concreto de po. 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 

C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Sustituyendo el valor inicial en la solución general (20.19), obtenemos la ecuación lineal 
con una incógnita po, 
(de =)L=pa+2" 


cuya única solución es p, = 1. 


En definitiva, una expresión explícita para [a,) es 


dp =2* (n e N). 
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Observación 20.5.0.— Ésta es la sucesión de las potencias de dos'*. 
Observación 20.5.1.— Está catalogada como la sucesión AO0O0O079 en la OEIS'. 


Observación 20.5.2.— Pudiésemos utilizar el artefacto SageMath?? y este programita en lenguaje 
Sage para definir el polinomio característico de una ecuación en diferencias lineal homogénea con 


coeficientes constantes de orden k 
Col + C1Op-1 + C2Op-2 +: + CkUpk =0, 


mediante la función 


def charpoly(constants): 
k = len(constants) - 1 


return constants[0]*x"k + sum([constants[i+1]xx*(k-1-1) for 1 in range(k)]) 


para, por ejemplo, ver la ecuación característica, que en este caso, como la ecuación en diferencias 


eS Ap — 20p-1 =0, es 
show(charpoly([1,-2]) == 0) 
y calcular y mostrar las raíces características de la ED, en este ejemplo, 


charroots = [charp[o] for charp in charpoly([1,-2]).roots()] 
for r in charroots: 


show(r) 


Ejemplo 641 


Se lanza n veces una moneda al aire, ¿en cuántos resultados posibles (sucesos ele- 
mentales) no aparecen dos caras consecutivas? —Por ejemplo, si n = 2, son tres: 


cara cruz) (Cruz cara Cruz cruz). 


[EFO 17.1.2022:10]. Cfr. [213]: ejercicio 6.9 (pp. 135-136). 


Resolución. Esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 639 (p. 1158 de esta 
edición). 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


En efecto, si sale cruz la primera vez, hay a,,_, resultados posibles de no aparecer dos caras 


consecutivas en los próximos n — 1 lanzamientos; si sale cara la primera vez, la segunda 


14 Cfr. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Potencia_de dos. 
15 Vid. https://oeis.org/Ao00079. 
16 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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deberá salir cruz, por lo que hay a, _, resultados posibles de no aparecer dos caras conse- 


cutivas en los siguientes n — 2 lanzamientos. Luego, como en el ejemplo estudiado, 


Aj, = Ap + Un» G<n) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 
Además: 


=  (1,=2,puesen el lanzamiento de una moneda hay dos casos en el que no aparecen 


dos caras consecutivas, a saber, bien sale cara, bien sale cruz; 
=  (1,=3,como se ha comentado en el enunciado. 


En definitiva, que esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 639 (p. 1158 de 
esta edición). A él remitimos para ver la resolución detallada de los apartados III, IV, V y VI. 


Solución. —Si se lanza n veces una moneda al aire, el número de resultados posibles (suce- 
sos elementales) en los que no aparecen dos caras consecutivas es a1,, que, expresado en función 


de los números de FIBONACCI, es 


da = Entz (ne Z?). 


Ejemplo 642 


Calculemos cuántas palabras ternarias (base 3) de longitud n no tienen dos cifras 


consecutivas iguales. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Sea a, el número buscado. Sea una palabra válida de longitud n. Como su última cifra 
debe ser distinta de su penúltima cifra, ésta sólo tiene dos posibles valores (los dos valores 
distintos de su última cifra —trabajamos en base 3—), por lo que, por el principio de la 


adición, 4, = 4,-, + 0,-_,, en definitiva, 


A, — 20p-1 =0 (20.20) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Al ser la ecuación lineal homogénea de coeficientes constantes y orden 1, por el teore- 


ma 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), basta con un valor inicial para confor- 
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III. 


IV. 


NA 


mar un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias que tenga una solución 


única. Exploramos posibles valores iniciales: 
do. = 1 (la palabra vacía); 

a, =3 (las palabras O, 1 y 2); 

a, = 6 (las palabras 01, 02, 10,12, 20 y 21). 


Observamos que (20.20) representa la cuestión en estudio paran > 1(estoes, (1, = 1esun 
caso ajeno a la recurrencia), es decir, que la sucesión que buscamos tiene como definición 


implícita: 
A, — 20p-1=0 (n > 1) 
Da =1 
0=3 
Así, con a1, = 3 conformamos el problema de valores iniciales que resolveremos con la teoría 
estudiada: 


A, —20p-1=0 (n > 1) 


di =3 


Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden 1, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 


ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. 
Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED original en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED (20.20) es r — 2, siendo r, = 2 su única raíz caracte- 


rística, real y simple (multiplicidad 1). 
Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 


A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 
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De lo anterior, por un teorema conocido —cfr. supra teorema 20.15 (p. 1163 de esta 


edición) (teorema CUATRO)—, la solución general es 


n= (c,, ER). (20.21) 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 

C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 
(Paso V de ARED5). 


Para ello, como es una ecuación de orden 1, se necesita un valor inicial, en este caso, a, = 3. 
Así: 


==, 
de donde: 


(20.22) 


lo) 


3 
Cro ==. 
% 


A y 3 
Sustituyendo (20.22) en (20.21), obtenemos el número buscado a, = ¿Y (para n > 0). 


Solución. — El número de palabras ternarias de longitud n que no tienen dos cifras conse- 


cutivas iguales es 


Up =3-255 (n > 0) 


Cy = 1 


Observación 20.5.3.— La sucesión [a,) está catalogada como la sucesión A003945 en la OEIS”, 


donde encontramos más fórmulas e interpretaciones. 


Enumerativamente: 


nlf0 123 4 5 6 7 .8 9 
356 


an | 1 12 24 48 96 192 384 768 


1172 


Observación 20.5.4.— 


Una vez resuelto l, esto es, obtenido el problema de valores iniciales de 


ecuaciones en diferencias y demostrado que tiene solución única, podríamos haberlo soluciona- 


do por cualquier otro método estudiado o conocido, sin olvidar que en algunos casos, como por 


17 Vid. https://oeis.org/A003945. 
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ejemplo, si lo hubiésemos hecho mediante expansión, deberíamos demostrar el resultado segura- 
mente mediante inducción. En nuestra resolución no hace falta pues el resultado es consecuencia 


de la aplicación directa de teoremas (y no de una intuición). 
Ejemplo 643 


Siendo n un número natural, calculemos el número de subconjuntos de 


[1,2,..., nj que no contienen números consecutivos. 


[EFE 7.7.2021:9]. Cfr. [213]: ejercicio 6.10 (p. 136). 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Designemos a, para representar el número de subconjuntos buscado. Para construir 


una ecuación en diferencias para a, razonemos hacia atrás, dado un subconjunto S de 


[1,2,..., n) que no contiene números consecutivos, hay dos casos, según pertenezca o 
nonaS: 
O. sinnopertenece a S, se trata en realidad de un subconjunto de ([1,...,n—1) y hay 


a ,-, de éstos; 


1. sin pertenece a S,como $ no contiene números consecutivos, n — 1 no pertenece a 
S y contar cuántos hay es tan sencillo como quitar n de ellos n, pues al no estar ni n 


nin — 1, su número es (>. 


Subyace el principio de la adición. Estos casos (sucesos, en realidad) se excluyen mutuamen- 
te (son incompatibles ya que n, bien pertenece a S, bien no pertenece a S) y su unión es el 
suceso ser subconjunto de [1,2,..., n) sin números consecutivos, entonces, por el prin- 
cipio de la adición, dicho suceso unión sucede de a, = 0,-, + 0, -, formas distintas, en 
definitiva, 

A”) = Ap — Ana = 0. (20.23) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Al ser la ecuación lineal homogénea de coeficientes constantes y orden 2, por el teore- 
ma 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), basta con un valor inicial para confor- 
mar un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias que tenga una solución 


única. Exploramos posibles valores iniciales: 
do. = 1(con O elementos, sólo hay un conjunto, el vacío); 


a, = 2. (con 1 elemento, hay dos, el vacío y el propio conjunto). 
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Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 


An — Ap — Ap =0 (11 > 2) 
Cy = 1 
Ct = 2. 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden 2, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 


ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED es 


siendo 


0 2, 
HD) 4 1 (0) 145 
És 2-1 2 * 


las raices características distintas y simples (esto es, ambas con multiplicidad uno) de di- 
cha ED. 


V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De lo anterior que por un teorema conocido —teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) 
(teorema UNO) o teorema 20.15 (p. 1163 de esta edición) (teorema CUATRO)— la so- 


lución general es: 


(Cr, Cr, E R). (20.24) 


8 + (558) 


Cn = Cro 2 F Cr 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


1175 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


No procede (la ED es homogénea). 
C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos en la solución general obtenida, 


8 eo (sy 


l ri 


(00 =)1= co | 


2 
1 1 
1— 1+ 
(di = ¡2 =66 [=$] PE (24) ] 
a 2 

de donde, 

lo — ae a (20.25) 

10 
+ 
n= a (20.26) 
10 
Sustituyendo (20.25) y (20.26) en (20.24), obtenemos el número buscado 
ES E El E A E 
úl 10 2 10 2, 
Solución.— El número de subconjuntos de [1,2,..., n) sin números consecutivos viene 
dado por 
uN 1 a n 1 n 
AT | e) ¿E | =a (n > 0). 
10 2 10 2 
Observación 20.5.5.— Para todo n natural, 


dy = Frias 


donde ([F,,) es la sucesión de FIBONACCI, catalogada como la sucesión A000045 en la OEIS'? don- 
de encontramos diversas fórmulas e interpretaciones, por ejemplo, referidas a esta cuestión, lo que 
hemos demostrado, que F,,y, es el «número de subconjuntos de ([1,2,..., nj que no contienen 
enteros consecutivos» y también, en relación a lo que discutiremos a continuación, en la observa- 


ción 20.5.6 (p. 1176 de esta edición), el «número de palabras binarias de longitud n que no tienen 


18 Vid, https://oeis.org/Ao00045. 
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ceros consecutivos». 


nl[0 1234 5 6 7 8 9 
dn|1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 
FA[0 11.23 5 8 13 21 34 


Observación 20.5.6.— Alternativamente, podríamos haber codificado cada subconjunto como 
una palabra de n bits donde 1 representa que el número esté en el subconjunto y o que no esté. 


Por ejemplo, 


V=0...0...0, 


(1,3,n—3,n) = 1010...0...Ol1001. 


De esta manera, por el principio de la biyección, el número de subconjuntos de ([1,2,..., n) que no 
contienen números consecutivos coincide con el número de palabras de n bits que no contienen 


unos consecutivos. 


Así, por ejemplo, designando d,, para representar dicho número de palabras, la discusión y 
distinción de casos, razonando hacia atrás, en el apartado | hubiese sido que hay dos, según la 


palabra termine onoeno: 


O. sila palabra termina en un bit con valor o, da igual el valor del bit anterior, habiendo a,,-, pala- 


bras de n — 1 bits que no contienen unos consecutivos; 


1.  sila palabra termina en un bit con valor 1, el bit anterior debe valer o, habiendo a,-, palabras 


de n — 2 bits que no contienen unos consecutivos. 


Observación 20.5.7.— Una vez obtenido el problema de valores iniciales de ecuaciones en di- 
ferencias y demostrado que tiene solución única, podríamos haberlo solucionado por cualquier 
otro método estudiado o conocido, sin olvidar que en algunos casos, como por ejemplo, si lo hu- 
biésemos hecho mediante expansión, deberíamos demostrar el resultado seguramente mediante 
inducción. En nuestra sugerencia de respuesta no hace falta pues el resultado es consecuencia de 


la aplicación directa de teoremas (y no de una intuición). 
Ejemplo 644 


Un robot puede dar pasos de uno o dos metros. Calculemos el número de formas en 


que el robot puede recorrer n metros. 


Cfr. [158]: ejemplo 4.4.5 (pp. 206-207). 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 
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O. Discusión previa. 
Sea a, el número de formas en que el robot camina n metros. 


Como el robot pueda dar pasos de uno o dos metros, puede haber llegado desde un 
metro atrás o desde dos metros atrás. 


Si ha llegado desde un metro atrás, entonces, como hay n — 1 metros desde el origen 


hasta ese punto, el robot puede haber caminado esta distancia de a1,-, formas. 


Por otra parte, y similarmente, si ha llegado desde dos metros atrás, entonces, como 
hay n — 2 metros desde el origen hasta ese punto, el robot puede haber caminado 
esta distancia de a, _, formas. 


Esto ha sido un razonamiento regresivo («hacia atrás»). 


Alternativamente, podríamos haber hecho un razonamiento progresivo («hacia ade- 


lante»). Veamos. 
Supongamos que el robot está situado en el origen. 
Ahora, puede empezar a caminar dando un paso de un metro o uno de dos metros. 


Si empieza dando un paso de un metro, el resto de la caminata, una distancia de n—1 


metros, puede completarla de a,_, formas. 


De manera similar, si empieza dando un paso de dos metros, el resto de la caminata, 
una distancia de n — 2 metros, puede completarla de a,_, formas. 


Calculemos, a continuación, el número pedido mediando el principio de la adición. 
1. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles 
dos a dos. Estos sucesos son: 


Se = recorrer exactamente n — 1 metros; 


> = recorrer exactamente n — 2 metros; 


que son incompatibles puesto que se trata de recorridos con longitudes distintas. 
2.  Delas formas de suceder los sucesos. 


Recordemos, hemos llamado a, al número de formas en que el robot camina n me- 


tros. 


3. Aplicación del principio de la adición. 
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Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión S¿U 
S,. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles —ya que se trata de recorridos 
con longitudes distintas—, así que es admisible aplicar el principio de la adición. 


Notando por +X el número de formas en que sucede un suceso X, 
(So UÚ S,) => *S, ES *S,, 
que en términos de a, es 
An = Ap-1 + Op-2, 


en definitiva, 
A) = Ap — Ap, =0. (20.2,7) 
II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 
Los valores iniciales son: 
= (1, =1(el robot recorre un metro solo de una forma, dando un paso de un metro); 


= (a, = 2(elrobotrecorre dos metros de dos formas, bien dando dos pasos de un metro, 


bien dando un paso de dos metros. 


El problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias es 


Ay — Ap-1 — Clp-¿= 0 (3 < n), 
Cl, = 1, 
C, = 2. 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden 2, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 
ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. En nuestro 
caso, k = 2, esto es, el orden de (20.27) es dos y tenemos dos valores iniciales consecuti- 
vOS. 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
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característico asociado a dicha ED es 


r?—rum1, 
por lo que tal ED tiene dos raices características simples, esto es, ambas con multiplicidad 
uno, y distintas: 
1= y5 


Fo —= , 


2 
1+y5 


2 


r, = 


V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De acuerdo con el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema UNO), cualquier 


sucesión [ a, ) que satisfaga (20.27) es de la forma 


ra (2) 


Cl, = : 
n Po 2 2 


para determinados números reales po y p;. 


Por ello, 


+ pr: (Po, pr ER) 


a | 


2 


(5) 


es la solución general de (20.27), lo cual significa que existe un número infinito no 
numerable de sucesiones [a,) que son soluciones particulares de (20.27), cada una 


de ellas determinada por dos valores reales concretos de po y p;. 

B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 

C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 
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Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos en la solución general de (20.27), ob- 


tenemos el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas po y p,, 


eo (5 


1 po: | 


' 2 


cuya solución es 


¡NET 
V5 +1 
A= => 
2/5 


esto es, una expresión explícita para (a, ) es 


A a 


dd, = 


Observación 20.5.8.— Esta sucesión está relacionada con la de los números de FiBonaccI!? que 


se define tradicionalmente como 


En = Fp-1 + Fa=a (n e EN 


Recordemos que F,, está catalogada como la sucesión A000045 en la OEIS?*. 


Y a, y F, están relacionadas porque se satisface 
Dn = Fada (n € 2 
que, por otra parte, es expresable equivalentemente como 
An = == — (n € Z>), 


donde L,, es la sucesión de Lucas catalogada como la sucesión A000032 en la OEIS”!. 


2 Vid. https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesión_de Fibonacci. 
20 Vid. https://oeis.org/A000045. 
2 Vid. https://oeis.org/Ao00032. 
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Ejemplo 645 


(MiniTetris, I). Consideremos un tablero rectangular de 2 x n dividido en 2n cua- 
drados. Calculemos el número de maneras de cubrir exactamente, esto es, por completo 
y sin superposiciones, este tablero, con piezas rectangulares (dominós) 1 x 2, estando 


permitido girar las piezas en ángulos que sean múltiplos de un ángulo recto. 


Cfr. [158]: ejercicio 7 (Self-Test) (p. 371). 


Resolución. Esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 644 (p. 1176 de esta 


edición). 
I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 
O. Discusión previa. 


Entenderemos por embaldosar, llenar completamente, sin solapamientos, pudiendo 


las piezas rotar ángulos que sean múltiplos de un ángulo recto. 


Tenemos pues que embaldosar un rectángulo 2 x n|_ Icon piezas 1 x 2 


Comenzamos, 


=  bienporunapieza1x2girada 90” ], quedando por embaldosar un rectángulo 


2x(n—1), 


=  bienpordospiezas1x2Ll.,quedando por embaldosar un rectángulo 2 x (n — 
2). 
Calculemos, a continuación, el número pedido mediando el principio de la adición. 


1. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles 
dos a dos. Estos sucesos son: 


So < embaldosar un rectángulo 2 x n comenzando por una pieza 1 x 2 girada 90”; 


S, < embaldosar un rectángulo 2 x n comenzando por dos piezas 1 Xx 2; 


que son incompatibles puesto que se trata de embaldosados distintos. 


2.  Delas formas de suceder los sucesos. 
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Llamamos a, < número de formas de embaldosar un rectángulo 2 x n en las con- 


diciones dadas en el enunciado. 
2. Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión 
S/¿US,. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles —ya que se trata de embal- 
dosados distintos—, así que es admisible aplicar el principio de la adición. Notando 


por +X' el número de formas en que sucede un suceso X, 
(Sy U S,) =*S¿ ++S,, 
que en términos de a, es 
Ap = Ap-1 + An-2, 


en definitiva, 
Ay = Ap — Ap =0. (20.28) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Exploramos posibles valores iniciales: 


a, = 1 (una pieza 1 x 2 girada 90%: )); 


a, = 3 (configuraciones: yl); 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 


Aj — Ap 7 Op = 0, paran > 1, 
.=1, (20.29) 


A, = 2. (20.30) 


En definitiva, que esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 644 (p. 1176 de 


esta edición). En efecto, la longitud n de la caminata es equivalente a la longitud n del 


tablero, cada paso de un metro es equivalente a situar una pieza 1 x 2 girada 90”), y 


cada paso de dos metros es equivalente a situar dos dos piezas 1 x 2 


A dicho ejemplo remitimos para ver la resolución de los apartados III, IV, V y VI. 
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Solución.— El número de maneras de llenar completamente y sin solapamientos un rec- 
tángulo de dimensiones 2 x n con piezas rectangulares 1 x 2, pudiendo éstas rotar ángulos 


que sean múltiplos de 90”, viene dado por a, que, en función de los números de FIBONACCI, es 


ad, = Pis (n > o). 


Ejemplo 646 


Un dispositivo emite constantemente señales sonoras de tres tipos (bip, chof-chof 
y toc-toc) sin superposiciones. Una señal bip dura un segundo, una señal chof-chof, dos 
segundos y una señal toc-toc, también dos segundos. En n segundos, ¿de cuántas for- 
mas diferentes puede sonar dicho dispositivo?, en otras palabras, ¿de cuántas formas 
distintas puede el mencionado dispositivo llenar completamente y sin superposiciones 


un tiempo de n segundos con dichas señales sonoras bip, chof-chof y toc-toc? 


[EFE 28.6.2023:9]. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 
O. Discusión previa. 


Tenemos que llenar un tiempo de n segundos con señales sonoras bip, chof-chof y 


toc-toc, sin superposiciones. 
Comenzamos tal relleno, 


* — bien por una señal bip, quedando por emitir señales en los siguientes n — 1 


segundos, 


*  bienporuna señal chof-chof, quedando por emitir señales en los siguientes n — 


2 segundos, 


* — bienporuna señal toc-toc, quedando por emitir señales en los siguientes n — 2 


segundos. 


Calculemos el número pedido mediando el principio de la adición (cfr. supra $ 19.1.0 
[p. 1002 de esta edición]). 


1. Formalización del principio de la adición. 


Definimos tres sucesos incompatibles dos a dos: 


So <= emitir señales sonoras durante n segundos comenzando por una señal bip; 
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S, < emitir señales sonoras durante n segundos comenzando por una señal chof-chof; 


S, < emitir señales sonoras durante n segundos comenzando por una señal toc-toc; 


que son incompatibles dos a dos puesto que las tres señales sonoras son distintas. 
2.  Delas formas de suceder los sucesos. 

Llamamos a, + número de formas de emitir señales sonoras durante n segundos. 
3. Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión 
So U S, U S,. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles dos a dos, así que es 
admisible aplicar el principio de la adición. Notando por +X el número de formas en 
que sucede un suceso X, 


(So U S; U S£) 1 So + *S, + $*S,, 
que en términos de a, es 


An = An-1 + Apn-2 + Un-2, 


en definitiva, 
Ap — An-1 — 20p-2 = 0. (20.31) 
II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Exploramos algunos primeros valores iniciales (descartamos n = O por significar llenar 


un tiempo de cero segundos y ser esto independiente de las tres señales): 
= (1, =1(una señal sonora bip); 
=  (,=3(configuraciones: bip, bip; chof-chof; toc-toc); 


= (3 = 5 (configuraciones: bip, bip, bip; bip, chof-chof; bip, toc-toc; chof-chof, bip; 
toc-toc, bip). 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias (PVD 


Ay — Ap-¡—20dp-¿=0 Nn>2, 
a;=1L (20.32) 


de =3 (20.33) 
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III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden 2, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 
ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. En nuestro 
caso, k = 2 —el orden de (20.37) es 2 y tenemos dos valores iniciales consecutivos—. 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED es x? — x — 2, siendo ra = —1y r, = 2 las dos raices 
características simples, esto es, ambas con multiplicidad uno, y distintas. 


V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
O. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de AREDS5). 


Por el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema UNO), la solución general es 


An = Cr [=1)” + c,,2* (Cr, , Cr, ER). (20.34) 


1. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 

2. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 
(Paso V de ARED5). 


Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos (20.38) y (20.39) en (20.34) tenemos el 
sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 


a, =1=Cc.[(-D)'+c,2', 


a, =3=C. (1) +<c,2*, 
de donde: 


y (20.35) 


(20.36) 


W]|NW]|R 
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Sustituyendo (20.35) y (20.36) en (20.34), obtenemos la sucesión buscada 


i 2 
An =-(-)" +-2”. 
3 3 


Solución. — El número de formas de llenar completamente y sin superposiciones un tiem- 


po de n segundos con señales sonoras bip, chof-chof y toc-toc, viene dado por 


n= ((=1)" +2”) (as tl 


1 
3 
Observación 20.5.9.— Para todo n entero positivo, 


a, = Ín+1 


donde (/,,) es la sucesión de JACOBSTHAL, catalogada como la sucesión A001045 en la OEIS”, donde 


encontramos diversas fórmulas e interpretaciones. 


Enumerativamente: 


nl0 1234 5.6 7 8 9 
An |[= 1.3 5 11 21 43 85 171 341 
Jh|o 1.1.3 5 Mm 21 43 85 171 


Observación 20.5.10.— Vid. la observación 20.5.7 (p. 1176 de esta edición). 
Ejemplo 647 


(Mini-Tetris, II). Consideremos un tablero rectangular de 2 x n dividido en 2n cua- 
drados. Calculemos el número de maneras de cubrir exactamente, esto es, por completo 
y sin superposiciones, este tablero, con piezas rectangulares (dominós) 1 x 2 y cuadradas 
2 x 2, estando permitido girar las piezas en ángulos que sean múltiplos de un ángulo 
recto. 


[EFO 4.6.2021:10], [EFO 24.5.2023:9]. 


Resolución. Esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 646 (p. 1183 de esta 


edición). 
I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


O. Discusión previa. 


22 Vid. https://oeis.org/Aoo01045. 
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Entenderemos por embaldosar, llenar completamente, sin solapamientos, pudiendo 


las piezas rotar ángulos que sean múltiplos de un ángulo recto. 


Tenemos pues que embaldosar un rectángulo 2 x nl_ Icon piezas 1 Xx 2 Ly piezas 


2x2 


Comenzamos, 


=  bienporunapieza1x2girada 90” |, quedando por embaldosar un rectángulo 


2x(n—1), 


=  bienpordospiezas1x2Ll., quedando por embaldosar un rectángulo 2 x (n — 


2), 


=  bienporunapieza2x2|_|,quedando porembaldosarun rectángulo 2x (n—2). 
Calculemos, a continuación, el número pedido mediando el principio de la adición. 
1. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir sucesos incompatibles 


dos a dos. Estos sucesos son: 


So < embaldosar un rectángulo 2 x n comenzando por una pieza 1 x 2 girada 90”; 
S, 5 embaldosar un rectángulo 2 x n comenzando por dos piezas 1 X 2; 

S, = embaldosar un rectángulo 2 x n comenzando por una pieza 2 X 2; 

que son incompatibles dos a dos puesto que se trata de embaldosados distintos. 


2.  Delas formas de suceder los sucesos. 


Llamamos a, < número de formas de embaldosar un rectángulo 2 x n en las con- 


diciones del enunciado. 
2. Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión S¿U 
S,US,. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles dos a dos —ya que se trata 


de embaldosados distintos—, así que es admisible aplicar el principio de la adición. 
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Notando por +X el número de formas en que sucede un suceso X, 
(So U S; U S,) = HS + 4S, + *S,, 
que en términos de a, es 


An = An-1 + Ap-23 + Un-2, 


en definitiva, 


An — Ap-1 — 20p-, = 0. (20.37) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Exploramos posibles valores iniciales: 


a, = 1 (una pieza 1 x 2 girada 90%: )); 


a, = 3 (configuraciones: Ly Ly; 


az =5 (configuraciones: LJ, 11,561, L y). 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 
blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 


Ap — Ap-1 —= 20p-, = 0,paran > 2, 
a,=1, (20.38) 


== (20.39) 


En definitiva, esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 646 (p. 1183 de esta 


edición). A él remitimos para ver la resolución de los apartados III, IV, V y VI. 


Solución. — El número de maneras de llenar completamente y sin solapamientos un rec- 
tángulo de dimensiones 2 x n con piezas rectangulares 1 x 2 y cuadradas 2 x 2 pudiendo las 


piezas rotar ángulos que sean múltiplos de 90”, viene dado por 


(Ey +27) m0: 


dd, = 


1 
3 


Observación 20.5.11.— Como ya dijimos en la observación 20.5.9 (p. 1186 de esta edición), para to- 
do n entero positivo, a, = /, +1, donde [/,) es la sucesión de JACOBSTHAL. En la OEISW encontramos 
diversas fórmulas e interpretaciones, por ejemplo, referidas a esta cuestión, /, es el «número de 
formas de embaldosar un rectángulo 2 x (n —1) con balsosas 1 x 2 y cuadradas 2 x 2» y también el 


«número de formas de embaldosar un rectángulo 3 x (n — 1) con baldosas cuadradas 1x1y2xX 2». 


23 Vid. https://oeis.org/A001045. 
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Ejemplo 648 


Tenemos n monedas del mismo valor y que en cada compra, compramos o bien un 
objeto de tipo A, que cuesta una moneda, o bien uno de tipo B, que cuesta dos monedas 
o bien uno de tipo C, que también cuesta dos monedas. ¿De cuántas formas es posible 
gastar las n monedas? Tenemos en cuenta el orden, por ejemplo, para tres monedas hay 
cinco formas: 

AAA (tres compras, comprando un objeto A en cada una), 

AB (dos compras, comprando un objeto A en la primera y un objeto B en la segunda), 

BA (dos compras, comprando un objeto B en la primera y un objeto A en la segunda), 

AC (dos compras, comprando un objeto A en la primera y un objeto C en la segunda), 


CA (dos compras, comprando un objeto C en la primera y un objeto A en la segunda). 


Resolución. Esta cuestión es equivalente a las estudiadas en el ejemplo 646 (p. 1183 de 
esta edición) y en el ejemplo 647 (p. 1186 de esta edición). 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 
Sea a, el número de formas en las que se pueden gastar las n monedas. 
En la primera compra, puede ocurrir: 


= bien que compremos un objeto de tipo A, con lo que gastamos una moneda, por lo 


que nos quedan n — 1 monedas, que podrán gastarse de a,-, formas, 


= bien que compremos un objeto de tipo B o uno de tipo C, con lo que, en cada caso, 
gastamos dos monedas, por lo que nos quedan n — 2 monedas, que podrán gastarse 
de a,-, formas. 


Como todas estos sucesos son incompatibles dos a dos, entonces, por el principio de la 
adición, 


Ap = An-1 + 20p-2. (20.40) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Para encontrar la solución a la cuestión, necesitamos dos valores iniciales consecutivos 


—<cfr. supra teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO)—, que son: 
= (1, =1(se gasta de una forma, en una compra, comprando un objeto de tipo A); 


=  (, = 3 (se gastan de tres formas: 1, en dos compras, comprando en cada una un 
objeto de tipo A; o bien, II, en una sola compra de un objeto de tipo B, o bien, III, en 
una sola compra de un objeto de tipo C; abreviadamente: AA, B, C). 
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El problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias es 


Aj — Ap —20p_, = 0 (1<A), 
a =L, 
=3, 


En definitiva, esta cuestión es equivalente a la que estudiamos en el ejemplo 646 (p. 1183 
de esta edición). A él remitimos para ver la resolución detallada de los apartados III, IV, V y VI. 


Solución.— El número de formas posibles (sucesos elementales) en que es posible gastar 
las n monedas es, viene dado por 


dd, = 


((=y" +2) (ml 


A 


Observación 20.5.12.— Como ya dijimos en la observación 20.5.9 (p. 1186 de esta edición), para 


todo n entero positivo, a, = J, +1, donde ([/, ) es la sucesión de JACOBSTHAL. 


Actividad 20.3 

En el ejemplo anterior, el razonamiento que hemos hecho para formalizar la ecuación en dife- 
rencias ha sido «hacia adelante»; es muy recomendable que pensemos también en un razona- 
miento «hacia atrás», esto es, partiendo de que ya se han gastado las n monedas. 


Ejemplo 649 


¿Cuántas banderas de n franjas horizontales hay si cada franja puede colorearse con 
un único color de tres disponibles y no pueden ser del mismo color ni dos franjas conti- 
guas ni las franjas primera y última? (Puede ser una buena idea comprobar el resultado 
para banderas de hasta cuatro franjas). 


[EFO 17.1.2022:9]. Cfr. [150]: problema resuelto 6.1 (p. 276). 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) omás. 


Si bien la cuestión no es equivalente, la ecuación en diferencias que formaliza la presente 
es la misma que las estudiadas en los ejemplos 646 (p. 1183 de esta edición), 647 (p. 1186 de 
esta edición) y 651 (p. 1195 de esta edición): 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


1191 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


= una bandera de n — 1 franjas se extiende a una de n franjas coloreando la franja n 
con el color no utilizado en las franjas 1 y n — 1; se obtienen a,, banderas; 


=  unabandera de n — 2 franjas se extiende a una de n franjas, repitiendo en la n — 1 
el color de la 1, digamos x, y coloreando la n con cualquiera de los otros dos colores, 
digamos y y z: 


*  conel color y se obtienen a,-_, banderas, y 
*  conelcolor z se obtienen a,-_, banderas; 


= cualquier bandera se obtiene de lo anterior: si los colores de la 1 y de la n — 1 son 


iguales, procede del segundo caso, y si son distintos, procede del primer caso. 


Subyace el principio de la adición: estos casos (sucesos, en realidad) se excluyen mutuamente 
(son incompatibles ya que cada bandera sólo puede ser de un tipo) y su unión es el suceso 
colorear todas las banderas de n franjas horizontales en las condiciones del enunciado, 
entonces, por el principio de la adición, dicho suceso unión sucede de 4, = 0, + 0-2, + 


a, -, formas distintas, en definitiva, 


A) = Ap-¡ — 20), =0. (20.41) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 
Supongamos que los colores son blanco (B), rojo (R) y verde (V). Los valores iniciales: 
= (,=3,las banderas de una franja B, R y V; 
=  (,=6,las banderas de dos franjas BR, BV, RV, RB, VB, VR; 
= (,=6,las banderas de tres franjas BRV, BVR, RBV, RVB, VBR, VRB. 


= (4 = 18, las banderas de cuatro franjas BRVR, BRBR, BRBV, BVRV, BVBV, BVBR, 
RBVB, RBRB, RBRV, RVBV, RVRV, RVRB, VBRB, VBVB, VBVR, VRBR, VRVR, VRVB. 


Si bien pudiese parecer que se satisface la ecuación (20.41) para n > 3, no es así, pues 


d44=64+4 6+2x3 = a, + 20. Lo cierto es que dicha ecuación se satisface para n > 4. 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias (PVI) 


Ap — Ap-1—20p-¿=0 N24, 
ad, =6, (20.42) 


a, =6. (20.43) 
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III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden 2, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 
ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. En nuestro 
caso, k = 2 —el orden de (20.41) es 2 y tenemos dos valores iniciales consecutivos—. 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED es x? — x — 2, siendo ra = —1y r, = 2las dos raices 
características simples, esto es, ambas con multiplicidad 1, y distintas. 


V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
O. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de AREDS5). 


De lo anterior que por un teorema conocido —teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) 
(teorema UNO) o teorema 20.15 (p. 1163 de esta edición) (teorema CUATRO)— la so- 


lución general es: 


An = Cro[—1)” + C,,27 (Cr, Cr, E R). (20.44) 


1. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 

2. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos (20.42) y (20.43) en (20.34) tenemos el 


sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 


(a, =)6 = Cc. (1)? + c,,2*, 


(as) =6=c.(-1)? + c,,2, 
de donde: 


Cn = E, (20.45) 


Ca =T (20.46) 
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Sustituyendo (20.45) y (20.46) en (20.44), obtenemos 0, =2 - (-1)" +1: 2”. 


Solución.— El número de banderas de n franjas horizontales, si cada franja puede colo- 
rearse con un único color de tres disponibles y no pueden ser del mismo color ni dos franjas 


contiguas ni las franjas primera y última, viene dado por 


A, =2(-1)” +2” (n > 2). 


Observación 20.5.13.— Para n > 2, a, está catalogada como la sucesión A092297 en la OEIS?4, 


donde encontramos diversas fórmulas e interpretaciones. 


Enumerativamente: 


nlO0 1234 56 7 .8 9 
AIni= 3.6 6 18 30 66 126 258 510 


Ejemplo 650 


Una granja de cómputo dispone de tres tipos de computadores. Alquilar un minuto 
de cómputo de un computador del primer tipo cuesta un euro; alquilarlo de un compu- 
tador del segundo o tercer tipo cuesta dos euros. ¿De cuántas formas pueden gastarse n 


euros en alquilar minutos de cómputo en esta granja? 


[EFE 7.7.2021:10], [SEP 12.5.2022:10]. Cfr. [150]: problema resuelto 6.10 (p. 265). 


Resolución. Esta cuestión es equivalente a la estudiada en los ejemplos 646 (p. 1183 de esta 
edición), 647 (p. 1186 de esta edición) y 651 (p. 1195 de esta edición) y tiene la misma ecuación en 
diferencias (aunque no los mismos valores iniciales) que la estudiada en el ejemplo 649 (p. 1190 


de esta edición). 
En efecto. 
I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Designemos a, para representar el número de formas buscado. Para construir una ecua- 
ción en diferencias para a,, razonemos hacia atrás, observando el último alquiler reali- 


zado. Pueden suceder tres casos: 


o.  queelúltimo alquiler haya sido un minuto de cómputo de un computador del primer 


tipo, entonces los n — 1 euros restantes se han gastado de a,.-, formas; 


24 Vid. https://oeis.org/A092297. 
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1.  queelúltimo alquiler haya sido un minuto de cómputo de un computador del segun- 
do tipo, entonces los n — 2 euros restantes se han gastado de a,,_, formas; 


2. que el último alquiler haya sido un minuto de cómputo de un computador del tercer 


tipo, entonces los n — 2 euros restantes se han gastado de a, formas. 


Ya intuimos la equivalencia con el ejemplo mencionado; como allí, subyace el principio de la 
adición: estos casos (sucesos, en realidad) se excluyen mutuamente (son incompatibles ya 
que cada computador sólo puede ser de un tipo) y su unión es el suceso gastar los n euros 
en alquilar minutos de cómputo en esa granja, entonces, por el principio de la adición, 


dicho suceso unión sucede de 4, = 0-1 + Ap, + Op, formas distintas, en definitiva, 


A) = Ap — 20), =0. (20.47) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Por ser esta ecuación en diferencias lineal homogénea de coeficientes constantes y orden 
dos, del teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO) se sigue que basta con un 
valor inicial para conformar un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 


que tenga una solución única. 
Exploramos posibles valores iniciales: 


a, = 1 (sólo es posible alquilar un minuto de cómputo en un computador del primer 
tipo); 


a, = 3 (pueden, bien alquilarse dos minutos de cómputo de dos computadores del 
primer tipo —uno en cada uno—, bien dos minutos de cómputo de un computador 


del segundo tipo, bien dos minutos de cómputo de un computador del tercer tipo). 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 


A, — An —20p_, =0 (n > 2) 
Cl, = 1 
Cd, =3 


En definitiva, esta cuestión es equivalente a la estudiada en el ejemplo 646 (p. 1183 de esta 


edición). A él remitimos para estudiar la resolución de los apartados III, IV, V y VI. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


1195 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


Solución. — El número de formas en que pueden gastarse n euros en alquilar minutos de 
cómputo en la granja en cuestión viene dado por 


me : ((=y"+2%*)  (n>o). 


Observación 20.5.14.— Como ya dijimos en la observación 20.5.9 (p. 1186 de esta edición), para 


todo n entero positivo, 4, = +1, donde [/,] es la sucesión de JACOBSTHAL. 
Ejemplo 651 


Queremos transportar n objetos de tres tamaños distintos A, B, y C, desde el sitio 
P al sitio Q. De una vez, es posible que transportemos, o bien un objeto de tamaño A, 
o bien uno de tamaño B o bien dos de tamaño C. La cuestión es averiguar de cuántas 


formas pueden transportarse los n objetos desde el sitio P al sitio Q, 


Resolución. 

I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 
Sea a, el número de formas en las que se pueden transportar los n objetos. 
En el primer transporte, puede ocurrir: 


= bien quetransportemos un objeto de tamaño A o uno de tamaño B, con lo que que- 
dan, en cada caso, n — 10bjetos por transportar, que podremos transportar de a, 


formas, 


= bien que transportemos dos objetos de tamaño C, con lo que quedan n — 2 objetos 


por transportar, que podremos transportarse de dn—2 formas. 


Como «transportar exactamente n — 1 objetos de un lugar a otro» y «transportar exacta- 
mente n — 2 objetos de un lugar a otro» son sucesos incompatibles dos a dos, entonces, 
por el principio de la adición, 


A, =20)-1 + Op. (20.48) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Como (20.48) es una ecuación en diferencias de orden dos, según el teorema 20.4 (p. 1143 
de esta edición) (teorema CERO), teniendo dos valores iniciales consecutivos, tenemos 


una solución particular. 
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Exploremos algunos valores iniciales: 


= (1, = 1,una forma, a saber, sólo un transporte, transportando el único objeto que 
hay; 


= (1, =2,dos formas, que son: 
«  unsólo transporte en el caso de haber dos objetos de tamaño C, o bien, 


*  dostransportes en el resto de casos, esto es, si hay sólo un objeto de tamaño C 


o ninguno; 
" (dz = 5, ya que: 


+  sihayexactamente cero o un objetos de tamaño C, una forma (necesariamente 
en tres transportes [un objeto cada vez]); 


* si hayexactamente dos objetos de tamaño C, dos formas (en dos transportes 
[dos objetos en un transporte y un objeto en otro transporte] o en tres [un objeto 
cada vez]); 


+ si hay exactamente tres objetos de tamaño C, dos formas (en dos transportes 
[dos objetos en un transporte y un objeto en otro transporte] o en tres [un objeto 


cada vez]). 


El problema de valores iniciales es 


Ap = 20-17 (p_,=0 (3 ps n), 
a,=1, 
Cl, = 2. 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden dos, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 
ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. En nuestro 


caso, k = 2 —el orden de (20.48) es dos y tenemos dos valores iniciales consecutivos—. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED es r? — 2r — 1, siendo r. =1— y2y 5, =1+ v2 las 


dos raices características simples, esto es, ambas con multiplicidad uno, y distintas. 
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V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De acuerdo con el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema UNO), cualquier 


sucesión [ a, | que satisfaga (20.48) es de la forma 
A, =p:(U1—V2D"+pA-(1+vV2)", 
para determinados números reales po y p;. 
B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 
C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos en la solución general hallada de 


(20.48), obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas po 


y Pr: 


(a, =1) = po: (1 V2)'+p: (1+ V2), 
(a, =2) = po: (1- V2)*+ pr: (14 v2), 


cuya solución es 


1 
Po = 22 
1 


E 


es decir, 


Solución. —De ((1+ y2)" — (1— y2)”) / (2/2) formas resulta posible transportar n ob- 
jetos desde Pa Q, 
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Observación 20.5.15.— La sucesión a, no es otra que la sucesión de los números de PELL, (P)n>0 
y está catalogada como la sucesión A0O00129 en la OEIS”, donde encontramos diversas fórmulas 


e interpretaciones. 


Enumerativamente: 


nlÍ0 123 4 5 6 7 .8 9 
P, [0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 


$20.5.1 EDLCC no homogéneas 


Ejemplo 652 


Sea el arenero de un experimento web con una población de bots autorreplicantes 
malignos tal que no existen factores externos que modifiquen su crecimiento. Suponga- 
mos una población inicial de cien bots, que ésta duplica su número en cada generación y 
que, además, diez nuevos bots se incorporan en cada generación procedentes de la RUD 


contaminada. Calculemos el número de bots en la generación enésima. 


Resolución. Sea b, el número de bots autorreplicantes malignos en la generación n. 


Deducimos del enunciado, que 
br A Di + 10, 


la cual es una ecuación en diferencias lineal no homogénea con coeficientes constantes y de 
grado uno, por lo que según el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), teniendo 


un valor inicial, tenemos una solución particular; este valor inicial es b, = 100. 


Así, el problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias que nos interesa es 


b, —2b,-_, = 10 (1 >0), (20.49) 


bo = 100. (20.50) 


Pudiésemos, como en tantos ejemplos, seguir el procedimiento sistemático en 5 pasos, 
si bien procedemos a intentar una demostración por iteración, esto es, por sustitución hacia 
adelante (SHA): 


=  Expansión.— Iteramos b, = 2b,_, + 10 recorriendo los valores de n, de o en adelante: 


bo. = 100, 


25 Vid. https://oeis.org/Ao00129. 
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b, =2b,¿+10=2-:100+10= 2 -100+2* 10, 
b, =2b,+10=2-(2-100 +10) +10=2+2-100+2-10 +10 


= 2? -100+2' -10+2* -10, 


b,=2b,+10=2:(2:2-100+2-:10+10) + 10 
=2:2:2:100+2-:2:10+ 2-10 +10 


=2?-100+2*-10+2'-10+2* -10, 


= Intuición.— Tratamos de intuir una expresión general para b,: 


n—1 n—2 


b, =2" -1004+ 27 *.104+2?.104+--*+2'-10+2* -10 
=2" .100+ (2042 ?*4+-...4+2 +27) -10 
— AN n : ., tos 2 de 
= 2" -100 + (2” — 1) - 10 [suma parcial de una progresión geométrica de razón 2] 
= 110 -2” — 10. 
* La suma parcial de los n primeros términos, desde a, = 2? hasta 0,-, = 
2" conrazónr =1,estoes, S, = do(r”—1)/(r-1) = 22(2"—1)/(2-1) =2”—1. 


=  Demostración.— Queda demostrar lo intuido, esto es, que (Vn E N) (b, = 110 - 2” — 10); 
por ejemplo, por inducción débil. Sea P(n) <= 110 - 2” — 10. Apliquemos inducción débil 


(cfr. supra teorema 16.0 —p. 717—): 
Caso base (ID¿).— P(0) se satisface ya que 110 — 10 = 100, que es el valor de bo. 


Paso inductivo (ID.).— Supongamos P(k), esto es, 110 - 2% — 10, y preguntémonos 
P(k +1), es decir, 110 - 2£*! — 10; pues bien, 


Dry, = 2bj +10 
=2- (10 -2 —10) +10 


= 10 -2+* — 10. 


Conclusión (ID¿A1D,).—Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces, 
por el teorema 16.0 (p. 717 de esta edición), de inducción débil, se tiene lo buscado, 


a saber, que (Vn € N) (110 - 2” — 10). 
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En definitiva, la solución del problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 
es 
b, = 110: 2” — 10. 


Solución. — El número de bots en la generación enésima es 110 - 2” — 10. 


Observación 20.5.16.— La solución al ejemplo anterior es 


b, =110-2” —10 
=10-+ (11-27 —1) 
=100, 


donde a, es la sucesión catalogada como A086225 en la OEIS?*. 


Enumerativamente: 


ni|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
An 110 21 43 87 175 351 703 1407 2815 5631 


Ejemplo 653 


En N, se define la suma de dos naturales m y n en la forma: 


SO 
S(n,m) =S(n,m—1) +1. 


Demostremos que la solución única de este PVI es S(n, m) =n +m. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Observemos que n es ajena a la recursión. Así, de una manera más sencilla pero equiva- 
lente, denotando S(n, m) por f(m), estamos ante una ecuación en diferencias lineal no 
homogénea con coeficientes constantes, con función constante en el segundo miembro 


de la igualdad (la parte no homogénea), 


f(m) — f(m-—1) =1. (20.51) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


26 Vid. https://oeis.org/A086225. 
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Siguiendo con la denotación, tenemos el PVI 


f(m) —f(m-—1) =1, 
HO) =% 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Como (20.51) es de orden uno (|m— (m—1)| = 1) y conocemos un valor inicial, se sigue del 


teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO) que el PVI tiene una única solución. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada a (20.51) (Paso 1 de ARED5 
—cfr. supra $ 2.0.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio característico asociado a 


dicha ED es P(x) = x — 1 por lo que 1 es raíz característica simple (multiplicidad uno). 
V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


Por el teorema 20.14 (p. 1162 de esta edición) (teorema TRES), la solución general de 
la homogénea es 


Mim) = 01” (c, ER). 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
Fla)=1=1+1", estoes, by =1y5 =L 


Del el teorema 20.17 (p. 1164 de esta edición) (teorema SEIS), como s = 1es raíz 
de la homogénea asociada con multiplicidad m, = 1, se sigue que n'py1”, esto es, 
F(P)(m) = pom, en este ejemplo, es una solución particular de la completa. 


C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 


Por el el teorema 20.16 (p. 1164 de esta edición) (teorema CINCO), es (AM (m)) Y 
[FP)(m)], esto es, 


C, + pom (C,, Po ER). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Incorporación de las condiciones iniciales. 
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Sabemos que f(o) = n. Por tanto, 
(F(o) =)n =c, + po: 0, 


de donde 


C=m. 


Sustituyendo en (20.51), obtenemos la solución buscada, f(m) = n + m, es decir, 
S(n,m) =n+m. 


Ejemplo 654 


Calculemos el número de saludos que suceden entre n personas si todas se saludan 


entre sí una, y sólo una, vez (y ninguna persona se saluda a sí misma). 


[EFE 28.6.2023:10]. Cfr. [155]: ejemplo 10.30 (pp. 490-491). 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Pensemos en una reunión de n personas y sea a, el número de saludos que suceden entre 
las n personas si todas se saludan entre sí una, y sólo una, vez y ninguna se saluda a sí 
misma. Pensemos ahora en una reunión de n—1 personas (n > 2), entonces el número de 
saludos de dichotipo es a1,,-,. Imaginemos finalmente que una nueva persona, la persona 


n, acude a la reunión, saludará a las n — 1 personas de ésta. 
Subyace el principio de la adición. 
o. Formalización del principio de la adición. 


Para poder aplicar el principio de la adición debemos definir dos sucesos incompa- 
tibles, a saber: 


So = n — 1 personas se saludan entre sí; 


S, < una persona nueva (la persona n) saluda a las n — 1 personas anteriores; 


que son incompatibles puesto que la persona nueva no está entre las n —1anteriores. 
1. Delas formas de suceder los sucesos. 
Por lo comentado anteriormente: 


a. elsuceso S, sucede de a,,_, formas distintas; 
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b. elsuceso S, sucede de n — 1 formas distintas. 


Nota.— Aunque es bastante intuitivo, podríamos también formalizar esto últi- 
mo por el principio de la adición, con los sucesos S; < la persona n saluda a 
la persona i de la reunión de n — 1 personas (sucesos incompatibles dos a dos 
por ser las personas diferentes), ya que cada uno de estos sucesos sucede de una 
única forma y nuestro interés radica en conocer el número de formas en que su- 
cede el suceso unión, *(SU S]U...US] 


n—1 


de la adición es $S] + S¿+-+-+$*S]_, =14+1+-::-+1=NM. 


), esto es, +S,, que por el principio 


2. Aplicación del principio de la adición. 


Nuestro interés es averiguar el número de formas en que sucede el suceso unión S¿U 
S,. Como hemos dicho ya, son sucesos incompatibles dos a dos, así que es admisible 
aplicar el principio de la adición. Notando por +X el número de formas en que sucede 
un suceso X, 


(So U S,) =+S¿ +*S, 
= 0) +(n—1). 
Observemos que +*(S, U S,) no es otro que a,. 


Por todo esto, la situación descrita puede ser modelizada por la ecuación en diferencias 
A, =O0p + (n—-1) (2<n), 
que convenientemente reordenada queda 


Ap =p =nNn-—1 (2<n). (20.52) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVD). 
Exploramos algunos primeros valores iniciales: 
= (y =0O(no hay personas, no hay saludos); 
= (1, =0O(ninguna persona se saluda a sí misma); 
= (1, =1(dos personas se saludan sólo una vez). 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias (PVI) 


dy =p =n-—1 (2<n), 
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Co = O. 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden uno (|n—(n—1)| = 1), lineal, homogénea 
y de coeficientes constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) 
(teorema CERO), un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consis- 
tente en una ecuación de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única 


solución. 


Como el orden de (20.52) es uno, necesitamos sólo un valor inicial. Precisamente es lo que 
tenemos, por lo tanto, del teorema CERO se sigue que existe una única solución. 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico correspondiente a la homogénea asociada (la propia ED de partida en este 
caso) es r — 1, siendo r = 1la única raíz característica simple, esto es, con multiplicidad 
la 


V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
O. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de AREDS5). 


De lo anterior, por el teorema 20.14 (p. 1162 de esta edición) (teorema TRES), esta 


solución general es: 


a=c." (cEeR), 


en definitiva, 


=cCc (cER). (20.53) 
1. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
La forma general del término no homogéneo F(n) que hemos estudiado es 
Fin) = (bin + bin + «+ bin + bo) cs"; 


en nuestro caso, 
F(n)=n-1, 


que reescribimos en la forma general: 
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esto es, el caso particular para t = 1,b, =1,bo7 = —1ys = 1,y según el teorema 20.17 


(p. 1164 de esta edición) (teorema SEIS), como s = 1 es una raíz característica de la 
homogénea asociada, con multiplicidad m = 1, entonces existe una solución parti- 


cular [ar g de la completa, de la forma 
"(pa + pp + + pn+po):s”, 
en nuestro caso, 
n-(p.n+po):1”, 
esto es, 
al”) =n- (pn + po). 
Como [a tr) satisface (20.52), 


at) = a + (n— 1, 


esto es, 
n-(pn+po) =(n—1)- (pi(n—1) + po) + (n—1), 
que no es otra cosa que la igualdad de polinomios en n, 


pin? + pon = pin? + (po —2p, +1)n + (p, — Po — 1), 


de la cual, precisamente por definición de igualdad de polinomios, se tiene la igual- 
dad de coeficientes: 
P1=Pi, 
Po = Po =— 2P1 + 1, 
O0o=P:-— Po— 1. 
De aquí, 
pa 
P1 FA 


por lo que 


n 1 
ar =n (22), 
2 


esto es, una solución particular de la no homogénea es 
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2. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 


Por el teorema 20.16 (p. 1164 de esta edición) (teorema CINCO), la solución general 


La,,) de la completa es [ar +al” ), esto es, (a, ) está definida por 


0 =p me (5-2) (c ER), 


esto es, por 


—1 
A) =C+ nin (c ER). (20.54) 


VI. Obtención de la solución del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 
(Paso V de ARED5). 


Sustituyendo el valor inicial a, = O (no hay personas, no hay saludos) en (20.54) tenemos 


(o—-1)-0 
dd 


de donde c = Oy, por lo tanto, la única solución del problema de valores iniciales es 


(n —1jn 
a 


dd, = 


Solución. — El número de saludos que suceden entre n personas si todas se saludan entre 


sí una, y sólo una, vez y ninguna persona se saluda a sí misma, es (n — 1)n/2. 


Observación 20.5.17.— La sucesión [a,) está catalogada como la sucesión A161680 en la OEIS””, 


El término n + 1 de esta sucesión es precisamente el enésimo número triangular, esto es, 
An+1 = Ta, 


donde T,, es la sucesión de los números triangulares”?, que se definen tradicionalmente como la 
solución única del PVI (comparémosla con la de a,,) 


Tn=Tha+n (n>1), 


Ty =0, 


y cuya expresión explícita más frecuente es 


Los números triangulares están catalogados como la sucesión A000217 en la OEIS??, 


27 Vid. https://oeis.org/A161680. 
28 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular. 
29 Vid. https://oeis.org/Ao00217. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


12.07 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


Enumerativamente: 


ni i0 1234 56 7 8 9 
0n|O0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 


Tn ¡0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 


Observación 20.5.18.— Cfr. supra ejemplo 537 (p. 1003 de esta edición). 


Actividad 20.4 


Calculemos el número de saludos tratado que ocurren en un grupo de n personas, desde n = 1 


a n = 23, mediante un programa en el lenguaje de programación Sage del problema de valores 
iniciales 


A. = 04 =N=1 (10) 
AO 


Ejemplo 655 


¿Cuántas cartas son necesarias para formar un castillo de naipes 


de n pisos? En la imagen, apreciamos que hicieron falta 15 para formar 
un castillo de naipes de 3 pisos. 


[EFE 20.6.2018:7]. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


PENES SS 
PSISISESIN 


En la figura vemos los casos desde n = 1an = 5. Numeramos los pisos en orden ascen- 
dente de arriba abajo. Observamos que en el piso n hay: 


dos nodos terminales extremos, esto es, un nodo terminal izquierdo y un nodo ter- 


minal derecho, que generan cada uno dos cartas en el piso siguiente hacia abajo; 
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= (n —1) nodos terminales interiores que generan cada uno dos cartas en el piso si- 


guiente hacia abajo, esto es, un total de 2 - (n — 1) cartas; 


= (n +1) nodos terminales que generan n cartas horizontales —de techo— en el piso 


siguiente hacia abajo. 


Designemos N,, para representar el número de cartas en un castillo de naipes de n pisos, 
entonces 
Napa =Np2+2:2+2:-(n—-1D)+n, 


o bien, 
N, =Np1+2:2+2-(n-2)+n-=1 


y, en definitiva, 
Na = Ni +3n-=—1, 


con n > 1, es una ecuación en diferencias para N,. 


De hecho, se trata de una ecuación en diferencias de orden 1, lineal, no homogénea y de 


coeficientes constantes. 

Sin duda, somos capaces de comprobar los casos representados en la figura: 
N,=2, 
N,=7 =N,+3:2-1, 
N,=15 =N,+3-:3-—1, 
N, =26=N,+3-:4-1, 
N,;=40=N,+3-:5-—1. 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Con N, = 2 como condición inicial, conformamos el problema de valores iniciales 


NA on No-1 =3n-—1 (n > ale 
N, == 2, 


que resolvemos a continuación con la teoría estudiada. 


(en la observación 20.5.20 [p. 1211 de esta edición] estudiamos una vía alternativa). 


I. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 
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TE 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden uno, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 
ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. Como 
N, — N,-1 = 3n — 1€s de orden uno, necesitamos sólo un valor inicial. Y lo tenemos: 
ÑN, = 2. 


Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (Paso I de AREDs —cfr. 


supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). Dicha ecuación homogénea asociada es 
N, = Na, =0. 
El polinomio característico asociado a ella es 
x—1 


siendo 


il 


la raíz característica simple, esto es, con multiplicidad 1. 


III. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 


A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De lo anterior, por un teorema conocido —cfr. supra teorema 20.12 (p. 1153 de esta 


edición) (teorema UNO)—, la solución general es 


NY =c.1 (CER), 


esto es, 


NW =c (c ER). (20.55) 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de AREDS5). 


La hallamos mediante el método de los coeficientes indeterminados. En la presente 
cuestión, F(n) = 3n — 1, por lo que b, = 1,b, = 3ys = 1. Como s es raíz de 
la homogénea asociada con multiplicidad 1, entonces por el teorema 20.17 (p. 1164 
de esta edición) (teorema SEIS), existe una solución particular de la completa de la 


forma n*(p,n + po)1”, esto es, de la forma p,n? + pon. 
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Sustituyendo en la completa: 


(pin? + pon) — (prin — 1)? + poln—1)) =3n—1, 
pi? + pon — pin? +2p,n— p,— pon + Po=3n-—1, 


2Pi1Nn =P + Po=3n-— 1, 
de donde 


Po = 


pi= 


N|wWN]|r 


por lo que una solución particular de la completa es 


1 
NO =3m242p, (20.56) 
2 2 


C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 


La solución general de la completa es la suma de la solución general de la homogénea 
asociada y una solución particular de la completa, esto es, 


N, = NP 4 NP, (20.57) 
Sustituyendo (20.55) y (20.56) en (20.57), obtenemos 


1 
N, =c+ 3 +2n. (20.58) 
2 2 


IV. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Para ello, como es una ecuación de orden uno, se necesita un valor inicial, en este caso, 
N, = 2. Así, 
$ ad 
Ni =2=0+ E =>“L 
2 2 
de donde 
E =0, (20.59) 


Sustituyendo el valor inicial (20.59) en (20.58), obtenemos la solución única buscada en 
forma explícita 
3 1 
N, =2N+-—n. 
2 2 


Solución.— El número de cartas necesarias para formar un castillo de naipes de n pisos 
(n € N) viene dado por (3n? + n)/2. 
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Observación 20.5.19.—  Notemos que la solución tiene sentido para cero, esto es, ÑN¿ = O, es de- 
cir, en el piso o no hay cartas —por construcción, no hay cartas horizontales (cartas en la «base») 
en ningún piso—. De hecho, (N,) es la sucesión de los segundos números pentagonales, ,p»), 
catalogada como la sucesión A005449 en la OEIS%%, donde encontramos diversas fórmulas e in- 


terpretaciones. 


Por otro lado, tenemos la sucesión de los números pentagonales, (p,,), que está catalogada 
como la sucesión A000326 en la OEIS*! y la sucesión de los números pentagonales generalizados 


(gPn), catalogada como la sucesión A0O01318 en la OEIS*". 


Notemos que 2Pn = gP2zn Y QUe Pp = gPan-1(1< N) y Po =0. 


Enumerativamente: 


n o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Na = 2Pn | O 2 7 15 26 40 57 77 100 126 
Pn e) 1 5 12, 22, 35 s1 70 92 117 
gPm 01257 12 15 22 26 35 40 51 57 70 77 92 100 117 126 
m 01234556 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
Observación 20.5.20.— Una vez resuelto ll, esto es, obtenido el problema de valores iniciales de 


ecuaciones en diferencias y demostrado que tiene solución única, es posible solucionarlo por di- 
ferentes caminos. En la vía empleada en la resolución no nos ha hecho falta demostrar nada ya 
que es consecuencia de la aplicación directa de teoremas. A continuación, vemos otra vía, a par- 
tir de expandir, en la que sí tendremos que demostrar, en este caso por inducción débil, pues es 


resultado de una intuición. 


Tenemos la sucesión (N,,) definida inductivamente por 
No, = Na =3n —1 Dl (20.60) 


a partir de la que expandiendo intentaremos intuir la solución que finalmente deberemos demos- 
trar que lo es; en definitiva, aplicaremos sustitución hacia atrás (SHT) (cfr. supra 8 20.31 [p. 1145 de 


esta edición]). 
O. Expansión. 
Aplicamos la definición inductiva (20.60) reiteradamente: 


Na = Np-1+3n—1 


=(Np-2+3(N-=1)-1)+3n-—1 = No +2:3nN-3:1-2 


= (Np-3+3(N—2)—1)+2-3n—3:1—2 = Na +3 -3n—3- (14 2)-3 


30 Vid. https://oeis.org/A005449. 
31 Vid. https://oeis.org/A000326. 
32 Vid. https://oeis.org/A001318. 
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= (Np-4+3(N—3)-1)+3-3n—3- (142) -3= Np-4+4-:3n—3-(142+3)—4 


y así sucesivamente. 


1  Intuición. 


A partir de la expansión anterior, intuimos, para k € N, 
No =Npa+k-:3n-3-(1+24+3+...+(k-1))-k, 


que por ser1+2+3+...+(k-—1) la suma parcial de k —1términos de una progresión aritmética 
de diferencia 1, queda 


k(k —1) 


N, = mk EK-3 E 


Los subíndices de N son n,n—1,n—2,... es decir, una sucesión decreciente que termina en 
N,, esto es, que tiene como condición de terminación n — k = 1, equivalentemente, k = n-— 1. 
Así: 


No, =N,+(n—1) -3n — =(n —1)(n—-2)-(n-—1) 


=2+30"- 30 13042) 0n+1 


=2+ (3-2) + (+2) n-30n+1 
2 2 
= a 
2 2 


en definitiva, 


2. Demostración. 


1 
Utilizaremos inducción débil. Sea P(n) < N, = =p + rd Nos proponemos demostrar que 
Yn E N, P(n). Para ello, apliquemos el teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) (teorema de induc- 
ción débil). 
1 
Caso base (ID¿).— Para n = 1, por un lado, N, = 2 (es la condición inicial) y, por otro, ES = 


2; en otras palabras, se satisface P(1). 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k + 1), esto es, supongamos 
1 1 
que Ni = =p + K (hipótesis inductiva) y demostremos que Nz4, = =(k +1) + ¿K +1) 
(tesis inductiva); en efecto, 


Nit = Ne +3(k +1) —1 [por definición inductiva] 
1 
= =k + E +3k+3-—1 [por hipótesis inductiva] 
1 
= Bu +Ik+3k>+2 
Es 2 
1 1 
= Pis la ka 
2 2 E 2) 


E =(k +14 2 (K +1) 
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en otras palabras, se satisface P(k + 1). 
Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces, por 
el teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) (teorema de inducción débil) se tiene lo buscado, 
a saber, que 
3 1 
(Vn EN) (n, =P + =n) : 
2 2 
siendo éste el número de cartas necesarias para formar un castillo de naipes de n pisos, 
como ya vimos en la vía O de resolución. 
Ejemplo 656 
¿Cuántas bolas son necesarias para formar 
una pirámide de base cuadrada de n pisos? Apre- 
ciamos en la imagen que hicieron falta 30, esto es, 
1 +4 +9 +16, para formar una pirámide de base O 85 EY 
+ + + 
cuadrada de cuatro pisos. 
[EFO 3.6.2019:6]. . 
Resolución. 
I.. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 
La base de una pirámide de base cuadrada de n pisos tiene n - n = n? bolas y sobre dicha 
base se asienta una pirámide de base cuadrada de n — 1 pisos. Si b, designa el número 
de bolas de una pirámide de n pisos, entonces la situación descrita puede ser modelizada 
por la ecuación en diferencias 
b,=b,, +08, (20.61) 
que convenientemente reordenada es 
De Dos = 17, (20.62) 
II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Con b, = 1 (una pirámide cuadrada de un piso tiene sólo una bola) como condición inicial, 
conformamos el problema de valores iniciales 


Br=DbDw 1 =W6 (M>D), 


b,=1, 


que resolveremos con la teoría estudiada. 
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III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden uno, lineal, no homogénea y de coef1- 
cientes constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema 
CERO), un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una 
ecuación de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. Co- 
mo b, — b,_, = n? es de orden uno, necesitamos sólo un valor inicial. Y lo tenemos: 
b,=1. 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (Paso I de AREDs —cfr. 
supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). Dicha ecuación homogénea asociada de (20.62) 
es 

Da =Daa =0: (20.63) 


El polinomio característico asociado a dicha ED es r — 1, siendo 1 su única raíz caracte- 
rística, que es simple (multiplicidad 1). 

V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De acuerdo con el teorema 20.15 (p. 1163 de esta edición) (teorema CUATRO), la so- 
lución general de la homogénea asociada es 


n 


bUY=0o"”=a (a ER). (20.64) 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 


La parte no homogénea (F(n) = n”) es un polinomio de grado 2 que reescribimos 
como F(n) = n?1”, de manera que en el teorema 20.17 (p. 1164 de esta edición) (teore- 


ma SEIS), t =2,b,=1ysS = 1ycomos = 1es raíz característica con multiplicidad 


m, = 1, entonces, según dicho teorema, existe una solución de la no homogénea de 


la forma 
nn". (pri+ pan +. .+pn+po):1, (20.65) 
en nuestro caso, 
> (pan? + pa + po) 1, (20.66) 
esto es, 
pr = pz? + pyn? + pon. (20.67) 
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Ahora, como po) satisface la no homogénea (20.61), entonces, sustituyendo en ella, 


pan? + py? + pon = paln — 1)? + py(n—1D+ 
polin=D+wnp, (20.68) 


de donde, simplificando y reordenando convenientemente queda: 
3p2N? + (2p, — 3p2)n + (p, — p.+Po) =", (20.69) 


y ahora, igualando los coeficientes de los términos correspondientes: 


3P,= 1, (20.70) 
2, — 3P2 = 0, (20.71) 
Pa = Pi+ Pa =0, (20.72) 
se deduce que: 
1 
P.==» (20.73) 
3 
1 
p=>-=,> (20.74) 
2 
1 
Po=G: (20.75) 


de donde, sustituyendo en (20.83), tenemos, en definitiva, que una solución particu- 


lar de la no homogénea es: 


n 


1 1 1 
pb) = Pal + 7 + Pd (20.76) 


C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 


Se tiene entonces que la solución general de la no homogénea es (vid. teorema 5) 
(0) + (0/0), esto es, 


1 1 1 
b, = a+ rd | ¿7 — ¿n (a ER), (20.77) 


esto es, un número infinito no numerable de sucesiones, una para cada a E RR. 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Para hallar por fin la solución particular única de la cuestión en estudio, como es una 
ecuación de orden uno, vimos que se necesita un valor inicial, que en este ejemplo es b, = 
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1. Así, 


de donde, a: =0. 


Solución. — El número de bolas necesarias para formar una pirámide de base cuadrada de 
n pisos es 


1 a 1 
b, = E E=nP A ¿" (o < n). 


Observación 20.5.21.— La sucesión [b, | está catalogada como la sucesión A000330 en la OEIS*3; 


se trata de la sucesión (Y (m) de los números piramidales cuadrados”? 


Enumerativamente: 


Observación 20.5.22.— También podríamos haberlo resuelto por las estrategias de sustitución o 
por la telescópica. Dichas resoluciones suponen conocer la suma parcial de la serie de los cuadra- 
dos —cfr. supra teorema 20.3 (p. 1140 de esta edición)—, a saber, 


n(n+1D(n +1) 


P+2+...+n= A ; 


además de tener que demostrar la fórmula explícita obtenida para b,,, por ejemplo, mediante in- 
ducción débil. 


Ejemplo 657 


Supongamos que las únicas contraseñas válidas para un sistema informático son 
las palabras finitas de dígitos ternarios (base 3) que contienen un número par de ceros 
(se permiten ceros encabezando la palabra). Se pide que calculemos el número de con- 
traseñas válidas de longitud n. 


[EFE 25.6.2019:6], [EFE 19.1.2023:10]. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Designemos c,, para representar el número de palabras ternarias de longitud n que con- 
tienen un número par de ceros. Para construir una ecuación en diferencias para C, razo- 
nemos hacia atrás, observando una palabra ternaria de longitud n que contiene un nú- 
mero par de ceros. Pueden suceder tres casos: 


3 Vid. https://oeis.org/Ao00330. 


34 Vid. v. gr. https://oeis.org/wiki/Pyramidal_numbers; https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_pira- 
midal_cuadrado. 
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O.”, que termine en 1, entonces la palabra ternaria de longitud n — 1 que precede a dicho 
1 contiene un número par de ceros, habiendo c,,_, de tales palabras; 


1.?, que termine en 2, entonces la palabra ternaria de longitud n — 1 que precede a dicho 


2 contiene un número par de ceros, habiendo c,_, de tales palabras, o 


2.”, que termine en o, entonces la palabra ternaria de longitud n — 1 que precede a dicho 
o contiene un número impar de ceros; como hay un total de VR(3,n —1) = 3”” 


n—1 


palabras ternarias de longitud n — 1, se tiene que hay 3””* — c,,_, palabras ternarias 


de longitud n — 1 que contienen un número impar de ceros. 


Subyace el principio de la adición. Estos casos —sucesos, en realidad— se excluyen mutua- 
mente —son incompatibles ya que cada palabra sólo puede terminar en un número— y 
su unión es el suceso ser una contraseña válida de longitud n, entonces, por el principio 


de la adición, dicho suceso unión sucede de c,, formas distintas, donde 


n—1 


Ch = Cp-1 + Cp-1 +3 — Ch-1> (20.78) 


esto es, que, en definitiva, dicho número c,, de formas distintas viene dado como solución 


de 


Ch — Cn17 3 o =0. (20.79) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Al ser la ecuación lineal no homogénea de coeficientes constantes y orden 1, por el teore- 
ma 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), basta con un valor inicial para confor- 
mar un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias que tenga una solución 
única. Resulta que hay dos palabras ternarias de longitud uno que contienen un número 


par de ceros, la palabra 1 y la palabra 2 (contienen cero ceros). 


Observamos, pues, que la sucesión que buscamos tiene como definición implícita el pro- 


blema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 


n—1 


Cn — Cp1 73 =0 (n > 1), 


C¡=2. (20.80) 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden 1, lineal, no homogénea y de coeficientes 


constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
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un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 


ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. 


En los siguientes apartados deduciremos formalmente la solución única del PVI en forma 
explícita y demostraremos que efectivamente lo es. En el caso en estudio tenemos k = 1, 


el orden es uno y disponemos de una condición inicial. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (Paso 1 de AREDs —cfr. 


supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). La ecuación homogénea asociada de (20.79) es 


Cn — Cn-1 =0. (20.81) 


El polinomio característico asociado a dicha ED es x — 1, siendo por tanto su única raíz 


característica r = 1, que es simple (multiplicidad 1). 
V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De lo anterior que por un teorema conocido —teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) 
(teorema UNO) o teorema 20.15 (p. 1163 de esta edición) (teorema CUATRO)— la so- 


lución general es: 


n 0: (1)” =0Q0 (a = R). (20.82) 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de AREDS5). 


La parte no homogénea (F(n) = 3"”*) es una función exponencial que reescribimos 
como F(n) = 3733", de manera que en el teorema 20.17 (p. 1164 de esta edición) 
(teorema SEIS), bo = 3* ys = 3 y como 3 no es raíz característica, según dicho 
teorema, una solución de la no homogénea es: 


Po3"”. (20.83) 
Sustituyendo en la no homogénea: 
Po3" =po3" 2 +3">, (20.84) 
de donde, simplificando y reordenando convenientemente queda: 


3P03" = Po +1 (20.85) 
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se deduce que: 
1 
Po=-, (20.86) 
2 
por lo que una solución particular de la no homogénea es: 


(20.87) 


C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 


Se tiene entonces que la solución general de la no homogénea es —vid. supra teore- 
ma 20.16 (p. 1164 de esta edición) (teorema CINCO)]— 


Ch = Cc) + cp (20.88) 


1 
=a+ 7 (a ER). (20.89) 
VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 


cias (Paso V de ARED5). 


Para ello, como es una ecuación de orden 1, necesitamos un único valor inicial, en este 


caso, C, = 2. Así: 
1 1 
(1=2=0a0+ Z y (20.90) 
de donde: 


ais (20.91) 


2 . 
Sustituyendo (20.91) en (20.89), obtenemos la solución única en forma explícita buscada, 
pn 1 n 
Cn = a (3 + 1) ; 


Solución.— El número de contraseñas válidas de longitud n que admite el sistema infor- 


mático en cuestión viene dado por 


1 
Cn = 2 3" + 1) (n > o). 


Observación 20.5.23.— Enumerativamente, la sucesión [c, ) del ejemplo anterior es 


nilo 12 3 4 5 6 7 8 9 
Cnl1 2 5 14 41 122 365 1094 3281 9842 
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Esta sucesión está catalogada como la sucesión A007051 en la OEIS35, donde encontramos di- 
versas interpretaciones, fórmulas, referencias, enlaces, ejemplos, programas, referencias cruzadas 


y personas relacionadas con ella. 


Observación 20.5.24.— Como sabemos, una vez resueltos los apartados l, II y 1Il, esto es, obteni- 
do el problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias y demostrado que tiene solución 
única, podríamos haberlo solucionado por cualquier otro método estudiado o conocido, sin olvidar 
que en algunos casos, como por ejemplo, si lo hubiésemos hecho mediante expansión, debería- 
mos demostrar el resultado seguramente mediante inducción. En nuestra resolución no hace falta 


pues el resultado es consecuencia de la aplicación directa de teoremas —y no de una intuición—. 


Veamos, por ejemplo, cómo resolver el ejemplo anterior por sustitución hacia atrás (SHT), esto 
es, expandiendo hacia atrás, intuyendo y demostrando lo intuido (ElD). De las etapas de expansión 


e intuición, obtenemos: 


= n—1 
Cn el Cn-1 =P 3 


n—2 n—1 
= Cp-2 143 3 


= Cp3 + 303 de gn-2 dl qa 


=p A A 


[ya que la suma parcial S, de los n primeros términos de una progresión geométrica ([a,) de razón r y término inicial a, es S, = 
ay: (r” —1)/(r —1); en nuestro caso, la suma de los n —1 primeros términos es S),-, =3- (3% —1)/(3—1), esto es, Sp, = (3” -3)/G—1)] 


4+3"” —-3 
Zi 


1 n 

= 1). 

a (3”+1) 

Ahora, debemos demostrar que Vn € Z*, c, = (3” +1) /2. Por ejemplo, mediante inducción 


débil. Para ello, apliquemos el teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) (teorema de inducción débil). 


Caso base (ID¿).— Para n = 1, según lo que hemos intuido, c, = (3' +1) /2, lo cual coincide con lo 
que dijimos en (20.80), a saber, que c, = 2 (la condición inicial); en otras palabras, se satisface 
PIO. 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k + 1), esto es, supongamos que 
cx = (3% + 1) /2 (hipótesis inductiva) y demostremos que cy4, = (3+ + 1) /2 (tesis inductiva); 


en efecto, 


k 
Ck+1 = Ck +3 


35 Vid. https://oeis.org/A0o07051. 
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DIRN]|ARNIWN]A 


en otras palabras, se satisface P(k + 1). 


Conclusión (ID, A 1D,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces, por el 
teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) (teorema de inducción débil) se tiene lo buscado, a saber, 
que Vn e Z*, 

1 
Cn = A (31 TF 1) . 


$20.5.2 Períodos de tiempo 


Ejemplo 658 


Consideremos una partícula que se desplaza horizontalmente con un movimiento 
acelerado. Supongamos que la distancia que recorre en cada segundo es el doble de la 
distancia que recorrió en el segundo previo. Si la partícula está inicialmente a una dis- 
tancia de dos unidades de un punto fijo O y a una distancia de cinco unidades de O des- 
pués de dos segundos, ¿cuál es la posición de la partícula respecto de O transcurridos n 


segundos? 


[EFE Coincidencias 25.6.2019:6]. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Siendo p+ la posición de la partícula en el segundo t, la distancia recorrida del segundo 
t — 1al segundo t corresponde a la diferencia p, — p+-,, por lo que la situación descrita 


puede ser modelizada por la ecuación en diferencias 
Pr Pra = 2(Pi1 — Pe), para t > 2, 
que convenientemente reordenada queda 


Pi— 3Pt1 + 2Pt-, =0, para t > 2. (20.92) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 
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Traducidos los datos en condiciones iniciales, se conforma el PVI: 


P+— 3Pt1 + 2Pt-2 = O, para t > 2, 
Po => 2, 


Pa = 5, 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden dos, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 


ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. 


Como el orden de (20.92) es 2, necesitamos dos valores iniciales consecutivos. De po = 2, 
P2» =5YP2— P1 = 2(P, — Po), se sigue que 5 — p, = 2(p, —2), esto es, p, = 3, lo que nos 
permite reconfigurar equivalentemente el PVI: 
P+— 3Pt1 + 2P+-, =0, para t > 2, 
Pa =2, (20.93) 


P1=3, (20.94) 


para el que según el teorema CERO existe una única solución. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED es r? — 3r + 2, siendo ro = 1y r, = 2 las dos raices 


características simples, esto es, ambas con multiplicidad 1, y distintas. 
V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De lo anterior, por un teorema conocido —cfr. supra teorema 20.12 (p. 1153 de esta 


edición) (teorema UNO)— , la solución general es 


p:=C,+c,2 (a, a, ER). (20.95) 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de AREDS5). 


No procede (la ED es homogénea). 
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C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 
(Paso V de ARED5). 


Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos (20.93) y (20.94) en (20.95) tenemos el 


sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 


Po=32=CL EGLÍ, 


P1=3=C;, + C,2, 
cuya solución es 
. =1, (20.96) 


CE ='k (20.97) 


Sustituyendo (20.96) y (20.97) en (20.95), obtenemos la sucesión buscada, p, = 2! + 1. 


Solución.— Transcurridos n segundos la posición de la partícula respecto de O viene dada 


por: 


Pn=2" +1. 
Observación 20.5.25.— Para todo n entero positivo, p, es la sucesión de PISOT L(2, 3), catalogada 
como la sucesión AOO0051 en la OEIS%*, donde L(x, y) es: 


do =X, 


di =U, 
2 
O -— 
da [E]. 
An-2 


Enumerativamente: 


n 01234 5 6 7 8 9 
L(2,31n|2 3 5 9 17 33 65 129 257 513 


Observación 20.5.26.— Cfr. infra ejemplo 658 (p. 1221 de esta edición). 


36 Vid. https://oeis.org/Aoo00051. 
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Ejemplo 659 


Como en el ejemplo 652 (p. 1198 de esta edición), sea el arenero de un experimen- 
to web con una población de bots autorreplicantes malignos tal que no existen factores 
externos que modifiquen su crecimiento. Supongamos ahora que la población crece el 
doble, en cada período de tiempo que transcurre entre dos medidas, de lo que creció en 
el período inmediatamente anterior. Calculemos el número de bots en un instante arbi- 
trario de tiempo t. 


[EFE 29.6.2018:8], [EFO 20.5.2022:10]. 


Resolución. Esta cuestión es equivalente a la resuelta en el ejemplo 658 (p. 1221 de esta 


edición), salvo que aquí no se tienen condiciones iniciales. Como allí, la solución general es 


p:=G2 +Co (Co, Cc, ER). (20.98) 


Solución.— El número de bots en un instante de tiempo t es y; = C,2! + C,, esto es, está 


en función de dos parámetros, Co, C, € KR. Si conociésemos las dos medidas iniciales yo, e 


y,, entonces conoceríamos los números reales c, y c, y, por lo tanto, sabríamos cuál es la única 


función de la familia anterior que proporciona el valor del número de bots en el instante £. 


Ejemplo 660 


En una simulación computacional predictiva estudiamos una población de entes 
futuros restringida a un área en la que se supone que salvo se concrete algo en contra, no 
existen factores externos que afecten a su crecimiento. Supongamos que en dicha área, 
en cada período de tiempo que transcurre entre dos medidas: a) la población crece el do- 
ble de lo que creció en el período inmediatamente anterior, b) abandonan la población 
tantos entes como un cuarto de la población inicial del período inmediatamente ante- 
rior, y c) se incorporan a la población 4 entes del exterior. Supongamos asimismo una 
población inicial de 3 entes y que el primer año se llega a 7 entes. Calculemos el número 
de entes en un instante arbitrario de tiempo t. 


[EPF 14.5.2019:6]. 


Resolución. 


IL. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Sea y; + número de entes en el instante de tiempo t. 
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Observemos que si el período de tiempo que transcurre entre dos medidas es Y;+, — Yt, 


el período inmediatamente siguiente es Uy, — Yt+1- 


Así, podemos modelizar la situación descrita por la ecuación en diferencias 


L 
Yi+a — Yi = 2 Yiya — Y1) +4 — E 


que convenientemente reordenada queda: 
9 
Yt+a — 3Yt4 + 44 —4=0, 
o, silo preferimos: 


9 
Yi— 3Yt1 + ¿e 4. (20.99) 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


El hecho de que la población inicial sea de 3 entes y que el primer año se llegue a 7 entes se 


traduce en las condiciones iniciales (de contorno) yo, = 3 € Y, = 7 y, por tanto, en el PVI 


9 
Ue =3UYj yH ta = 4, 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden dos, lineal, no homogénea y de coefi- 
cientes constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema 
CERO), un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una 
ecuación de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. Co- 
mo el orden de (20.99) es dos, necesitamos dos valores iniciales consecutivos. Los tene- 


mos: Yo =3€ y, =7. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (Paso 1 de AREDs —cfr. 
supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). Dicha homogénea asociada es 


9 
Y+— 3UYt-1 + ¿qt =0. (20.100) 


Su polinomio característico es r? — 3r + 9/4, siendo 3/2 la raíz característica doble (mul- 
tiplicidad 2). 
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V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


La solución general de la homogénea asociada es 


t t 
ya = A (5 + 0t (2) : (20.101) 
2 E 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 


Como la parte no homogénea es una constante (4) y 1 no es raíz característica, la so- 
lución será polinómica de grado O, esto es una constante; sea A dicha constante. Así, 


sustituyendo en la no homogénea: 
9 
A-3A+ e —4=0, (20.102) 


deducimos que A = 16, por lo que una solución particular de la no homogénea es 
ye? =16. 
C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
Se tiene entonces que la solución general de la no homogénea es: 
3y/ Ba 
yi=0% (>) + 02t (>) +16. (20.103) 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Hallemos finalmente la solución (particular) de la cuestión. Para ello, como es una ecua- 
ción de orden 2, se necesitan dos valores iniciales consecutivos, los cuales, como hemos 


visto, son proporcionados en el enunciado. Así: 


ce 34* 
yo=3=a: >] +00: (>) + 16, (20.104) 
3y! ay 
y=7=0: (>) +01: (7) + 16, (20.105) 
de donde: 
% =-13, (20.106) 
0% =7. (20.107) 
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Solución.— En la población descrita en el enunciado, el número de entes en un instante de 
tiempo t viene dado por 


y: = (7t — 13) [os 


Ejemplo 661 


Como en el ejemplo 659 (p. 1224 de esta edición), sea el arenero de un experimen- 
to web con una población de bots autorreplicantes malignos tal que no existen factores 
externos que modifiquen su crecimiento. Supongamos ahora que la población crece el 
triple, en cada período de tiempo que transcurre entre dos medidas, de lo que creció en 
el período inmediatamente anterior. Calculemos el número de bots en un instante arbi- 


trario de tiempo t. 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Sea b; la población (el número) de bots autorreplicantes malignos en el instante t en el 
que se toma una medida. 


De nuevo aquí se habla del crecimiento relativo de la población en el período de tiempo 
que transcurre entre dos medidas (t, t + 1) y en el período de tiempo inmediatamente 


anterior (t—1, t), si bien en esta ocasión se asegura que el primero es el triple del segundo. 


El crecimiento de la población en el período (t, t + 1) es la diferencia b,,, — b, y el cre- 
cimiento poblacional en el período (t — 1, t) es la diferencia b; — b+_,, por tanto, lo que 
dice el enunciado es que 


Diz —= b; = 3: (b; 0 Dado 


de donde, simplificando, 
Digi — 4b+ +3b+_, =0, 


o en forma estándar, 
b;—4b+_,+3b+_, =0. (20.108) 
II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


El ejemplo 652 (p. 1198 de esta edición), en el que últimamente se basa éste, nos informa 
de que partimos de una población inicial de cien bots, en otras palabras, tenemos un valor 
inicial b,¿ = 100, por lo que el PVI es 


b; E 4b+_; + 3b+_, =0, 
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bo = 100. 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Se trata de una ecuación en diferencias de orden dos, lineal, homogénea y de coeficientes 
constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), 
un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente en una ecua- 
ción de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única solución. Como 
el orden de (20.108) es dos, necesitamos dos valores iniciales consecutivos. No los tene- 
mos, pues sólo conocemos un valor inicial, b, = 100; para calcular b, debemos conocer 
también b,, 
b, = 4b, — 3b, = 4b, — 300, 


de aquí que no tenga solución única. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (la propia ED de partida en 
este caso) (Paso I de AREDs —cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio 
característico asociado a dicha ED es 


r—ar+3, 
que tiene dos raíces reales simples (con multiplicidad uno) distintas, r. =1y r, =3. 
V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 


A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De acuerdo con el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema UNO), cualquier 


sucesión b, que satisfaga (20.108) es de la forma 
be=pe eps 
= Po + pr 3", 
para determinados números reales po y p;. 
B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de AREDS5). 
No procede (la ED es homogénea). 
C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 


No procede (la ED es homogénea). 
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VI. Obtención de la solución del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferencias 
(Paso V de ARED5). 


Así, 


bi= po+ pr: 3" (Po, pr ER) 


es la solución general de (20.108), lo cual significa que existe un número infinito no nu- 
merable de sucesiones [b+,) que son soluciones particulares de (20.108), cada una de ellas 
determinada por dos valores reales concretos de p, y p;. 


Sustituyendo el único valor inicial conocido, 


pi = 100 — Po, 


de donde, 
bo =100= po + pr 3? 


y, por tanto, la solución general de (20.108) es 


b,= po + (100 — Po) - 3' (Po ER), 


lo cual significa que existe un número infinito no numerable de sucesiones [b,) que son 


soluciones particulares de (20.108), cada una de ellas determinada por un valor real con- 


creto de po. 


Observación 20.5.27.— Por ejemplo, si py = 1, entonces 


b, =1+099:3” 
=9-(141:3")-8 
= 90d — 8, 
donde la sucesión a, =1+11- 3” está catalogada como la sucesión A199114 en la OEIS?”, 


Enumerativamente: 


n o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
An | 12 34 100 298 892 2674 8020 24058 72172 216514 


b, |100 298 892 2674 8020 24058 72172 216514 649540 1948618 


Observemos que b, = Any». 


37 Vid. https://oeis.org/A199114. 
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$ 20.5.3 Sistemas 


Ejemplo 662 


La relación evolutiva de dos comunidades digitales en estudio, D, y D,, viene dada 
por: «Al final de cada día: el tamaño (número de individuos) de D, es igual al tamaño que 
D, tenía el día anterior más el tamaño que D, tenía el día anterior más el número de días 
que han transcurrido desde el inicio del estudio; el tamaño de D, es igual al tamaño que 
D, tenía el día anterior más tres individuos nuevos, menos el tamaño que D, tenía el día 
anterior». Supuesto que no existen factores externos que modifiquen sus crecimientos, 
se trata de que: O., propongamos un sistema de ecuaciones en diferencias lineales que 
represente, según lo anterior, la relación entre los tamaños de las comunidades, dos días 


consecutivos, y 1., calculemos la solución general de dicho sistema. 


[EFE 7.7.2017:8]. 


Resolución. 


o. Propuesta de un sistema de ecuaciones en diferencias lineales (SED). 
I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más (en este caso, un sistema). 
Sean: 
Xn <= tamaño de D, el día n, 


Un = tamaño de D, el día n. 


Del enunciado se deduce que un sistema de ecuaciones en diferencias lineales que 
representa la relación mencionada entre los tamaños de las comunidades dos días 


consecutivos es 


Xp = Xn1 + Yn1 EN, (20.109) 


Un = Xn-1 + 3— Un-1- (20.110) 


1. Resolución de dicho SED. 


La técnica es la misma que la ya vista en cuestiones anteriores de ecuación en diferencias 


interdependiente, esto es, extraer una de las sucesiones. 
I. (Cont.) Propuesta de una ecuación en diferencias (ED). 


De (20.109), 
Un = Xn — Xn 7 M, (20.111) 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


1231 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


sustituyendo en (20.110), 
Un = Xn-1 +3-= (5 Apo n), (20.112) 
de (20.111), 


Ya = Xn41 — Xp — (n +1), (20.113) 

igualando (20.113) y (20.112), 
Xn41 7 Xp 2 N—1= Xp-1 +3— Xp + Xp-1+M, 

simplificando, 

Xn+1 7 2Xp-1 =2M —4= O, 
que en forma estándar es 

Xn — 2Xp-2 =2(N—1) +4, 
esto es, 

Xn —2Xp-2 =2N +2, (20.114) 


la cual es una ecuación en diferencias lineal no homogénea con coeficientes constan- 
tes y de orden dos. 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVD). 
No procede (no se trata de un PVI porque no conocemos ninguna condición inicial). 
III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 
No procede (por no tratarse de un PVD. 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (Paso I de ARED5 
—cfr. supra $ 20.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). Dicha ecuación homogénea asociada 
a (20.114) es 


Xp — 2Xp-2 0, 


cuyo polinomio característico, 
rn -—2, 


tiene dos raíces reales simples (con multiplicidad uno) distintas: 


Fo = —y2, 
F 1 V2. 
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V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


Por tanto, la solución general de la homogénea asociada es 


x= co: (=42)” + 6, : (v2)"(co, C, € R). 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 


El término independiente, no homogéneo, 
F(n) =2n>+2, 
es un polinomio que reescribimos como 


F(n) = (2n+2)-1”, 


de manera que en el teorema SEIS, b, = 2, b, = 2 yS = 1, y como 1 no es raíz 


característica, entonces, según dicho teorema, una solución de la no homogé- 
nea es 


(p.n+po):1", 


esto es, 


pin + Po- 
Sustituyendo en la no homogénea (20.114), 
(ppn + po) —2-((pi(n—2) + po)) =2n +2, 
de donde, simplificando y reordenando convenientemente, queda 
—p,N + (4P, — Po) =2N +2, 
y ahora, por definición de igualdad de polinomios, deducimos que 


Po = —10, 


Pi = =2, 
por lo que una solución particular de la no homogénea es 


xP) = —2n —10. 


C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
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Tenemos entonces que la solución general de la no homogénea es (cf. teorema 
CINCO): 


Xn = x 4 + xP) 


= Ca: (42) +, : (Y2)” —2n —10(Co, 6, € R). (20.115) 


Lo único que falta es calcular y,. 
Sustituyendo (20.115) en (20.113), 
Yn = Xn41 — Xn — (n lA 1) 


= (0 (12) "+6 (V2)""=2(0+1)=10) 
= (co: (-Y2)” + €, - (Y2)” —2n —10) — (n+1) 


=-—(V2)" -(U1+vV2)-(=D"-co—-V2:04+0a)=n>=3 (cc, €R). 


Xp = Co: (—Y2)” +0, - (v2)” —2n —10, 
Yn =-(v2)” -(U+vV2)-(=D)"-co-vV2:0a4+a)=n=3 (cc ER), 


es la solución general del sistema de ecuaciones en diferencias lineales 
[xo = Xp-1 + Un-1 +N,Yn=Xn1+3= Un=1H, 


lo cual significa que existe un número infinito no numerable de parejas de su- 


cesiones (([x,), (Un )) que son soluciones particulares de dicho sistema. 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en 
diferencias (Paso V de ARED5). 


No procede, pues según el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO), al 


ser de orden dos, debiésemos conocer dos valores iniciales consecutivos para poder 


obtener la solución única, pero no conocemos ninguno. 
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Ejemplo 663 


Sean x; e y, los números totales de programas maliciosos pertenecientes a dos ti- 
pos, en la hora t, que coexisten en una cierta red de área extensa sometida a control ho- 
rario de evolución de la malignidad programada en número de programas maliciosos. 
Supongamos que las poblaciones iniciales eran x, = 3 € Yo = 7 y que la evolución de 
la coexistencia sigue la regla: cada hora, el crecimiento de la malignidad programada de 
tipo x es la suma del triple del crecimiento de x en la hora anterior y del crecimiento de y 
también en lahora anterior más siete nuevos programas maliciosos (que son clasificados 
como de tipo x), y también cada hora, el crecimiento de la malignidad programada de ti- 
po y es el resultado de restar el crecimiento de x en la hora anterior del crecimiento de 
y en la hora anterior, más tres nuevos programas maliciosos (que son clasificados como 
de tipo y). Debemos: O., proponer un sistema de ecuaciones en diferencias lineales que 
represente la evolución de la malignidad programada, y 1., resolver dicho sistema. 


Resolución. Analicemos la evolución del mal programado en función del crecimiento del 


mismo (el enunciado no especifica que sea en función de las poblaciones y así es más sencillo 


al disminuir en una unidad de tiempo el orden de la recurrencia). 


O. 


1. 


Propuesta de un sistema de ecuaciones en diferencias lineales (SED). 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más (en este caso, un sistema). 


Denotemos por X; e Y, los crecimientos desde la hora t a la hora t + 1, o sea, X; = 


x(t +1) — x(t) e Y, = y(t + 1) — y(t). El sistema de ecuaciones en diferencias 


lineales correspondiente a la situación que se plantea es 


Xin =3X+ Y, +7, (20.116) 


Ye = Ye=Xp +3, (20.117) 


Resolución de dicho SED. 


Seguimos aplicando la misma estrategia basada en la extracción de una de las sucesiones. 


I. (Cont.) Propuesta de una ecuación en diferencias (ED). 


De la primera ecuación, 


Ye = Mega — 3X +7, (20.118) 


de donde, 


Arpa = Ata E Va E 7 (20.119) 
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Sustituyendo (20.117) en (20.119), 


Xtra = 3 Xt + Yi XL +3 +7. 


Sustituyendo (20.118) en ésta, simplificando, agrupando y ordenando, obtenemos 
la ecuación en diferencias lineal no homogénea con coeficientes constantes y con 


función constante en el segundo miembro de la igualdad, 


Xtra — 4At91 + 4%; = 3. 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 
No procede en este momento (vid. infra VI [Paso V de ARED5]). 
III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 
No procede en este momento (vid. infra VI [Paso V de AREDS5]). 
IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. 


Se trata de las raíces características de la homogénea asociada (Paso I de ARED5 
—cfr. supra $ 2.0.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio característico asociado 
adicha EDes P(X) = X?—4X +4, es decir, P(X) = (X—2)?, que tiene como única 


raíz 2 con multiplicidad dos (raíz doble). 
V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 
A. Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


La solución general de la homogénea es 


X+ = ca? + ata? qe Ci € R) 


B. Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 


Como la función del segundo miembro es constante, probamos con una cons- 
tante cualquiera (número real) como posible solución particular, k —4k+4k = 
3, de donde, k = 3, por lo que 

X:=3 


es una solución particular de la completa. 


C. Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de AREDS5). 
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La solución general de la completa es 


X; = cn + cto + 3 (Cas C; € 


Solución general del SED. 


R). (20.120) 


Sustituyendo (20.120) en (20.116), simplificando, agrupando y ordenando, obtene- 


mos 


Y, = (20, — C.)2' — c,t2! — 13 (Co, C, ER), 


por lo que la solución general del SED es 


MEA a 


Y, = (20, — C.)2' — c,t2! — 13, 


con Co, (1 ER. 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en 


diferencias (Paso V de ARED5) (ya para el SED). 
Incorporación de las condiciones iniciales. 


Sabemos que X. = 3 y Yo = 7. Por tanto, 


Xo =XMA—Xo=M—3=C0.2 +0:0:2+3=C,+3, 


de donde, 


Cr = Xx, — 6. 


Por otro lado, 


(20.121) 


Yo =Y1—= Yo =Y1—=7= (20, — Cp) 2 — C,:0:2% —13 =2C, — Co — 13, 


en definitiva, 


Yi 7=2C,— Co — 13. 


Sustituyendo (20.121) en (20.122), 


(20.122) 


Yy—=7=20—Xx+6-1B>Yy1=20,—X 


> (= 
2 


X1 + Y 
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Solución del caso planteado (evolución del mal programado en función del crecimiento del mis- 
mo). 

X= (x—6)2 + (a+ y) t2" +3, 
Y, =(y,+6)2* — (x.+ y) t27—13, 
donde x, e y, son las poblaciones de ambos tipos de programas maliciosos al finalizar 
la primera hora (datos no proporcionados en el enunciado). 
Ejemplo 664 


Hallemos el número de secuencias de n términos con las letras a, b, c, d, tales que 


a nunca es adyacente a b. 


Cfr. [124]: ejercicio 12 (p. 339). 


Resolución. 


I. Propuesta de una ecuación en diferencias (ED) o más. 


Sean: 


Un <= el número de secuencias que terminan con 00 b, 


Y, < el número de secuencias que terminan con co d, 


con la condición de que a nunca es adyacente a b. 
Observemos que la solución de la cuestión es U, + Vp. 


Ahora se trata de analizar la cuestión para poder aplicar la teoría de las ecuaciones en 


diferencias. 


Veamos, 


por un lado, si la secuencia termina en a o b, el término anterior puede ser 
*  Cyelnúmero de secuencias que terminan en c es v,_;, 0 
. d y el número de secuencias que terminan en d es v,_;, 


(si la secuencia termina en a, hemos de contar también el número de secuencias de 
longitud n — 1 que terminan en a, y si la secuencia termina en b, hemos de contar 
también el número de secuencias de longitud n — 1 que terminan en b; la suma de 


ambos recuentos es U,-_1), 
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entonces, por el principio de la adición —requiere justificación—, 


Un = Upn-1 + 2Vp-1; 


= porotrolado, si la secuencia termina en c o d, el término anterior puede ser 
*  Cyelnúmero de secuencias que terminan en c es v,_,, 0 
. d y el número de secuencias que terminan en d es v,_,, 0 
*  ayelnúmero de secuencias que terminan en a es U,-,,0 
. b y el número de secuencias que terminan en bes U,-,, 
entonces, por el principio de la adición —requiere justificación—, 
Y” = 2Vp-1 + 2Up-1. 
Este razonamiento ha sido regresivo («hacia atrás»); es muy recomendable que pense- 


mos tranquilamente también en un razonamiento progresivo («hacia adelante)», esto es, 


construyendo la secuencia desde el primer término. 
En cualquier caso, tenemos que resolver el sistema de ecuaciones en diferencias: 
Un = Un-1 + 2Vp-1, (20.123) 


Va = 2Vp-1 + 2Up-1. (20.124) 


Veamos. 


Vamos a extraer la ecuación en diferencias correspondiente a [u,) en la que solo partici- 
pen términos de esta sucesión. 


Un+i = Un + 2Vp [por (20.123)], 


= Un + 2(2V91 + 24n-4) [por(20.124)], 


= Un + 4Up-1 + 4Vp-1 


= Un + 4Up-1 + 4(Un/2— Un-1/2) [por (20.123)], 


= 34, + 2Up-:, 


en resumen, 


Un+1i = 3Un + 2Up-1, 
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que en forma estándar es 


Un — 3Up-1 — 2Up-2 =0 (n > 1). 


II. Propuesta de un problema de valores iniciales (PVI). 


Como es una ecuación en diferencias lineal de grado dos, por el teorema 20.4 (p. 1143 de 
esta edición) (teorema CERO), teniendo dos valores iniciales consecutivos, tenemos una 


solución particular. 

Estos valores iniciales son: 

u, = 2 (dos secuencias válidas: a, b), 

u, = 6 (seis secuencias válidas: aa, ca, da, bb, cb, db). 


El problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias que nos interesa es 


Un — 3Up — 2Up-2 =0 (151), (20.125) 
U; = Z, 
u, =6, 


III. Demostración de que dicho PVI tiene solución única. 


Insistamos. Se trata de una ecuación en diferencias de orden dos, lineal, homogénea y de 
coeficientes constantes. Como sabemos por el teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teo- 
rema CERO), un problema de valores iniciales de ecuaciones en diferencias, consistente 
en una ecuación de orden k y k condiciones iniciales consecutivas, tiene una única so- 
lución. Como el orden de (20.125) es dos, necesitamos dos valores iniciales consecutivos. 


Los tenemos: ul, = 2, y U, = 6. 


IV. Cálculo de las raíces características pertinentes. Se trata de las raíces características de la ho- 
mogénea asociada (la propia ED de partida en este caso) (Paso I de ARED5 —<cfr. supra 
$ 2.0.4.5 (p. 1164 de esta edición) —). El polinomio característico asociado a dicha ED es 


r?—3r-—2, 


que tiene dos raíces reales simples (con multiplicidad uno) distintas, a saber, 


BR 
A 
3 + y17 


2 


ñ a 
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V. Obtención de las soluciones de las ED concernientes. 


A. 


Obtención de la solución general de la homogénea asociada (Paso II de ARED5). 


De lo anterior, de acuerdo con el teorema 20.12 (p. 1153 de esta edición) (teorema 


UNO), cualquier sucesión [u,) que satisfaga (20.125) es de la forma: 


0) y (4 
Pr: 2 , 


u = : 1 
n Po 2 


para determinados números reales po y p;. 


Así, 


a + pj Po Pi: ER), (20.126) 


Un = Po: [4] >. ESiaN ; 


es la solución general de (20.125), lo cual significa que existe un número infinito no 
numerable de sucesiones [u,) que son soluciones particulares de (20.125), cada una 


de ellas determinada por dos valores reales concretos de po y p;. 
Obtención de una solución particular de la completa (Paso III de ARED5). 
No procede (la ED es homogénea). 

Obtención de la solución general de la completa (Paso IV de ARED5). 


No procede (la ED es homogénea). 


VI. Obtención de la solución única del problema en estudio de valores iniciales de ecuaciones en diferen- 
cias (Paso V de ARED5). 


Sustituyendo los dos valores iniciales consecutivos en la solución general (20.126), 


A 


Un = Po: (Po, Pi E 


EL) 00 (22) 


obtenemos el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas po y 1, 


pe 1 
3= y17 3+wy17 
(us =)2 = po | eps | |. 
2 2 
2 2 
3= y17 3 + y17 
A 
2 2 
cuya solución es 
e 
Po = 7 
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esto es, una expresión explícita para [u,) es 


AN ey 


Un == 


osea, 


(B+y17)" —B-y17)" 
7 


Un = yan 


Entonces, por (20.123), para n > O, 


Un+1 — Un 
2 
1 (ma BEVI O BY" o BV)" 6 y17)"" 
2 v17 v17 
alv 17=D) +8 Y17)" + (Y/17+1) + (8 +y17)" 
7 l 


Vn = 


= 2 


La solución de la cuestión es la sucesión [u, + v, |, ésta es, para n > O, 


BV)" =B=yg)" 
17 
PA A EIA EA a E 


Un, + V, = 2 


F2 


$ 


ay = 5) " (3 > vy17)” + (V17 +5) e (3 de vi)" 


=2 


% 


Observación 20.5.28.— Lassucesiones [u,|, [v.) y [un + vn) están catalogadas en la OEIS como 
las sucesiones A1064343%, A104934% y Ao055099%, respectivamente, donde encontramos diversas 


fórmulas e interpretaciones. En particular, (u, + v,) es la sucesión ([s, | definida por el PVI 


Sn — 3Sn-1 — 25n-2 =0 (n > 1), 
Un = 1, 


u = 4. 


38 Vid. https://oeis.org/A106434. 
39 Vid. https://oeis.org/A055099. 
49 Vid. https://oeis.org/A055099. 
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Enumerativamente: 


n 0.1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Un 02 6 22 78 278 990 3526 12558 44726 

Vn 1.2 8 28 100 356 1268 4516 16084 57284 
Un+FVn|1 4 14 50 178 634 2258 8042 28642 102010 


$ 20.6 En relación con la algoritmia 
Una utilidad de las ecuaciones en diferencias se muestra en el cálculo de la complejidad de un 
algoritmo. 


Otro tema es la optimización, en sus muchas variedades. Un ejemplo es la permanente búsqueda 
del algoritmo más rápido para multiplicar matrices. Si bien incluso es posible imaginar matrices con- 


tinuas acotadas (el producto cartesiano [o, 1] x [o, 1]) o continuas y no acotadas (el propio plano R? ), 
de nuestro interés son las discretas, acotadas o no. Como hemos mencionado, en el caso de matrices 
discretas acotadas, ha sido de interés en estos años conseguir el algoritmo más rápido para calcular 
su producto. 


$ 20.7 Propuesta de actividades 


Actividad 20.5 
Hallemos un problema de valores iniciales que defina la sucesión de cubos de números natura- 
les. 


Actividad 20.6 

Supongamos un número ilimitado de coches y motos y un aparcadero con una fila de n espacios 
para aparcar motos grandes. Calculemos el número de formas de estacionarlos en dicha fila 
teniendo en cuenta que debe ocurrir a la vez que: I, cada moto ocupa un espacio y cada coche 
dos; II, las motos son idénticas entre sí y también los coches, y III, se tienen que ocupar todos 
los espacios. 


[EFO 24.5.2018:7]. 


Actividad 20.7 
En una simulación computacional predictiva se estudia una colectividad de entes futuros com- 
patibles restringida a un área en la que se supone que salvo se diga algo en contra, no existen 


factores externos que afecten a su crecimiento. Supongamos una población inicial de doce en- 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02'00' 


12,43 20. Modelización combinatoria: ecuaciones en diferencias 


tes, que ésta triplica su número en cada generación y que, además, cuatro nuevos entes se in- 
corporan en cada generación procedentes del exterior. Calculemos el número de entes en una 


generación arbitraria n. 


Actividad 20.8 

Dado un conjunto de datos y una relación de orden total en él, se sabe de un algoritmo que 
el tiempo que necesita para ordenar n ítems depende del tiempo que necesita para ordenar 
n — 1 más el tiempo necesario para situar al ítem enésimo en su lugar correcto en el orden. 
Supongamos que el tiempo requerido para el ítem enésimo es proporcional a n. Hallemos una 
fórmula explícita para calcular el tiempo que necesita para ordenar n ítems. 


Cfr. [189]: ejercicio 5 (p. 270). 


Actividad 20.9 
En un árbol de decisión determinado existen dos elecciones por nodo de elección. ¿Cuántas 


opciones disponibles hay tras n nodos de elección? 


Cfr. [189]: ejercicio 17 (p. 270). 


Actividad 20.10 
Se dibujan n rectas en un plano de forma que ni son paralelas dos a dos ni tres se intersecan en 


un mismo punto. ¿En cuántas regiones dividen al plano n de tales rectas? 


Cfr. [189]: ejercicio 21 (p. 271. 


Actividad 20.11 


Calculemos el número de palabras de n bits que no contienen tres unos consecutivos. 


Cfr. [158]: ejemplo 7.1.6 (p. 330). 


Actividad 20.12 

Ésta se refiere a Tito y Samuel, que lanzan monedas no cargadas: si las monedas son ambas cara 
o ambas cruz, Tito gana; si una moneda tiene cara y la otra cruz, Samuel gana. Tito comienza 
con T] monedas y Samuel comienza con S monedas. Calculemos la probabilidad p,, de que Tito 


gane todas las monedas de Samuel si Tito comienza con n monedas. 


Esto tiene que ver con el problema de la ruina. Veamos, por ejemplo, en español, El problema de 


la ruina del jugador, de Jesús de la CAL AGUADO [221], donde la sección cuarta es muy sugerente 
para la cuestión que nos ocupa. 


Cfr. [158]: ejercicio 35 (p. 348). 
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Actividad 20.13 

Dos preguntas: 

O. ¿cuántas maneras existen de escribir el número entero positivo n como suma de unos y 
doses?; 

1. ¿cuántas soluciones existen para la ecuación x, + X,+...+Xx = n,conx; € (1,2), 
¿E 11,2). .k ke 11,22.) 


Cfr. [124]: Otra consecuencia (p. 335). 


Actividad 20.14 

(Mini-Tetris, I-VI. Consideremos un tablero rectangular de 2 x n dividido en 2n cuadrados. 

Calculemos el número de maneras de cubrir exactamente, esto es, por completo y sin superpo- 

siciones, este tablero, con piezas de los siguientes tipos, estando permitido girar las piezas en 

ángulos que sean múltiplos de un ángulo recto. Hallémoslo en estos casos: 

o. consólo cuadrados 1 Xx 1y2X 2; 

1.  consólo cuadrados 1 Xx 1 y piezas en forma de ele (trominós L) 2 x 2 (piezas cuadradas 2 x 2 
a las que les falta el cuadrado 1 x 1 superior derecho); 

2.  consólo dominós 1 x 2 y trominós L2 x 2; 


3.  consólo cuadrados 2 x 2, dominós 1 x 2 y trominós L2 x 2. 


Cfr. [124]: ejercicio 13 (p. 339). 


Observación 20.7.0.— Los trominós*, al igual que los dominós*? y los monominós (los cuadra- 


dos) son un caso particular de poliminós%*. 


Actividad 20.15 

Consideremos una red poligonal de n nodos (vértices), n > 2, y sea N(n) el número de aristas 
(lados + diagonales). Dicho esto: 

O.  obtengamos razonadamente una ecuación en diferencias para N(n); 

1.  calculemos su solución general; 


2.  Ccalculemos la solución particular correspondiente a esta situación. 


[EFE 7.7.2017:7]. 


4 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Tromino. 

2 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Domino_(mathematics). 
4 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Square. 

4 Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Polyomino. 
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Actividad 20.16 

(Problema de la persona viajante de comercio) Imaginemos que somos una persona viajante de 
comercio y consideremos n ciudades, incluida la nuestra propia, que debemos visitar. Supon- 
gamos también que conocemos todas las distancias entre dos cualesquiera de ellas. Comen- 
zando en nuestra ciudad, hemos de decidir el orden en que visitamos todas las ciudades, de 
manera que sea mínima la distancia (o el tiempo) total de llegar a todas y volver a nuestra ciu- 
dad. La forma más obvia de resolverlo es con una técnica exhaustiva: 0.”, hacemos una lista con 
todas las rutas posibles; 1., calculamos la longitud de cada una, y 2.*, seleccionamos la ruta 


más corta. ¿Cuántas rutas debe examinar este algoritmo exhaustivo? 


Cfr. [189]: ejercicio 10.36 (pp. 2-3 y 263-264). 


Actividad 20.17 

Sea P,, el número de particiones de un conjunto de n elementos. Demostremos que la sucesión 
e A E 4 ES ae 

Po, Pi, ---, satisface la ecuación en diferencias P, = 2, (el ¡Ena 


Cfr. [158]: ejercicio 4 del Self-Test (p. 371). 


Actividad 20.18 

Si q. es una palabra de bits, sea C(a) el número máximo de ceros consecutivos en a. [Ejemplos: 
C(10010) = 2, C(oo110001) = 3]. Sea S,, el número de palabras a de n bits con C(a) < 2. 
Hallemos S,,. 


Cfr. [158]: ejercicio 61 (p. 337). 


Actividad 20.19 

Notemos por C,(n) el número de palabras de longitud n > 1, en base b, que no contienen dos 

dígitos consecutivos iguales. Dicho esto: 

o.  obtengamos razonadamente una ecuación en diferencias lineal para C,(n), calculemos su 
solución general y la particular correspondiente a esta situación; 

1. Hagamos lo mismo para b = 3, esto es, obtengamos razonadamente una ecuación en di- 
ferencias lineal para C,(n), calculemos su solución general y la particular correspondiente 
a esta situación; 

2. ¿es extensible nuestro razonamiento al caso de una base b > 3? Justifiquemos nuestra 


respuesta. 


[EEE 
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Actividad 20.20 

Una ONG sobre medioambiente y conservación de la biodiversidad ha realizado un estudio so- 

bre la evolución de dos especies, E, y E,, que comparten un mismo territorio sometido a presión 

humana. El texto del informe incluye la siguiente descripción (los datos que se mencionan se 

recogen al finalizar cada año): 

«Cada año, de la especie E, nacen tantos como individuos, de esa especie, había el año anterior 

y fallecen tantos como el doble de individuos de la especie E, había el año anterior, mientras 

que de la especie E,, fallecen tantos como el doble de individuos, de esa especie, había el año 

anterior y nacen tantos como individuos había el año anterior de la especie Eo». 

Supuesto que no hay inmigraciones ni emigraciones ni influyen factores externos que modifi- 

quen sus crecimientos, se trata de que: 

o.  escribamos un sistema de ecuaciones en diferencias lineales que represente, según lo an- 
terior, la relación entre los tamaños de las poblaciones, dos años consecutivos; 

1.  calculemos la solución general de dicho sistema; 

2.  interpretemos dicha solución, informando del comportamiento en el muy largo plazo de 


ambas poblaciones. 


[EFE 1.6.2017:8]. 


Actividad 20.21 

Se ha hecho un estudio para determinar la satisfacción de la clientela de dos compañías de 
servicios, Ay B, con dos supuestos: todas las personas del estudio han contratado los servicios 
de Ao de B y cualquiera de ellas es libre de cambiar de compañía cada mes sin cargos. Ha 
resultado que 1/3 de la clientela de A se sienten satisfechas con A y volverán a contratar a A el 
mes siguiente pero 2/3 de la clientela de A están insatisfechas con los servicios que proporciona 
Ay cambiarán a la compañía B, y que la mitad de la clientela de B confían en B y se mantendrán 
fieles a ella, mientras que la otra mitad cambiarán de compañía. Inicialmente (esto es, en la 
fecha de inicio del experimento), 1/3 de la población total está con la compañía A y 2/3 con B. 
Siendo a, y b, las poblaciones (número de clientes) en el mes n de las firmas A y B, respecti- 
vamente, nos preguntamos: 

o. ¿cuáles la distribución de la clientela transcurridos n meses?; 

1. ¿qué ocurrirá en el muy largo plazo con dicha distribución de clientes? 
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$ 20.8 Muestra de ejemplos finales 


Ejemplo 665 


En $ 19.3.5 (p.1065 de esta edición) hemos interpretado las soluciones enteras no ne- 
gativas de Xx, + Xx +=: +Xp =k(k, n € Z*) en el contexto de la selección de muestras, 
la distribución de objetos en recipientes, la partición de un multiconjunto en submulti- 
conjuntos y la descomposición de un entero positivo en sumandos enteros no negativos. 
Aquí nos proponemos lo siguiente: si s; representa el número de soluciones enteras no 
negativas de x, + Xx, +-** + Xp = k, hallar una ecuación en diferencias para s, (n fijo) y 


encontrar finalmente una expresión explícita tan simple como sea posible para sz. 


[EFO 12.6.2020:4a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Dela ecuación diofántica x, + x, ++: ++ + Xp = k, sabemos que el número de 
soluciones enteras no negativas es CR(n, k) (cfr. supra teorema 19.39 [p. 1043 de esta edición], 
para m = 0), esto es, C(k + n—1, n—1), reescribible como C(k +n-—1, k); en otras palabras, 
sk= C(k+n-—1,k). 


La propia definición de número combinatorio en función de los factoriales de números 


nos proporciona una definición recurrente de número combinatorio, a saber, 


a n! 
k k! - (n— k)! 


a n-(n—1)! 
k -(k—1)!- (n — k)]! 
n (n —1)! 


k (k=1D]!-(n— k)! 
_n[(n—1 
o kAk-—1)' 
válida Vn,k EN,1<k<mn. 


Para el caso que nos ocupa, Vn, k+n-—1EN,1<k<k+n-1, 


(0) A) 
s= A 


k k k=— 1 
Kin 1 K=0+p=1 
o k E=1i ! 
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y, por tanto, 
k+n-=1 


Sk= Sk-1 (20.127) 
k 


La ecuación (20.127) es una ecuación en diferencias lineal homogénea con coeficientes no 
constantes, de orden 1, para sy (n fijo). 


Aunque sea de coeficientes no constantes, tratemos de encontrar una fórmula explícita, 


por ejemplo, mediante sustitución hacia adelante. 


Fase 1. Expansión. 


2+n=>m1 n+1 
Sa = ————— *S¡= Si 
2 2 
3+n->m1 3+n->=1 2+n->1 n+2 n+1 
S3¿= .Sy= . + S¡= ] Sy 
3 3 2 3 2 
4+n->1 4+n-1 3+n-1 2+n-1 n+3 n+2 n+1 
S4 = ——— "S3= . . Si = a A Si 
4 4 3 2 4 3 2 
Fase Il. Intuición. 
Intuimos que 
k+n-1 k+n-2 n+2 n+1 
Sk = : A pl - Si, 
k k—1 3 2 
esto es, 
1 
5=S5: q (k+n=1):(K+n>=2)>...(n+2)-(n+1) 
ke! 
1 (k+n-1)! 
= 8 4-+ : 
Ek n! 
(k+n-=1)! 
=S1: 
klon-(n—1)! 
1 (k+n-1)! 
=S;: : 
n k!l-(n—1)! 
1 k+n-—1 
— Sr —=* , 
n k 
siendo s, € R. 


Fase III. Demostración. 


Por ejemplo, mediante inducción débil. Para ello, apliquemos el teorema 16.0 (p. 717 de 


esta edición) (teorema de inducción débil). 
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, , . 1 1+n-—1 
Caso base (ID¿).— Para n = 1, según lo que hemos intuido, s, = S; : ás . , lo cual 
Í 


es cierto; en otras palabras, se satisface P(1). 


Paso inductivo (ID,).— Supongamos P(k) y demostremos P(k + 1), esto es, supongamos 


1 k+n=—1 Pd . 1 
que Sk = S;: PE h (hipótesis inductiva) y demostremos que Sky, = S; : Pl 
(k+1)+n-=1 1 [(k+n 2 : 
, €s decir, que Sky1 = Si: —- tesis inductiva); en efecto, se- 
k +1 id on k +1 ) 
das (k+1)+n-=1 , k+n odas 
ún (20.127), St+1 = -S 1 €StO ES, Sky = ———S or la hipótesis 
s k+1 k+1 (k+1)—1 k+1 k+1 kyP p 
Ñ ] k+n 1 k+n=>1 
inductiva, Sky = —]—:S1:=: , esto es, 
k>+1 n k 


1 k+n (k+n-1)! 
n k+1  k!-(n—-1)! 
1 (k+n)! 


uara (k+1)!- (n—1)! 


k+mn 
=S, —- E 
o k-+1 


en otras palabras, se satisface P(k + 1). 


Sk+1 = S1* 


HR 


Conclusión (ID, A ID,).— Como se satisfacen el caso base y el paso inductivo, entonces, del 


teorema 16.0 (p. 717 de esta edición) (teorema de inducción débil) se sigue lo buscado, a 
1 k+n>1 
saber, que Ss; =S,: —+ h 


) es cierto para todo k € Z*. 
n 


En definitiva, hemos encontrado y demostrado, mediante sustitución hacia adelante, que 
la expresión explícita de la solución general de (20.127), es 


1 k+n-—1 
n 


Sk=0:—=: h (c ER). (20.128) 


Hallemos finalmente la expresión explícita de la solución particular del caso que nos ocu- 
pa. Por ser de orden 1 la ecuación (20.127), para asegurar que tiene solución necesitamos una 
condición inicial —cfr. supra teorema 20.4 (p. 1143 de esta edición) (teorema CERO)—. Note- 
mos que s, = n ya que el número de soluciones enteras no negativas de x, + Xx, +-::*+Xp =1 
es n, pueslas soluciones:son (1,0,0,0,«.:+0,0),(0,1,0,0,+:<-,0,0),(0,0,L,0;++.%: 0, 0)50> 
(0,0,0,0,...,1,0),(0,0,0,0,...,0,1) (es decir, tantas como veces el 1 es una única vez cada 
sumando x;, esto es, 11). 
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De este modo, sustituyendo el valor inicial en la solución general (20.128), obtenemos la 
ecuación lineal con una incógnita 


1 1+n-=-1 
Ss =n=C:-—+: 


cuya solución es 


por lo que sustituyendo en (20.128), obtenemos que la expresión explícita de la solución parti- 


1 (0) 
Sk=.n:"=>:"* 5 
n k 


k+n-=—1 
Sk = JE , 


cular del caso en estudio es 


esto es, 


Solución, — Dado n € Z*, se tiene: 


o ., . . k+n=—1 
o.”, una ecuación en diferencias para sx es S£ = ———— Sk 
h 
A 20 e me 1-(k+A=1 
1.%, la solución explícita de esta ecuación es sí; = Cc: —- y (c ER), y 
n k 


2.?, la solución explícita del correspondiente problema de valores para el caso en estudio, co- 
k+n-=1 
k ' 


rrespondiente a s, = n,es sí = 


Investiguemos los primeros valores de n: 


=  sean=2,estoes,x,+x, = k;comok > o(k € Z*), entonces, x, > 00X, > O;entonces, 
por un lado, una solución con x, > O significa que (x,—1, x,) es solución de x,+x, = k—1, 
por lo que hay s;-, soluciones de esta última; por otro, por un razonamiento similar, hay 
Sx_, Soluciones para X, > O, y, por otro, hay S;-(,+1) Soluciones para x, > OY X, > 0; 


entonces, por el principio de inclusión-exclusión (PIE) —cfr. supra teorema 19.23 (p. 1013 
de esta edición), siendo S, el conjunto de soluciones (x,, x,) de x, + x, = k tales que 
x, > O, S, el conjunto de soluciones (x,, x,) de x, + x, = k tales que x, > Oy S,N S, el 
conjunto de soluciones (x;,, x,) de x, + x, = k tales que x, > Oy Xx, > O, conjuntos S,, S, y 
S, AN S, cuyos cardinales respectivos son Sh, Sk-1 Y Sk-(1+1y—, Se tiene que una ecuación 


en diferencias para s, es 


SE = Sir Sta Sofa: 
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esto es, 


Sk = 25k-1 — Sk-2, 


en forma estándar, 
Sk —=2Sk-1 + Sk, =0, (20.129) 


siendo una expresión explícita para su solución general (“, 


Sk =C,k +), (20.130) 


con C,, C, ER; 


por ejemplo, calculemos s,: por un lado, s, = 2—las dos soluciones enteras no negativas 
de x, + x, = La saber, (0,1) y (1,0) —; por otro, s, = 3 —las 3 soluciones enteras no 
negativas de x, +x, = 2,a saber, (0, 2), (1,1) y (2, 0) —;entonces, sustituyendo en (20.130): 
Ss, =2=C,:1+0C,, 
$5 =3=0G-:2+0, 
de donde c, = 1y C, = 1, por lo que s; = 1-3 +1 = 4 —las cuatro soluciones enteras 


no negativas de x, + x, = 3,a saber, (o, 3), (1,2), (2,1) y (3, 0)—, lo cual coincide con lo 
conocido, s; = C(34+2-—1,2—1) = C(4,1) = 4; 


por otra parte, es posible calcular una expresión explícita de la solución particular de la 
situación en estudio, para n = 2, simplemente sustituyendo los valores c, =1y c, = 1en 
(20.130), esto es, 

Ski=1-k>+1, 


esto es, 


es decir, para n =2, 


de manera similar, para n = 3, esto es, para la ecuación x, + Xx, + Xx, = Kk, 


Sk Sa TF Sa TS Sk (+1) — Sk-(1+1) — Sk-(1+1) eN Sk-(1+1+1)» 


esto es, 


Sk = 3Sk-1 — 3Sk=2 + Sk-=3> 


Versión: D:20240331194944+02'00' 


02024, prof. dr. Juan Miguel León Rojas; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ 


20.8. Muestra de ejemplos finales 1252 


en forma estándar, 


Se = 35 PIS 53 0, (20.131) 


y una expresión explícita para su solución general es (*? 


Sk = C3k* +c,k +C,, (20.132) 


con Cy, C,, Cz ER; 


ahora, para calcular una expresión explícita de la solución particular de la situación en 
estudio necesitamos conocer s,, s, y s3. Veamos, por un lado, s, = 3, ya que (0,0, 1), 
(o, 1,0) y (1, 0,0) son las soluciones enteras no negativas de x, + X, + X, = 1; por otro, 
s, = 6, ya que (o0,0,2), (0,2,0), (2,0,0), (0,1,1), (1,0,1) y (1,1, 0) son las soluciones 
enteras no negativas de Xx, + X, + X, = 2, y por otro, s¿ = 10, ya que (o, 0,3), (0,3, 0), 
(3,0,0), (0,2,1),(2,0,1), (2,1, 0), (0,1,2), (1,0,2), (1,2,0) y (1,1,1) son las soluciones 


enteras no negativas de X, + X, + X= 3; 
finalmente, sustituyendo en 20.132, 
S5=3=(:P'+C,:1+0, 
Ss, =6=(,:2+C,:2+C,, 


Ss¿=10=(3:3+C,:3+C,, 


de donde c, = 1,c, = 3/2 y c, = 1/2, por lo que una expresión explícita de la solución 


particular de la situación en estudio, para n = 3, sustituyendo estos valores en 20.132, es 


1 
Sk=>=k + ca SN 
e) 2 


e 

y % 
_(k+2)-(k+1) 

y 2 
kz) Ak) 
a 2- kl 


es decir, para n =3, 


= ¡gualmente, para n = 4, demostraríamos que una ecuación en diferencias para sz, en 
forma estándar, es 


Sk — 4Sk-1 + Ó6Sk2 — 4Sk-3 + Sk4 =0, 
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de la que una expresión explícita para su solución general es 


Sk= Cak?+ck?*+ckw+C,, 


Con C;, C,, Cz, C4 E R, y que una expresión explícita de la solución particular de la situa- 


e 
Sk = ; 
do = 


ción en estudio es 


= análogamente, para n = 5, demostraríamos que una ecuación en diferencias para sy, en 


forma estándar, es 
Sk — 5Sk-1 + 10Sk-2 — 108k-3 + 5Sk-4 — Sk-5 =0, 
de la que una expresión explícita para su solución general es 


Sk = Csk* + C¿k? +C3k?*+c,k +, 


CON C;, C,, Cz, C4, Cs E KR, y que una expresión explícita de la solución particular de la si- 


tuación en estudio es 
k+5=—1 
Sk = y 


5=1 


=  similarmente, para n = 6, demostraríamos que una ecuación en diferencias para s,, en 


forma estándar, es 
Sk — 6Sk-1 + 15Sk-2 — 205£-3 + 15Sk-4 — 6Sk-5 + Sk-6 = O, 
de la que una expresión explícita para su solución general es 


Sk= Cók "+ C5k*t+4k? + 03k*+c,k +, 


CON C;, Cz, C3, C4, Cs, Có E R, y que una expresión explícita de la solución particular de la 


(E) 
Sk = ; 
6-1 


situación en estudio es 


n etc. 


Observamos cómo los coeficientes, en valor absoluto, para los diferentes valores de n, son 
los números de la fila n del triángulo de Pascal (vid. p. 999 de esta edición), lo cual no tiene na- 
da de extraño ya que estamos aplicando PIE en todos los casos y ocurre como en la versión 
probabilística de PIE —vid. v. gr. Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Principio_de_in- 
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clusi%C3%B3n-exclusiC3%B3n+*Caso_especial)—, a saber, que todos los cardinales de las in- 
tersecciones del mismo número de conjuntos son iguales. 

Solución. — Razonando similarmente para un n arbitrario, mediante el principio de 
inclusión-exclusión, siendo S; el conjunto de soluciones (X,, Xz, ... ,Xn) dex: +x24: + +xXp = k 
tales que x; > O(¡ € [1,2,...,n)), cuyos cardinales son |S¡| = s;-,, SNS; (las intersecciones 
dos a dos) el conjunto de soluciones (X,, Xz,...,Xn) dex +x,+-:**+Xp = k tales que x; > Oy 
x¡>0(i, ¡€ [1,2,...,n),¿4 J), cuyos cardinales son |S; N S;] = sx-,, y así sucesivamente, 
hasta S, N S,N...NS,, el conjunto de soluciones (X,,X,,...,Xn) dex, +xX. +: +xXp=k 
tales que x, > 0,X, > 0,...,Xn-1 > OY X, > O, cuyo cardinal es s;_,—, demostraríamos que 
una ecuación en diferencias para sy es 


n n n n n n 
)s, = ) Sk17 ]s.-.+ Js ; +(-1)” ) O ] sio 
O 1 2 3 n=—1 n 


la cual, en forma estándar, es 


n 


n n 
SNS + Ñ ) Ska , ) Sesto +=” Skay HD)" Soy (1) "Skn =0, 


n= 2 


que una expresión explícita para su solución general es 


Sk=Cpk" "+ cp k"?+ +0 k%+ck>+C,, 


con C,, C,,..., Cn E R, y que una expresión explícita de la solución particular de la situación 
en estudio es 
k+n=1 
Sk = . 
n— 1 


Observación 20.8.0.— Pudiésemos utilizar Wolfram/Alpha** para confirmar la solución general 
de (20.127). Introduciendo s(k)=((k+n-1)/k)x*s(k-1), este artefacto nos informa que la expresión 


explícita de dicha solución general es 


(n +1 


mA (c ER), 


Sk=C 


45 Vid. https://www.wolframalpha.com/. 
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donde el numerador es el factorial ascendente, expresión que simplificamos demostrando que es 


justo la anterior: 


si =0 040 =1 
2 ¿ M4: (042)... (n+41D)+(k-2)-1) ((n+1)+(k-1)=1) 
kl 
=0- (040) (+2) >. (n+k=2)-(n+k-1) 
=0 Goten 1) (k+n-2)(n+2)-(n+1) 
k+n-m1)! 
Sos n! y 
(k+n-=1)! 
== En (1 
o 1 (k+n-1) (CER). 


n k!.(n—1)! 


Observación 20.8.1.— Pudiésemos comprobar la solución del PVI, por ejemplo, introduciendo el 


problema de valores iniciales s(k)=((k+n-1)/k)*s(k-1), s(1)=n en el artefacto Wolfram|Alpha. 


Observación 20.8.2.— Utilizamos el artefacto SageMath*? y este programita en lenguaje Sage 


para calcular la solución general de una ecuación en diferencias lineal con coeficientes constantes. 


def solgeneral(ecdif): 
n= len(ecdif)-1 
policar = ecdif[o]*x*%n + sum([ecdif[i+1]xx*(n-1-1) for 1 in range(n)]) 


raicar = policar.roots() 


vars = [var(*c*+str(i+1)) for 1 in range(n)] 
var(*k?) 
dev =0 


for r in raicar: 


tr = (r[o],r[1]), en la forma (raíz, multiplicidad) 


I 


polisol = sum([vars.pop(0)xk%i for 1 in range(r[1])]) 
dev += polisolxr[0o]*k 


return dev 


Observación 20.8.3.— El programita de la observación 20.8.2 (p. 1255 de esta edición) y a conti- 


nuación 


fshow(solgeneral([1,-2,1])) 


muestra c,k + c, como una expresión explícita de la solución general de (20.129). 


Observación 20.8.4.— El programita de la observación 20.8.2 (p. 1255 de esta edición) y a conti- 


nuación 


46 Cfr. supra S 9 (p. lxxxii de esta edición). 
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show(solgeneral([1,-3,3,-1])) 


muestra c¿k? + c,k + ce, como una expresión explícita de la solución general de (20.131). 
Ejemplo 666 


Sean k, n € Z*. Dada la disposición ordenada original D, = (0,,0,,...,0x) de k 
objetos distinguibles, diremos que una permutación o (sigma) de dichos objetos es una 
permutación cercana de D, de grado n, si todo objeto en d está a menos de n posiciones 
de su posición original en D, y diremos que una permutación a de dichos objetos es una 
permutación lejana de D, de grado n si todo objeto en d está a más de n posiciones de 
su posición original en D,. Dicho esto, nos proponemos lo siguiente: si c, representa el 
número de permutaciones cercanas de D, de grado 2, hallar una ecuación en diferencias 
para Cc; y enontrar finalmente una expresión explícita tan simple como sea posible para 


Ck. 


[EFE 29.6.2020:4a (p.h.e.c.)]. 


Resolución. Si o, está en la última posición, el problema se reduce a las permutaciones 
cercanas de D,-, = (0,,0,,..., 0-1) de grado 2, por lo que hay c,-, formas de permutar 
los objetos con o; fijo en la última posición. Por otro lado, si 0; , está en la última posición, 
obligatoriamente o, debe estar en la penúltima (ya que debe estar a menos de dos posiciones 
de su posición original en D,), por lo que el problema se reduce a las permutaciones cercanas 
de Di, = (0,,0»,..., 0-2) de grado 2, por lo que hay c;-, formas de permutar los objetos 


con 0-, fijo en la última posición. Por tanto, por el principio de la adición, 
Ck = Ck-1 Pb Ck-2> 


para k entero, k > 3. 


Por otro lado, c, = 1 —sólo la disposición original (0,)—y c, = 2 —las disposiciones 


(0, 0,) y (07, 01)—. 


Para este problema de valores iniciales, la solución explícita es 
Ce = Fla 


siendo F, los números de FIBONACCI (cfr. https://oeis.org/A000045), esto es —cfr. 
https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi%C3%B3n_de_Fibonacci*F%C3%B3rmula_expl%C3%AD- 
cita—, 

1 iia Ud) 


5 , 


Ck 
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siendo p = (1+ y/5)/2 el número áureo. 
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Apéndices 


Sobre los apéndices ............... 


A 


APÉNDICE 


Algo in itinere, algo ex post 


Perdóname, no sé decirte nada más, pero tú comprende que yo aún estoy en el camino. 


[José Agustín GOYTISOLO, Palabras para Julia). 


Lo cierto es que si bien la primera actividad se sitúa «en el camino» y, por lo tanto, es 
abordable desde el estudio de estas notas, la segunda y la tercera y el resto de subca- 


pítulos residen en su exterior, más allá de los márgenes de las mismas. 


A.o Propuesta de una actividad final initinere .............. 1262 
Aj Biblogratla Minaelacpóst «mia e 1263 
A.2 Propuesta de dos actividades finales expost ............. 1264 
Ad  BIDLOBISMacrpost- Siria ranibiraspirde 1265 
A.4 Mucho más allá: los siete problemas del milenio . .......... 1265 


$ A.o Propuesta de una actividad final in itinere 


Actividad A.o 


Representemos: 


il o) 
=  unvalor de verdad como una matriz 2 x 1, Falso (F) = y Verdadero (V) = ; 
o) 


5 A E A 1.0 
=  losposibles valores de verdad de una variable proposicional como la matriz 2x2, ; 
o) 


esto es, la yuxtaposición de las matrices 2 x 1, F y V anteriores; 


: : 1.0 
=  losposibles valores de verdad de dos variables, p y q,como la matriz2x 4, 
0.1 O 1 


esto es, la yuxtaposición de las matrices 2 x 2 correspondientes a los p y q anteriores. 
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Con esta representación, es posible hallar los valores de verdad de, digamos, pA q, encontrando 
una matriz 4 x 4 adecuada por la que multiplicar la matriz 2 x 4 anterior; en efecto, la matriz 
resultante del producto 


l 1 O Y 
L (9) 1 0 00.0 op [1 1 1.0 
A 
ONO OL 


no es más que F F FV, en definitiva, p A q. 
Nos preguntamos: 
O. ¿Cuántas matrices binarias 4 x 4 hay? En general, ¿cuántas matrices binarias n x n hay? 
1. ¿Cuántas matrices binarias 4 x 4 tienen determinante uno? En general, ¿cuántas matrices 
binarias n x n tienen determinante uno? 
2. Proyecto de programación. (El lenguaje de programación es a nuestra entera elección; eso 
sí, no olvidemos documentar el código). 
I. ¿Cómo interpretamos la última matriz 2 x 4, esto es, a qué par de valores de verdad 
de p y q corresponde cada columna (las cuatro columnas son F, F, F y V? 

II. ¿Puede la matriz 2 x 4 correspondiente a p A q ser generada por otra matriz 4 x 4? 

III. Sobre esto último, ¿qué sucede con los demás juntores diádicos? 

IV. En definitiva, para cada matriz 2 x 4 correspondiente a un juntor diádico se trata de 
encontrar, caso de que sea posible, todas las matrices binarias 4 x 4 (llamémoslas sus 
asociadas) que la generan. 

V. ¿Hasido posible hacerlo para todos los juntores? ¿Por qué? 


VI. Entonces, ¿detectamos algún patrón entre las matrices 2 x 4 y sus asociadas? 


SA.1 Bibliografía in itinere/ex post 


Para saciar algunas de nuestras inquietudes remanentes o no conscientes (aún). 


Sobre números «famosos»« o interesantes»: 
+  Treslibros: 


o El Numeronomicón, de Josep María ALBAIGES (https://www.tebarflores.com/ma- 
tematicas/239-el-numeronomicon-diccionario-de-numeros-sus-propiedades- 
matematicas-tradicion-historica-y-simbolismo-9788473605540.html); 


o Les nombres remarquables, de Francois LE LIONNAIsS (https://www.editions- 
hermann.fr/livre/9782705614072) (figura como bibliografía, no referenciada, en 


https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_remarquable+*Bibliographie); 
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o The Penguin dictionary of curious and interesting numbers, de David WELLs (https://en.wi- 


Kipedia.org/wiki/The_Penguin_Dictionary_of Curious_and Interesting Numbers); 


+  enMathigones posible ver el almanaque de los números interesantes (https://mathigon.or- 
g/almanac), donde introduciendo un número abajo y pulsando la tecla de Retorno de carro 
/ Enter / Intro [7], nos situaremos en dicho número y veremos además algunos de los más 


cercanos; 
« algunos que se destacan en Wikipedia: 

o  https://en.wikipedia.org/wiki/List_of numbers*Mathematical_significance; 

o  https://en.wikipedia.org/wiki/List_of numbers*Cultural_or _practical_significance; 


algunos con nombre propio  (https://en.wikipedia.org/wiki/List_of numbersNa- 
med_numbers), si bien podríamos considerar interesantes a todos los números 


(https://en.wikipedia.org/wiki/Interesting_ number _paradox). 


= Sobreteoría de números, combinatoria y más, pudiésemos echar un ojo a estas páginas (u otras 


similares): 


* Olimpiadas de matemáticas. Página de preparación y problemas, de José Miguel MANZANO: 
https://wpd.ugr.es/-¡mmanzano/preparacion/problemas.php?page=1S:d=-18c=1 (contie- 
ne una amplia variedad de ejercicios resueltos sobre teoría de números, combinatoria, 
juegos y estrategias, etc., pudiendo elegir hasta cinco grados de dificultad; además, tiene 


apuntes); 


* Olimpiada matemática española. Problemas propuestos y resultados, de Carles ROMERO: 


http://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/_csanchez/olimprab.htm; 


* Princeton University Mathematics Competition (PUMaC) Problem and Result Archive: 


https://jason-shi-fodm.squarespace.com/archives; 


« International Mathematics Competition for University Students: https://www.imc-math.org.uk/. 


$ A.2 Propuesta de dos actividades finales ex post 


Las siguientes dos actividades son para quienes tengamos inquietudes investigadoras; démonos 


la bienvenida a un periplo que de seguro disfrutaremos, rastreando, rebuscando, y reflexionando. 
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Actividad A.1 
Discutamos lo propuesto en el ejemplo 665 (p. 1247 de esta edición) para el caso general de coefi- 


cientes naturales, esto es, para 0,X, + 0,X, +: * + AnXp = k,con 0,,0,,...,07 EN. 


[EFO 12.6.2020:4b (p.h.e.c.)]. 


Actividad A.2 
Con respecto al ejemplo 666 (p. 1256 de esta edición) y si [, representa el número de permu- 
taciones lejanas de D, de grado 2, discutamos el hallar una ecuación en diferencias para l, y 


encontrar finalmente una expresión explícita tan simple como sea posible para l;. 


[EFE 29.6.2020:4b (p.h.e.c.)]. 


$ A.3 Bibliografía ex post 


Ex post (para su lectura e investigación posterior por parte del alumnado). 
En inglés. 


[222]Pascal MICHEL. The Busy Beaver Competition: a historical survey. arXiv, página 0906.3749, 
2022. 


[223] The Electronic Journal of Combinatorics, 2024. http://www.combinatorics.org/ojs/index.php/elj- 
c/index (accedido el 26.1.2024). Ogratis OA. 


[224]Terry Tao. What's new, 2024. blog de Terence Tao, Mozart of maths. https://terrytao.word- 
press.com/ (accedido el 26.1.2024). Ogratis OA. 


$ A.4 Mucho más allá: los siete problemas del milenio 


Pues sí, mucho más allá, pero por si tiene inquietud en los siete problemas del milenio o en 
alguno en particular, creo que, además de toda la información (en inglés) que podemos encontrar 
sobre cada uno de ellos en el sitio web del Clay Mathematics Institute” (la institución que ofrece un 
premio de un millón de dólares por cada uno que se resuelva) (por ahora, sólo se da por resuelta la 
conjetura de POINCARÉ, demostrada por Grigori PERELMAN! en 2002). También es destacable la in- 


formación proporcionada por Wikipedia? y la introducción, en catalán, Els set problemes del mil-lenni? 


2 Vid. https: //www.claymath.org/millennium-problems. 

Vid. v. gr. https://en.wikipedia.org/wiki/Grigori_Perelman. 

2 Vid. https://en.wikipedia.org/wiki/Millennium_Prize_Problems. 

3 Vid. https://www.crm.cat/wp-content/uploads/2020/01/7-Problemes.pdf. 
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(Si, en particular, tenemos un interés especial en la hipótesis de RIEMANN, encuentro recomendable 


la introducción de Pilar BAYER 1 ISANT? en este último libro). 


4 Vid. v. gr. https://es.wikipedia.org/wiki/Pilar_Bayer_Isant. 
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Anexo 


Me identifico en el lenguaje, pero sólo perdiéndome en él como un objeto. Lo que 
se realiza en mi historia no es el pretérito-definido de lo que fue, puesto que ya no es, 
ni siquiera el perfecto de lo que ha sido en lo que yo soy, sino el futuro anterior de lo 
que yo habré sido para lo que estoy llegando a ser. 

(Jacques LACAN, Escritos 1 [225] [p. 288]). 


ANEXO 


Las trampas de Circe 


Este anexo lleva por título el inicio del libro póstumo Las trampas de Circe: falacias lógicas y argumen- 
tación informal [125] de Montserrat BORDES SOLANAS (Barcelona, 1965-2010), profesora de Bioética, de 


Lógica y de Filosofía de la Ciencia, entre otras materias, en su honor. 


Aquí me limito a reproducir el índice de su taxonomía de falacias (la numeración corresponde alos 
capítulos y subcapítulos del libro). Lo hago desde mi admiración por el trabajo de la autora; espero 
despertar la curiosidad en quienes lean, asimismo como que dicha reproducción contribuya a que se 


hagan una idea del enorme esfuerzo que le supuso esta sistematización. 


Sin más sobre el particular, por ahora, sólo resta mi recomendación por el estudio profundo, 


reflexivo y sosegado de dicho libro. 
5 Falacias formales 
5.1 Falacia del hombre enmascarado o falacia epistémica. 
5.2 Falacia del medio no distribuido. 
5.3 Falacias del condicional. 
o Falacia por afirmación del consecuente. 
o Falacia por negación del antecedente. 
5.4 Falacias modales. La falacia de Hume. 
5.5 Falacias probabilísticas. 
5.5.1 Falacia del jugador o de la lotería. 
5.5.2 Falacia de la conjunción. 
5.6 Falacia ad logicam (falacia de la falacia). 


6 Falacias informales que contravienen el criterio de claridad. 


02024, prof. dr. Juan Miguel León ROJAs; metaLicencia + Gratuidad Cristiana (CGL 10.30), http://gratuidadcristiana.blogspot.com/ Versión: D:20240331194944+02/00' 


1271 Las trampas de Circe 


6.1 Alicia y el caballero blanco: algunas falacias dependientes del lenguaje. 
6.1.1 Falacias por ambigiedad. 
o  Falacias por equivocidad. 
o  Falacias por anfibología. 
6.1.2 Falacia por vaguedad. 
6.1.3 Falacia del obscurum per obscuri. 
6.1.4 Falacia por hipóstasis. 


7 Falacias informales que contravienen el criterio de relevancia (falacias por ignoratio elenchi 


—por ignoracia de la refutación—). 
7.1 Falacias por omisión. 
7.1.1 Falacia del testaferro o del espantapájaros. 
o Falacia por simplificación. 
o Falacia por reconstrucción distorsionada. 
o Falacia por extrapolación ilícita. 
7.1.2 Falacia de la bifurcación o falso dilema. 
o Falacia del blanco o negro. 
o Falacia perfeccionista. 
Falacia socrática de la definición. 
7.2 Falacias por intrusión o falsa pista. 
7.2.1 Falacias genéticas. 
7.2.1.1 Falacia del origen. 
o Falacia etimológica. 
o Falacia del origen/justificación. 
7.2.1.2 Falacias «ad hominem». 
o Falacia «ad hominem» abusiva. 
o Falacia «ad hominem» circunstancial. 


Falacia «ad hominem» culpable por asociación (falacia de las malas 


compañías). 
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Falacia «ad hominem» «envenenando el pozo». 
o Falacia «ad hominem tu quoque». 
7.2.1.3 Falacia «ad verecundiam» y argumentos que apelan a la autoridad. 
7.2.2. Falacia «ad populum, ad numerum» (falacia por consensus gentium). 
o Falacia pseudodemocrática. 
7.2.3 Falacia «ad antiquitatem» y falacia «ad novitatem». 
7.2.4 Falacia «ad crumenam» y falacia «ad lazarum». 


7.2.5 Falacias «ad consequentiam», falacia «ad baculum», falacia «ad metum» y falacia «ad 
superbiam». 


7.2.6 Falacia «ad misericordiam». 
7.2.7 Falacia «ad hoc». 
7.3 El campanero de Carroll y las falacias por vacuidad. 
7.3.1 Falacia «ad nauseam». 
7.3.2 Falacia por inconsistencia o contradicción. 
7.3.3 Falacia de la pregunta compleja o «plurium interrogationum». 
7.3.4 Falacia del círculo vicioso o «petitio principii». 
o Falacia «ad lapidem». 
o Falacia de la definición persuasiva. 
7.3.5 Falacia naturalista (Moore). Falacia «ad naturam». Falacia de Hume (ser-deber-ser). 
8 Falacias informales que contravienen el criterio de suficiencia. 
8.1 Falacias de la inducción o secundum quid. 
8.1.1 Falacia por inducción precipitada. 
o Falacias del turista. 
o Falacia de la hipérbole inductiva. 
8.1.2 Falacia de la inducción perezosa. 
8.1.3 Falacia de la participación simbólica o «tokenism». 


8.1.4 Falacia de la falsa analogía. 
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8.2 Falacias de la relación causa-efecto (non causa pro causa). 
8.2.1 Falacia de la pendiente resbaladiza (y argumentos dominó). 
8.2.2 Falacia de la dirección equivocada. 
8.2.3 Falacia de la correlación coincidente o «post hoc, ergo propter hoc». 
8.2.4 Falacia del efecto conjunto o «post hoc, ergo propter hoc». 
8.2.5 Falacia de la causa compleja. 
o Falacia de la causa genuina pero insignificante. 
8.2.6 Falacia de la confusión entre condición necesaria y suficiente. 
8.2.7 Falacia «a priori» y falacia «a posteriori». 
8.2.8 Una falacia causal mixta. 
8.3 Falacias estadísticas. 
o Falacia por falsa interpolación. 
o Falacia por falsa extrapolación. 
8.4 Falacias sobre reglas. 
o Falacia por accidente o por dicto secundum quid ad dicto simpliciter. 
o Falacia por accidente inverso o dicto simpliciter ad dicto secundum quid. 
o Falacia del doble rasero (special pleading). 
o Falacia de la modificación de línea de meta. 
8.5 Falacia ad ignorantiam (y argumentos por simplicidad). 
8.6 Falacias mereológicas. 
o Falacia por composición. 
o Falacia por división. 


9 Falacias en bioética. 
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Epílogo 


Wir miissen wissen—wir werden wissen [Debemos saber y sabremos]. 
(David HILBERT). 


Confío en que hayamos conseguido atravesar algunas de las puertas iniciales de la matemática 
discreta que se han ido entreabriendo. Ha sido de sumo agrado poner todo mi empeño en que lo 


logremos. 


Mas, ¡ay, qué mucho queda por conocer hasta atisbar los márgenes de lo recóndito, de las pro- 
fundidades, de lo difícil! 


Sin embargo, más allá, lo recóndito, profundo, difícil; entrar en tales lares, queda fuera del con- 


texto de estas notas. 


Muchas gracias por su tiempo, comprensión y paciencia. Mis mejores deseos les acompañan. 
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«Quien deja camino y toma vereda piensa que adelanta, pero rodea».? 


¡¡Aún incompleto!!: ni son todos los que están, ni están todos los que son. 


Que nos disculpen quienes sientan falta. 


De las materias, igual. 


A 
Abdali, S. Kamal, 753 
abducción, 384, 386 
Ackermann, Wilhelm Friedrich, 166 
aducción, 382 
agente software, 387 

deliberativo, 387 

híbrido, 387 

reactivo, 387 
Aguado Martín, Felicidad, lxxxiii, 984, 1126, 1251 
Aigner, Martin, 843 
Al-Karaji, Abú Bakr, 992 
Alarcos Llorach, Emilio, 156 
Albaigés, Josep María, 1255 
Alemán, Mateo, 514 
alfabeto, lxxv 


cadena 
subcadena prefijo, lxxvi 


subcadena propia, lxxvi 
subcadena sufijo, lxxvi 
compuesto de palabras, lxxv 
elemento, lxxvi 
elemento compositivo propio, Ixxvi 
palabra prefijo, lxxvi 
palabra sufijo, lxxvi 
lenguaje, lxxvi 
universal, lxxvi 
letra, lxxv 
palabra/cadena, lxxv 
longitud, lxxv 
vacía/nula, lxxv 
palabra/cadena/concatenación, lxxv 
álgebra de Boole, lxxiii, 34 
algoritmo 
de Euclides, 855 
implementación, 855 
de Euclides extendido, 857 
implementación, 857 
de inferencia hacia delante, 165 
Almeida Benítez, Pedro Ramón, 1125, 1250 


Alonso Jiménez, José Antonio, 492, 512, 548, 604, 
628,661, 663, 693 


Amorós, Juan, xlviii 
análisis entidad-relación, 30 
anillo, lxxi 
abeliano, Íxxii, 792 
íntegro, lxxii, 798 
unitario, lxxi, 793 
antinomia de Russell, 665, 666 
Antón Antón, Amador, 155, 228, 325, 349, 350, 387, 
408, 434 
Anzola González, Máximo, 512, 603, 627, 661, 828, 
984 
aplicación, lxix 
Appel, Kenneth Ira, 431 
árbol enraizado 
altura, lxxviii 
camino, lxxviii 
enraizado, lxxviii 
longitud, Ixxviii 
nodo inicial, lxxviii 
nodo terminal/final, lxxviii 
rama/camino maximal, lxxviii 
de ramificación finita, lxxviii 
enario 
equilibrado, lxxix 
regular/totalmente completo, lxxix 
enario, lxxviii 
completo, lxxviii 
finitamente generado, lxxviii 
finito, lxxviii 
hoja/degenerado, lxxviii 
isomorfo, lxxix 
n-ario, lxxviil 
no ordenado, lxxvii 
nodo/vértice/punto, lxxvii 
ancestro inmediato, lxxviii 
ascendiente/ancestro/predecesor, lxxvii 
complejo/unión, lxxvii 
de nivel inferior, lxxviii 
de nivel superior, lxxviii 
descendiente inmediato, lxxviii 
descendiente/sucesor, lxxvii 
dominado, Ixxviii 
dominante, lxxviii 


2 José María SBARBI Y OSUNA. (1922 =1943): Gran diccionario de refranes de la lengua española. Madrid, 1922. Edición 
consultada: Joaquín Gil Editor. Buenos Aires, 1943. (Vía [33]). 
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exvalencia/grado de salida/grado de 
ramificación, lxxvii 
final/terminal/hoja, lxxvii 
grado/valencia, lxxvii 
intermedio, lxxviil 
interno/propio, lxxvii 
invalencia/grado de entrada, lxxvii 
origen/raíz, lxxvii 
profundidad/nivel, lxxviii 
simple, lxxvii 
nodos comparables, lxxviii 
ordenado, lxxix 
diádico, lxxix 
diádico:descendiente derecho, lxxix 
diádico:descendiente izquierdo, lxxix 
isomorfo, lxxix 
recorrido en orden, lxxx 
sintáctico, lxxx 
argumentación, 38 
argumento, 38 
Aristóteles, lxii, 438, 440, 448 
aritmética modular, 877 
Aróstegul Megías, Antonio, 54 
Arquímedes de Siracusa, xxxvÍ 
Astolfi, Jean Pierre, lii 
autómata celular, 830 
axioma 
de comprensión, 664-666, 676, 677, 692 
de elección, 674 
de emparejamiento, 669 
de especificación, 667 
de extensionalidad, 664, 666 
de fundamentación, 679 
de la unión, 669 
de reemplazamiento, 676 
de regularidad, 679 
de separación, 667 
de subconjuntos, 667 
del conjunto potencia, 670 
del conjunto vacío, 667 
del infinito, 671 
axioma del supremo, 708 
axiomas de Peano, 695 


B 

Backhouse, Roland Carl, 227 

Badesa, Calixto, 492 
Barker-Plummer, Dave, 293 

Barwise, Jon, 293 

base de conocimiento, 165 

Batanero Bernabéu, María del Carmen, 1125 
Bayeri Isant, Pilar, 1258 

Beezer, Robert Arnold, 829 

Beneyto Torres, Rafael, 326, 350 
Bennet, Deborah Jo, 382 

Berge, Claude, 614 

Bernays, Paul Isaac, 407, 663, 681 
Bernoulli, Jean, 607 

Bernstein, Felix, 634 

Bertrand, Joseph, 848 

Bertziss, Alfs, xliv 

Beth, Evert Willem, Íxiii, 245, 326, 350 
Bezos, Javier, xlvi 


biblioteca humana, li 

Bielza Lozoya, María Concepción, 545, 582 

Bigard, Alain, 828 

Birkhoff, Garrett, 813 

Black, Max, 361 

Blizard, Wayne D., 952 

Bocheñski, Józef Maria, 512, 529, 603, 628 

Bochvar, Dmitry Anatol'evich, 449, 450 

Bogart, Kenneth Paul, 1126, 1251 

Boghossian, Paul, 1270 

Bolzano, Bernardus Placidus Johann Nepomuk, 
632, 637 

Boole, George, 667 

Boolos, George, 529 

Bordes Solanas, Montserrat, 438, 1262 

Borel, Félix Édouard Justin Émile, 634 

Borrego Díaz, Joaquín, 492, 512, 548, 604, 628, 661, 
663, 693 

Bradbury, Ray Douglas, li, 430 

Bradley, James, 731, 1125, 1250 

Bray, Erik, lxxxiii 

Brenner, Walter, 387 

Brown, Frank Markham, 231 

Brualdi, Richard Anthony, 1126, 1251 

Burali-Forti, Cesare, 666, 689, 690 

Burton, Leone, 412 

Bézout, Étienne, 848-850 


C 

Cal Aguado, Jesús de la, 1236 

cálculo de secuentes, 175 

Cameron, Peter Jephson, 1126, 1251 

Campos y Fernández de Sevilla, Francisco Javier, 


xii 

Cantor, Georg Ferdinand Ludwig Philipp, lxvii, 
456, 458, 461, 632-634, 637-639, 642, 643, 
649-651, 653-655, 657, 658, 660, 663, 
665-667, 669, 670, 676, 681, 684, 685, 690, 
696, 941 

cardinal del continuo, lxx1ii 

Carreras Artau, Joaquín, 54 

Carroll, Charles Lutwidge Dodgson (Lewis), 310 

Carroll, Lewis, 352, 497 

Carter, Nathan, 829 

Caruncho Castro, José Ramón, 512, 603, 627, 661, 
828,984 

Casamayou, Alexandre, lxxxiii 

Casañ Muñoz, Pascual, 155, 228, 325, 349, 350, 387, 
408, 434 

Catalan, Eugéne Charles, 940 

Cauchy, Augustin-Louis, 706 

Cayley, Arthur, 431, 1131 

Chebychev, Pafnuti Lvóvich, 848 

Chen, Jingrun, 936 

Chen, Peter Pin-Shan, 30 

Chipman, John Somerset, 582 

Christie, Agatha, 430 

Church, Alonzo, 343, 406, 460 

CK-12 Foundation, lxxxiii 

clase de residuos, 869 

clausura 

inductiva, 721, 722 
libremente generada, 722 
codificación de la información, 828 
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coeficiente 


binomial, 991 
multinomial, 995 


coeficientes de Bézout, 849 

Cohen, Daniel, 431 

Cohen, Nathann, lxxxiii 

Cohen, Paul Joseph, 674, 681, 682 

Cole, Michael, 166 

Collatz, Lothar, 962 

combinación, lxxiv, 1019, 1033 
combinación con repetición, 1030, 1033 
concepto, 5 


comprensión, 6 
compuesto, 6 
extensión, 6 
intensión, 6 
simple, 6 
singular, 6 
subordinado, 7 
subordinante, 7 
universal, 6 


conceptos 


compatibles, 7 

coordinación, 7 

en oposición contradictoria, 7 
en oposición contraria, 7 

en oposición privativa, 7 

en oposición relativa, 7 
heterogéneos, 7 
homogéneos, 7 
incompatibles, 7 
subordinación, 7 


confirmación, lxvil 
congruencia, 869 


lineal 
resolución, 891 
resolución de ax = b (m 
resolución de ax = b (m 
med(a, m) = 1, 887 


conjetura 


de Elliott-Halberstam, 938 

de Elliott-Halberstam generalizada, 938 
de los primos gemelos, 937 

de los primos octy, 937 

de los primos primos, 937 

de los primos sexy, 937 

de Polignac, 937 


conjunto, xvii 


autocontenido, 665 

bien fundado, 724, 725 
elemento minimal, 726 
elemento mínimo, 726 

bien ordenado, 724 

borroso, 470 

complementario, lxviii 

complementario relativo, lxviii 

de escalares, lxx, 616 

de verdad, 65 

de índices, lxix, lxxiii 

diferencia, lxviii 

elemento, lxvil 

finito, Ixxiii 

inductivo, 720, 721 


base, 721 
constructor, 721 


infinito, lxxiii 

informante, 470 

intersección, lxviii 

numerable, lxxiii 

potencia, lxviii 

soporte, lxx 

unión, Ixviii 

unitario, lxviii 

universal, lxviii 

vacío, lxviii 
conjuntos 

disjuntos, lxviii 

equipotentes, 632 
Connan, Guillaume, lxxxiil 
contraargumentación, 52 
contraargumento, 52 
Conway, John Horton, 830 
Cooley, John Cleveland, 73 
Cools, Michel, 557 
Córdoba Bueno, Miguel, 603 
correspondencia, lxix 
Cover, Thomas M., 1124 
Cremona, John, lxxxiii 
Crestey, Maurice, 828 
Crisipo de Solos, 146, 631 
criterio general de divisibilidad, 908 
cuadrado perfecto, 847 
Cuenca Mira, José Antonio, xii 
cuerpo, lxxii 

abeliano, lxxii 

finito primo, 884 
Cuesta Dutari, Norberto, 564, 662, 
Cumming, Sam, 296 


D 

D'Halmar, Augusto, xvi 

Da Silva, Daniel Augusto, 1131 
Dahl, Roald, 430 

Dantzig, George, liv 

Davidson, Alan, 1300 

Davis, Martin, 108 

Davis, Philip ]., 56, 412, 432, 514 
De Moivre, Abraham, 1131 

De Morgan, Augustus, 146 


Dedekind, Julius Wilhelm Richard, 631, 637-641, 


650, 651, 660, 706 
deducción, 384 
demostración, lxvii 


por contradicción, véase demostración, por 


reducción al absurdo 


por reducción al absurdo, 115, 175, 220, 222, 


399,749 
dependencia funcional, 531, 611 


dependencia funcional transitiva, 541 
dependencia transitiva, 541 
Desanti, Jean, 814 


descomposición en factores primos, 843, 845 


desorden, 1008 

determinación funcional, 531, 611 
Devlin, Keith James, 663, 693 
Dewdney, Alexander Keewatin, 830 
Díaz Godino, Juan, 1125 
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Díaz, Carlos, 72 
Dickson, Paul, lv 
diferencia modular, 878 
Dijkstra, Edsger Wybe, 98, 694 
dinámica de poblaciones, 1141 
Diofanto, liii 
Dirac, Paul Adrien Maurice, 1304 
directa, 104 
Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune, 638, 848, 
1120, 1131 
divisibilidad, 835 
divisor, 835 
común, 848 
conjugado, 837 
positivo, 844 
forma, 844 
número, 844 
suma, 844 
propio, véase parte alícuota 
trivial, 835 
dominio de integridad, lxxii 
Domínguez Martínez, Juan Ignacio, X1i 
Doxiadis, Apostolos, 937 
Dubois, Jean-Guy, 1041, 1125 
Dubois, Thierry, 557 
Dumont, Thierry, lxxxiii 


ecuación diferencial, 1132 
ecuación diofántica, 919 


resolución de 0.Xo + 011 +++ +UMpXp =C, 
920 


resolución de ax + by = C, 919 
resolución de ax = C, 919 
resolución de x? — y? = c,920 
ecuación en diferencias, 1132, 1135 
completa, 1136 
con coeficientes constantes, 1136 
homogénea, 1136 
homogénea asociada, 1136 
lineal, 1135 
lineal completa 
principio de superposición, 1145 
solución general, 1146 
lineal completa con coeficientes constantes 
ARED>5, 1158 
obtención de la solución general, 1157 
obtención de una solución particular, 1157 
lineal homogénea 
principio de superposición, 1145 
solución general, 1146 
lineal homogénea con coeficientes constantes 
ecuación característica, 1147 
polinomio característico, 1147 
raíces características, 1147 
solución para orden k y k raíces reales 
simples, 1155 
solución para orden k y t raíces reales 
múltiples, 1155 
solución para orden dos y dos raíces reales 
simples, 1147 
solución para orden dos y una raíz real 
doble, 1147 


orden, 1135 
educción, 382, 383 
Eiffel, Alexandre Gustave, 734 
Elliott, Peter D. T. A., 938 
emetupla, lxviii 
Enderton, Herbert Bruce, 141, 156, 228, 325, 350, 
388, 409, 435, 511, 603, 627, 661, 711, 731 
enetupla, lxviii 
equinumerosidad, lxxiii, véase equipotencia 
equipotencia, 633 
equivalencia funcional entre instrucciones, 142 
Erdós, Paul, 962 
Escribano, María Carmen, 582 
Espinel Febles, María Candelaria, 1125, 1250 
esquema argumental, 39 
esteganografía, 142 
Estivill-Castro, Vladimir, 589 
estrategia 
algorítmica, 428 
combinatoria, 424 
de la biyección, 425 
de la doble cuenta, 425 
de la paridad, 425 
del elemento distinguido, 426 
del principio de correspondencia, 425 
del principio de inclusión-exclusión, 424 
del principio de la adición, 424 
del principio de la división, 424 
del principio de la multiplicación, 424 
del principio del complementario, 424 
del principio generalizado de los cajones de 
Dirichlet, 424 
del principio restringido de los cajones de 
Dirichlet, 424 
constructiva, 417 
de la analogía, 417 
de la inducción, 423 
de la probabilidad, 426 
de la reducción, 418 
de la reformulación, 418 
de la vacuidad, 416 
del contraejemplo, 417 
del ejemplo, 416 
diagramática, 418 
fundamentada en regla deductiva, 419 
de la contraposición, 420 
de la prueba por casos, 422 
de la reducción al absurdo, 420 
del dilema, 422 
del modus ponens, 419 
del modus tollens, 419 
visual, 418 
estructura algebraica, lxx 
abeliana, lxxi 
unitaria, lxxi 
Etchemendy, John, 293 
Euclides de Alejandría, 429, 682, 842, 843, 854, 855, 
8 


93 
Euler, Leonhard Paul, xxxvi, xxxviii, 607, 848, 890, 
936, 938, 939, 1131 
expresión 
declarativa, véase enunciado 
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factor, véase divisor 
primario, 843 
primo, 843 
factorial 
de n, 990 
función, 990 
número factorial ascendente, 991 
número factorial descendente, 990 
factorización canónica, 843 
familia 
de conjuntos, lxix 
de elementos, lxix 
de subconjuntos, lxix 
Fanha, Pedro, 290 
Felipe Ortega, Ángel, 771 
Fermat, Pierre de, 848, 890, 939, 940 
Fernández Ostalaza, Julio, 31 
Fernández Otero, Carlos-Peregrín, 156, 228, 325, 
350, 387, 409, 435 
Ferrando a Juan Carlos, 513, 604, 628, 1125, 
o) 


Ferrater Mora, José, 449 
Ferrers, Norman Macleod, 546, 582 
Feynman, Richard, l 
Fibonacci, XXXIX, 1131, 1151, 1152, 1154, 1163, 1169, 
1173, 1176, 1249 
Filón de Megara, 80, 146 
Floyd, Robert W. («Bob»), 562 
Forets, Marcelo, lxxxiii 
forma infija, lxxxi 
formulación, lxvii 
Fousse, Laurent, lxxx1ii 
Fraenkel, Adolf Abraham Halevi, 663, 676 
Franco Brañas, José Ramón, 1125, 1250 
Fréchet, René Maurice, 1131 
Frege, Friedrich Ludwig Gottlob, 33, 65, 109, 529, 
633, 663-665, 692 
función —. 
aritmética, 862 
completamente multiplicativa, 862 
compuesta, lxix 
de Móbius, 863 
divisor, 867 
indicatriz de Euler, 863 
inversa de Dirichlet, 862, 863, 868 
multiplicativa, 862 
parcial, lxix 
proposicional, 37, 65 
redondeo, 989 
suelo, 989 
techo, 989 
terminadora, 725,726 
total, lxix 
truncamiento, 989 
fórmula 
del palo de hockey, 995 


Gago Couso, Felipe, lxxxiii, 984, 1126, 1251 
Galeno, 354 

Galileo Galilei, 631 

Galindo, María Purificación, 563, 564 
Galois, Évariste, 429 

GAP Support Group, 829 


García, Rolando, 79 

García García, José, 511, 603, 627, 828 

García Grimaldos, Modesto, xii 

García Gómez, Carlos, 513, 604, 628,984, 1126, 1251 

García Merayo, Félix, lxxxiii, 512, 604, 628, 984, 
1126, 1250, 1251 

García Máynez, Eduardo, 10 

García Suárez, Alfonso, 156, 228, 325,350, 387, 409, 


43 

García Trevijano, Carmen, 155, 228, 325, 349, 387, 
409, 435 

Gardner, Martin, 209, 631 

Garrido Garrido, Julián, 661, 693 

Garrido Giménez, Manuel, 155,156, 228, 325, 326, 
349,350, 356, 357, 366, 387, 395, 401, 402, 
405, 407-409, 435, 512 

Gauss, Johann Carl Friedrich, 429, 939 

Gelfond, Aleksander Osipovich, xxxvi, 684 

Gentzen, Gerhard Karl Erich, 162, 166, 167, 172, 362 

Germain, Marie-Sophie, 939 

Ghitza, Alexandru, lxxx1ii 

Giraudoux, Jean, 514 

Girón González-Torre, Francisco Javier, xii 

Glivenko, Valery Ivanovich, 814 

Gódel, Kurt Friedrich, 401, 402, 658, 663, 674, 681, 


682, 

Goethe, Johann Wolfgang, l 

Goldbach, Christian, 936, 937 

Goldstine, Herman, lxxxii 

Golomb, Solomon Wolf, 1042 

González id Francisco José, 512,604, 628, 
984 

González Ortiz, Francisco Javier, lxxxii 

Gorenstein, Daniel E., 432 

Gottschall, Christian, 119, 242, 290 

Gould, Henry Wadsworth, 995 

Goytisolo, José Agustín, 1254 

Grappy, Jacques, 828 

Gras Manzano, Pedro, 71 

Grátzer, G., 813 

Gregori Gregori, Valentín, 513, 604, 628, 1125, 1250 

Gries, David, 98 

Grimaldi, Ralph Peter, 513, 604, 628, 984, 1125, 1250 

GroupExplorer, 829 

grupo, lxxi 

Guthrie, Francis, 431 

Gutiérrez Barranco, Domingo, xiii 

Guzmán de Rojas, Iván, 448 


Haack, Susan, 374 

Hadwiger, Hugo, 422 

Hagen, Hans, 1300 

Haken, Wolfgang, 431 
Halberstam, Heini, 938 
Halmos, Paul Richard, 663 
Hammack, Richard, 435, 731 
Hasenjaeger, Gisbert, 402 
Hausdorff, Felix, 471, 492, 681 
Hawryszkiewycz, Igor Titus, 30 
Heawood, Percy John, 431 
Heisenberg, Werner Karl, 1130 
Helfgott, Harald Andrés, 936 
Henkel, Hartmut, 1300 
Henkin, Leon Albert, 402 
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Hermite, Charles, 684 Johnsonbaugh, Richard, 513, 604, 620, 622, 629, 
Hernández Peñalver, Gregorio, 512, 604, 628, 984, 1125, 1250 

1126, 1251 Judson, Thomas William, 829 
Hersh, Reuben, 56, 412, 432, 514 juego de la vida, 830 
Heyting, Arend, 449 juicio, 8 


Hilbert, David, 166, 456, 631, 632, 675, 681, 1268 
Hintikka, Kaarlo Jaakko Juhani, 245, 326, 350 
Hoare, Charles Antony Richard (Tony), 141 
Hodges, Wilfrid, 2.83 
Hoekwater, Taco, 1300 
Hofstadter, Douglas Richard, 167 
homomorfismo, lxxi 

automorfismo, lxxi 

endomorfismo, lxxi 

epimorfismo, lxxi 

imagen homomorfa, lxxi 

isomorfismo, lxxi 

monomorfismo, lxxi 
Houlou-Garcia, Antoine, liii 
Hrbacek, Karel, 511, 628, 661, 693, 711 
Huertas Sánchez, Antonia, 155, 228, 325, 349, 387, 

408, 434 

Hulpke, Alexander, 829 
Hunt, Paul D., 1300 
Hunter, Geoffrey, 638 
Huntington, Edward Vermilye, 319 
Hutchinson, Anne, 40 
Huth, Michael, 152 


I 
Ibáñez, Jesús, 814 
Ibáñez Torres, Raúl, lvi 
identidad 
de Pascal, 992 
de Pascal generalizada, 996 
de Vandermonde, 992 
de Vandermonde generalizada, 992 
identidad de Bézout, 849 
implicatura, 83 
inducción, 382, 383, 386, 423 
bien fundada, 726, 727 
caso base, 713 
débil, 324, 423, 529, 712-717, 719, 727-729, 838, 


896, 897, 944, 945, 1139, 1140, 1193, 1205, 
1206, 1209, 1214, 1241, 1242 


estructural, 324, 423, 712,720, 723, 729,730 
fuerte, 423, 529, 622, 623,712, 718, 719,729, 730 
hipótesis inductiva débil, 713 
hipótesis inductiva fuerte, 718 
paso inductivo débil, 713 
paso inductivo fuerte, 718 
tesis inductiva débil, 713 
tesis inductiva fuerte, 718 
Ivorra Castillo, Carlos, 693, 711 


J 

Jacobsthal, Ernst Erich, xxx1X, 1179, 1182, 1183, 1188 
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Para la composición de la presente edición he utilizado el preparador de documentos BIFX 
(LAMPORT, 1984) —facilitador del uso del sistema de composición tipográfica TEX(KNUTH, 1978)—, 
en su versión BIFX 2£, el sistema de manejo bibliográfico BIDTfX (PATASHNIK y LAMPORT, 1985) y el 

compilador LuaBIfX (HAGEN, HENKEL, HOEKWATER y SCARSO, 2007). Para el texto principal he 
usado Alegreya (PERAL, 2010), para los resúmenes, Montserrat (ULANOVSKY, MATAS, PERAL y LE 
BAILLY, rev. 2017), para el lenguaje lógico-matemático, Euler Virtual Math (Euler-VM) (SCHMIDT, 
2002, a partir de las fuentes AMS Euler de ZAPF, 1983) y para el código, Source Code Pro (HUNT, 
2012, rev. 2019). 


Algunas tablas de verdad las ha generado el artefacto Truth Table Generator 
(https://mrieppel.net/prog/truthtable.html) (RIEPPEL, 2010); a modo de muestra, la del ejemplo 84 
(p. 113 de esta edición), a partir de la entrada ((( s >w € (s € c)) € (w> (s € c))) > c 
y la del ejemplo 266 (p. 508 de esta edición), a partir de la entrada ((((( p € q) € r) 2 ( p yv 
q) 24 (q v r))g£ (q v s)) > (p € q).Paralas derivaciones formales con recuadros para 
supuestos que se cancelan he utilizado el paquete logicproof (DAVIDSON [227], 2014). Estoy muy 
agradecido a Peter SMITH por su página web Logic Matters [228]. 


En otro orden de cosas, yo, como autor, quisiese quedar exonerado de toda responsabilidad que 
pudiese derivarse de cualquier circunstancia imputable a terceras personas por el uso incorrecto de 
lo expuesto en estas notas y que pudiese afectarles de alguna u otra forma. Sean prudentes y 
cuídense. 


Colofón 


I never read. It prevents me from thinking [Nun- 
ca leo. Me impide pensar] (Paul A. M. DIRAC). 


